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Capitulo 1

Conceptos basicos de inferencia
estadistica por maxima verosimilitud

En este capitulo se estudian los conceptos béasicos para realizar inferencia estadistica mediante el método
de maxima verosimilitud. La funcién de verosimilitud, el estimador de méxima verosimilitud y sus pro-
piedades como: insesgamiento, consistencia y eficiencia asintética son estudiados en este capitulo. Estos
conceptos se utilizan en el Capitulo 4 para encontrar el estimador méximo verosimil de los procesos de
Markov con espacio de estados finito y probar sus propiedades estadisticas. Para este capitulo se utilizé
principalmente [? ].

1.1. Estimacion maximo verosimil

Sea (X, <7, Q) un modelo estadistico donde X es el espacio muestral, 7 una o-algebra de X'y Q = {Qy|6 €
O} una clase parametrizada de medidas de probabilidad sobre (X, o). Se asume que el espacio parametral
es un subconjunto del espacio Euclidiano d-dimensional ® C R™. Adicionalmente consideremos (£2,.%#)
un espacio medible y X : @ — X una funcién medible y P = {Py|f € O} medidas de probabilidad sobre
(Q, F) tales que Qg es la medida de probabilidad inducida por X.

Definicién 1.1. Un estimador es una funcién 0 : X —s © y representa la forma de estimar el pardmetro
0 de X, apartir de una muestra observada de X.

Definicién 1.2. La funcion de verosimilitud L(0) = L(0;x) es la funcion de 0 que para cada x € X estd

dada por
L(0) = L(0;z) = fo(z), 6 € O.

La funcion de log-verosimilitud estd dada por
1(0) = 1(0;x) = log(L(0; x)).

Donde fo(x) es la funcion de densidad de x inducida por Py.

Nuestro objetivo es encontrar un estimador de 6 a partir de una muestra observada, la funciéon de verosi-
militud es una herramienta muy importante para determinar buenos candidatos. Por ejemplo si tenemos
que la razén de verosimilitud L(62)/L(61) = 10 para 01,02 € O, esto significa que bajo Py, la observacién
x es 10 veces més probable que bajo la medida Pg,. En esta situacién nosotros estamos més inclinados a

1



2 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS DE ESTADISTICA

creer que A es mejor candidato que #; para representar al parametro desconocido 6 .
El ejemplo antes mencionado nos da la motivacién para dar la siguiente definicién.

Definicién 1.3. Si 0 = 6(x) es tal que
1(0) < 1(6), para todo 0 € O,

entonces é(x) es llamado el estimador mdximo verosimil .
Mientras que la ecuacion
al(0)
00
es llamada la ecuacion de verosimilitud. Suponiendo claramente que la derivada de arriba exista %
denota el vector de derivadas parciales de 1(0).

=0

Una observacién que vale la pena mencionar es que cuando el estimador maximo verosimil é($) se en-
cuentra en el interior de ©, éste resuelve la ecuacién de verosimilitud.

Dado que ahora tenemos un posible candidato para estimar el verdadero parametro #, una situacién 6pti-
ma seria cuando la distribucién del estimador bajo la medida Py puede ser calculada. Esto permite hacer
declaraciones de la cercania con respecto al verdadero parametro.

Definicién 1.4. Se define el error cuadrdtico medio (ECM ()) de un estimador 6 como
ECM () = Eg[(0(X) — 0)%] = Varg[0(X)] + Eg[(E[)(X)] - 0)°]

donde Eg y Varg son la esperanza y varianza respecto a la medida de probabilidad Py respectivamente.

El error cuadratico medio es una medida de la cercania que tiene el estimador con respecto al verdadero
parametro.

Definicién 1.5. Un estimador 0 : X — © se dice insesgado si
Egl0(X)] =0 , para cada 6 € ©.

Por otro lado si un estimador no es insesgado, diremos que es sesgado.

Los estimadores insesgados son preferidos respecto a los sesgados, pues su error cuadratico medio es
menor.

Ejemplo 1.1. Sea X3, ..., X, variables aleatorias i.i.d. (independientes e idénticamente distribuidas) con
densidad

Bexp(—pz), x >0,
Donde 8 > 0 es el parametro. La funcion de log-verosimilitud es
1(B) = n(log(B) — Bz),

aqui el estimador mdzimo verosimil es B = X 1.
Ya que X tiene una distribucion gamma, la media del estimador es

Eslf] = B # B,

n

n—1

De este modo B no es un estimador insesgado. Si en lugar del pardametro B nosotros consideramos el
pardmetro 1/ , encontramos que el estimador mdximo verosimil del nuevo pardmetro es

1/5=X.

Claramente El/g[l/ﬁ] = 1/8, entonces X es un estimador insesgado respecto al nuevo pardmetro.
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El ejemplo anterior muestra que el estimador maximo verosimil no es en general insesgado. También este
ejemplo muestra que el insesgamiento se relaciona tanto con el estimador y la parametrizacién en cuestion,
por tanto algunas parametrizaciones son mas utiles que otras.

Definicion 1.6. La variable aleatoria

ol(0, X)
)= ————

es llamada la funcion score. La matriz
921(0,X)

es llamada la informacion observada, mientras que la esperanza de j(6)
i(0) = Eq[j(0)],

es llamada la informacion de Fisher o informacion esperada, esta matriz es importante porque bajo ciertas
condiciones los estimadores cumplen

(0(X) - 0)i(6)'/* % N (0, I,)

donde I,, denota la matriz identidad de dimensiones n X n.

1.2. Propiedades asintéticas de los estimadores

Intuitivamente mientras mas grande sea la muestra, es posible tener una nocién mas precisa del valor
del verdadero parametro. Por esta razon es de vital importancia estudiar propiedades de los estimadores
cuando el tamano de la muestra crece.
Una propiedad deseable es que la esperanza del estimador converja al verdadero pardmetro cuando el
tamaifio de la muestra tienda a infinito.

Definicién 1.7. Un estimador 0 : X — © se dice asintdticamente insesgado si

Eg[0(X)] = 0, para cada 0 € ©.

La propiedad anterior es més débil que la propiedad de insesgamiento, esto nos permite estudiar una gran
cantidad de estimadores, ya que algunos estimadores pueden ser asintéticamente insesgados pero no son
insesgados (ver Ejemplo 1.1).

La siguiente propiedad es muy importante para el estudio de propiedades asintéticas de los estimadore.

Definicién 1.8. Un estimador 6 : X — © se dice consistente si para cada 6 € ©

Hasta ahora sélo hemos analizado propiedades de la media de los estimadores la cual nos permite medir el
promedio del valor del estimador, sin embargo debemos analizar la varianza de este para poder determinar
qué tan alejados en promedio nos encontramos del verdadero parametro.

Definicién 1.9. Decimos que un estimador 6 : X —» © es asintdticamente efictente si
(B(X) — 0)i(0)2 S N(0, I,,).

Donde I,, denota la matriz identidad de dimensiones n X n
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Para una matriz semi-definida positiva B, nosotros denotamos por B/2 su correspondiente raiz cuadrada.
La propiedad anterior muestra que nosotros podemos aproximar la distribuciéon del méximo verosimil
mediante una normal multivariada con media # y matriz de covarianzas i(f)~! cuando el tamaiio de la
muestra es grande. Un ejemplo de estimador que cumpla ser asintéticamente eficiente es el estimador de
1/ del Ejemplo 1.1. La importancia de esta propiedad radica en que si la muestra es grande podemos
calcular la probabilidad de que nuestro verdadero parametro 6 se encuentre en cierta regién de R



Capitulo 2

Procesos Estocasticos con espacio de
estados a lo mas numerable

En este capitulo se presenta una introduccién breve al tema de los procesos estocasticos con espacio
de estados a lo mas numerable. Se explican algunos conceptos y propiedades generales de este tipo de
procesos y se estudian brevemente algunos ejemplos particulares de procesos estocasticos. El contenido
de este capitulo serd usado en los capitulos tres y cuatro, en donde consideraremos procesos estocasticos
con espacio de estados finito. La bibligraffa basica para este capitulo es principalmente [? |, [? ]y [? ].

2.1. Definiciones elementales

En esta seccién se presentan los resultados fundamentales de procesos estocasticos. Se describen sus
caracteristicas principales, se realiza una clasificacion bésica y se dan algunos ejemplos.
Comenzaremos dando una definicién formal de un proceso estocastico.

Definicién 2.1. Un proceso estocdstico X = { X e es una coleccion de variables aleatorias (definidas
en el mismo espacio de probabilidad) que toman valores en un conjunto E con pardmetro T, es decir,
para cada t € T, Xy es una variable aleatoria.

En esta definicién a 7 se le conoce como el espacio parametral y es interpretado como el tiempo, de
esta forma a X; se le entenderd como el estado del proceso al tiempo t. Ademds se considera que las
variables aleatorias X; para toda t € T, estan definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (2, #,P).
Un proceso estocéastico puede ser interpretado como la evolucion en el tiempo de algiin fenomeno cuya
dindmica se rige por el azar.

Siguiendo la definicién de proceso estocéstico, se le puede ver como una funcién de dos variables

X:TxQ—FE,

tal que a cada pareja (t,w) € (T,9) se le asocia X (t,w) = X;(w) y de esta manera para cada t € T la
funcién de
w— X(w)
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es una variable aleatoria y para cada w € €, la funcién
t— Xt (w)

es una trayectoria o realizacién del proceso.

2.1.1. Clasificacién general.

Segun las caracteristicas del espacio parametral se puede hacer la primera distincién entre procesos es-
tocasticos.

Definicion 2.2. Proceso estocdstico a tiempo discreto Si T es un conjunto a lo mds numerable, se
dice que X es un proceso estocdstico a tiempo discreto, para nosotros serd T = M, donde M C N y en
general se denota por X = {X,}n>0.

Definicién 2.3. Proceso estocdstico a tiempo continuo Cuando T sea un conjunto infinito no
numerable, se dice que X es un proceso estocdstico a tiempo continuo, para este caso T = [0,s] 6 [0, 00).
y en serd denotado por X = {X;}i>0.

En cuanto al conjunto donde las variables aleatorias toman valores, se le conoce como espacio de estados
del proceso y de manera analoga este también puede ser discreto o continuo.

2.2. Cadenas de Markov a tiempo discreto

Para esta seccién de cadenas de Markov se utilizaron los libros [? | y [? |, en donde se pueden consultar
las demostraciones de los resultados aqui enunciados.

2.2.1. Conceptos basicos

Definicion 2.4. Consideremos una coleccion de variables aleatorias Xg, X1,... , interpretando a X,
como el estado de un sistema al tiempo n y supongamos que el conjunto de posibles valores de X, es a lo
mas numerable, enumerdndolos, tenemos que E = {1,2,..., N} para el caso finito y E = {1,2,...} para
el caso numerable, E es llamado espacio de estados. Si este proceso satisface la propiedad de Markov

P[Xn+1 = xn+1|Xn =Tn,y-.- ,XO = $0] = P[Xn+1 = $n+1|Xn = $n]
con xg,...,Tnt1 € E, decimos que {Xn}n20 es una cadena de Markov.
A la distribucion de Xy se le llama distribucion inicial y la denotaremos por m = (m1,...,7N) , es decir,

si m; = P[Xo = 1i] para toda i € E.

Algunas observaciones importantes:

1. Si X,, = z,,...,Xo = xg entonces decimos que se ha presentado la trayectoria xg, ..., z,.
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2. A la familia P[X,,+1 = j|X, = i] se le conoce como familia de probabilidades de transicién de la
cadena de Markov y describe la evolucién de la cadena en el tiempo.

Definicion 2.5. Se dice que la cadena de Markov {Xn}nZO con espacio de estados E y distribucion inicial
7 es homogénea st
P[Xn—l-l = ]’Xn = Z] = P[Xl = ]’XO = Z]

para cada i,j € E y para cada n > 0. En este caso definimos para cada i,j € E
pij = P[X1 = j|Xo =1

y para m > 1
) — P[X g = | Xy =
p;; = m+n = ] n—l]a

que representa la probabilidad de pasar del estado ¢ al estado j en m unidades de tiempo.

Definicion 2.6. Maitriz de transicion:

Es la matriz cuadrada de orden N formada por las probabilidades de transicion

P11 P12 ... DPIN

P21 P22 ... D2N
P = } } . .

PN1 PN2 ... DPNN

con entradas no negativas y la suma de cada renglén es uno (matriz estocéstica).

2.2.2. Ejemplos

Veamos algunos ejemplos de cadenas de Markov

Ejemplo 2.1. Cadena de rachas.

Considere la observacién de un experimento con propabilidad p de ocurrencia, definiendo como transicién
un ensayo y a X,, = como los estados de estar en racha de éxitos o no, entonces X = {X,, },>0 define una
cadena de Markov.

Ejemplo 2.2. Caminata aleatoria simple.

Un individuo esta parado e inica una caminata en el cual s6lo se mueve hacia adelante con probabilidad p
o hacia atras con probabilidad 1 — p. Definiendo a X,, como la posicién del individuo después de n—pasos,
se tiene entonces que EF = Z y las probabilidades de transicion para cualquier n > 0 e i,j € E estan dadas
por:

p j=i+1
pij=ql-p j=i-1
0 e.o.c.
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Ejemplo 2.3. Problema del jugador.

Suponga que un jugador A apuesta $1 sucesivamente contra otro jugador B. A inicia con k unidades y
B con N — k. En cada apuesta, A gana con probabilidad p y pierde con probabilidad 1 — p. Si definimos
X, como la fortuna de A al tiempo n, entonces X = {X,,}, -, define una cadena de Markov.

Ejemplo 2.4. Cadena de Ehrenfest.

Se tienen dos urnas, entre ambas hay un total de k£ bolas. En cada paso se elige una de las bolas al azar y
se cambia de urna. Si X, = ndmero de bolas en la urna A después de n ensayos, entonces X = {X,,},,>0
define una cadena de Markov.

2.2.3. Resultados importantes

A continuacién presentaremos algunos resultados importantes.

Proposicién 2.1. Fcuacion de Chapman-Kolmogorov.

Sea X = {X,},,>, una cadena de Markov con matriz de transicién
P = {pij}ijer entonces

n+m n m
pz(j )= sz(k:)pl(cj .
keE

Este resultado nos dice que pgl) es la entrada ij de la n—ésima potencia de P. En general, no es posible

calcular explicitamente las potecias de la matriz de transiciéon. Sin embargo, nos podemos auxiliar de
paquetes computacionales para esta tarea.

Proposicion 2.2. Propiedad de corrimiento.
Sea X = {X,},~, una cadena de Markov con espacio de estados E y con matriz de transicién P. Sean
n,k € N fijos y 29, Z1,...,%n, ..., Tptr € E entonces

PXpik = Tpgks oo X1 = Ty 1| Xy = T, .., Xo = 20) = P[Xy = pyp, ..., X1 = 2p41| Xo = 20

Este resultado es una generalizacién de la propiedad de Markov.

2.2.4. Clases de comunicacién

Definicién 2.7. Sea X = {X,},~, una cadena de Markov con espacio de estados E y con matriz de
transicion P. Sean i e j dos estados de E, se dice que el estado j es accesible desde el estado i si existe
n € N, tal que pgl) >0(i—j). Sii— jej—ientonces, i yj se dice que se comunican, y cuando
esto ocurre escribimos i <> j.

El siguiente resultado nos muestra que la relacion <> es de equivalencia.

Proposicién 2.3. La relacion x <> y (comunicacion) es una relacion de equivalencia, por lo tanto, induce
a una particion en el espacio de estados.
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A las clases de equivalencia inducidas por esta relacién les llamaremos clases de comunicacién.

Definicién 2.8. Sea X = {X,},~, una cadena de Markov con espacio de estados E y con matriz de
transicion P, decimos que la cadena es irreducible si para cada i,j € E tenemos que i <> j.

Sea i € I/, a su clase de cominicacién la dentaremos por Cj;, es decir

CZ:{jEElHJ}

En cuanto a la particién inducida por la comunicacién de estados decimos que, tomando C C E , es un
conjunto cerrado si para toda j € £ — C, i« € C no puede acceder a j, en caso contrario decimos que es
una clase abierta.

2.2.5. Periodo

Definicién 2.9. El periodo de un estado i € E es un nimero entero no negativo denotado por d(i), y
definido como sigue:

d(i) = m.c.d{n > 1 :pz(?) > 0},

en donde m.c.d significa mdzximo comiun divisor. Cuando pz(in) = 0 para todan > 1, se define d(i) = 0. En
particular, se dice que un estado i € E es aperiddico si d(i) = 1. Cuando d(i) = k > 2 se dice que i es

periodico de periodo k.

Proposicion 2.4. Si los estados i,j € E pertenecen a la misma clase de comunicacion, entonces tienen
el mismo periodo.

2.2.6. Propiedad Fuerte de Markov

Una extensién de la propiedad de Markov es la presentada a tiempos aleatorios conocida como propiedad
fuerte de Markov. Comenzaremos esta seccion dando la definiciéon de tiempos aleatorios.

Definicion 2.10. Un tiempo aleatorio es una variable aleatoria
7:0 — NN {oo}.

Definicién 2.11. Sea X = {X,,},-q una cadena de Markov con espacio de estados E y con matriz de
transicion P. Un tiempo aleatorio T es un tiempo de paro respecto a la cadena X = {X,},~ si para
n € N existe A, C E"*! tal que

{r=n}={(Xo,...,Xn) € A,}.

A la variable aleatoria tiempo de paro la podemos interpretar como el tiempo que se obtiene de observar
una trayectoria hasta que se cumpla cierta condicion.

Teorema 2.1. Propiedad Fuerte de Markov. Sea {X,}n,>0 una cadena de Markov con matriz de
transicion P y T un tiempo de paro. Entonces condicionado sobre {T < oo} N {X,; = i} el proceso

{Xr4m}tm>0 es una cadena de Markov que comienza en i con matriz de transicion P y es independiente
de las variables Xg, X1,..., X .
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2.2.7. Tiempos de llegada y tiempos de absorcién

En el estudio de las cadenas de Markov resulta de particular interés el estudio de los tiempos aleatorios
de la ocurrencia de eventos relacionados con la llegada a un estado o un conjunto de estados del espacio
de la cadena. En esta seccion estudiaremos este tipo de variables aleatorias.

Definicién 2.12. Sea 772 la m-ésima vez que la cadena accede a A un subconjunto del espacio de estados,

es decir
A {oo X, € E— A para toda n
’7’ prd

" \min{n >4 X, € A} eoc

donde se define 7'64 =0

Nota 2.1. Bajo la hipotesis de que 7' < o0 para cada m y por el Teorema 2.1 tenemos que {, }m>1 son
1.1.d.

Veamos un ejemplo donde podemos ilustrar esta definicién.

Ejemplo 2.5. Racha de éxitos. Sea F1, Es, ..., una sucesion de ensayos Bernoulli con probabilidad de
éxito p y probabilidad de fracaso g =1—p. Si X, es el nimero de éxitos consecutivos previos al tiempo n
(incluido el tiempo n). Se dice que una cadena de r éxitos ocurre al tiempo n si en el ensayo n—r ocurre
un fracaso y los resultados de los ensayos n —r + 1 al n son éxitos.

Definicion 2.13. Para cada n > 1, denotamos por fi(f) a la probabilidad de que una cadena que inicia
en el estado i, llegue al estado j por primera vez en exactamente n pasos, es decir,

I =PXn =4, Xao1 # 5., X1 # j, Xo = ).

Ademds definimos

Para la cadena de Markov de racha de éxitos tenemos (por ejemplo)

1. fé?) — qn—lp'

2. fo(g =p"lq.

Un resultado importante es el que permite descomponer la probabilidad de visitar el estado j iniciando
en ¢ en términos de todas las posibilidades de tiempos que pueden ser la primera visita.

Proposiciéon 2.5. Para cadan > 1,

(n k)
pm wa Py -

2.2.8. Clasificacion de estados

De acuerdo a las propiedades que tiene cada estado en una cadena de Markov en cuanto a la probabilidad
de regresar a él, los estados pueden ser clasificados de la siguiente manera.



2.2. CADENAS DE MARKOV A TIEMPO DISCRETO 11

Definicién 2.14. Sea X = {X,},~, una cadena de Markov con espacio de estados E y con matriz de
transicion P. Se dice que un estado i es recurrente si la probabilidad de (eventualmente) regresar a i,
es uno, es decir, si

P[ri < 00| Xo =] = 1.

Un estado que no es recurrente se llama transitorio.
Tratar de clasificar los estado en recurrentes y transitorios partiendo de la definicién no resulta, en general,
tarea facil. Una manera distinta de enunciar estos conceptos es la siguiente forma.
Definicion 2.15. Definimos a

oo

f i = Z f i(in)’

n=1

que es la probabilidad de un eventual regreso al estado 1.

Nota 2.2. Decimos que:

n El estado i es recurrente si f; = 1, en particular st fé? =1 el estado se le llama absorbente.

= Fl estado x es transitorio si f, < 1.

Definicion 2.16. Definiendo al nimero de visitas al estado j hasta el tiempo n como la variable aleatoria

Vij(n) = ZH{Xk:j}7 cuando Xg =1
k=1

Proposiciéon 2.6.

) _

. . ’ . n
1. Un estado i es recurrente si y sélo si >, pgi = 0.

)

2. Un estado i es transitorio si y sélo si ), pgzn < 00.

Este resultado nos proporciona una equivalencia, en términos de las matrices de transicién, para que un
estado sea recurrente.

A continuacion presentamos una serie de resultados respecto a la clasificacién de estados y la comunicacion.

Proposicion 2.7. Sean i,j € E tales que se comunican, sii es transitorio entonces j también es transi-
torio.

Este resultado tiene como consecuencia que la transitoriedad o recurrencia son propiedades de clase.

Un criterio facil para saber si una clase es transitoria es el siguiente.

Proposicion 2.8. Sea C C E una clase abierta. Entonces C' es transitoria.

Usando estos resultados tenemos la siguiente conclusion.
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Proposicion 2.9. Si el espacio de estados es finito, una clase es recurrente si y solo si es cerrada.

Corolario 2.1. En una cadena de Markov irreducible con espacio de estados finito todos sus estados son
recurrentes.

Corolario 2.2. Toda cadena de Markov con espacio de estados finito tiene por lo menos un estado
recurrentes.

Nota 2.3. En general, el andlisis de recurrencia y transitoriedad, en cadenas con espacio de estados

nfinito, es mds complicado.

Siguiendo la clasificacién de estados, resulta importante conocer el nimero esperado de pasos para regresar

a 1, es decir,
oo

Hi = Zn i(in),

n=1

a la cual llamaremos tiempo medio de recurrencia.

Nota 2.4. Puede darse el caso de que siendo i un estado recurrente el tiempo medio de recurrencia, p;,
sea infinito; siendo éste el caso en el que aunque el regreso a i es cierto se necesita un tiempo infinito. Ast,
realizamos la siguiente distincion entre los estados recurrentes obteniendo una subclasificacion de estos.

Definicion 2.17. Decimos que

1. El estado i es recurrente positivo si p; < co.

2. El estado i es recurrente nulo si pu; = oo.

Se tiene directamente el siguiente resultado.

Proposicién 2.10. En una cadena irreducible con espacio de estados finito, todos los estados son recu-
rrentes positivos.

Ejemplo 2.6. Veamos que la cadena de Markov de racha de éxitos es una cadena recurrente positiva.

o0 o0 o0
_ (n) _ -1 _ a1
Mo—;nfoo —;n(l—p)p” —<1—p);npn —H<OO-

Otro resultado de gran utilidad es el siguiente.

Proposicion 2.11. No existen estados recurrentes nulos en cadenas de Markov finitas.

El siguiente resultado se sigue de la teoria que los promedios temporales son iguales a los promedios
espaciales.

Teorema 2.2. Teorema ergddico para cadenas de Markov Sea X = {X,,}, - una cadena de Markov
con espacio de estados E y con matriz de transicion P. Sean i,j cualesquiera estados de una cadena de

Markov irreducible se cumple que
i V(™) _ 1

n—oo n ,U]

cast sequramente.
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Ejemplo 2.7. Considere una cadena de Markov con espacio de estados {0,...,5} y matriz de transicion

11
73 0 0 0O
g 3 U000
00 2 0 £ O

P=111¢ 11
4 4 3 Zit 4
00 5 0 5 0
05035 5 3

Determine que estados son transitorios y cuales recurrentes. Calcular y estimar tiempos medios de recu-
rrencia y numero esperado de visitas a cada estado.

2.2.9. Distribuciones invariantes

Definicién 2.18. Sea v € RIF|, decimos que v es una distribucidn invariante o estacionaria de la
cadena de Markov con matriz de transicion P, si satisface

1. Tiene todas sus entradas no negativas.
2. ZiEE V; = 1.

3. ZjGE Vipij = Vj.

En términos matriciales, la distribucion de probabilidad v es invariante si
vP =v.

Nota 2.5. La interpretacion de una distribucion invariante es que una variable aleatoria con dicha
distribucion mantendrd su distribucion en la evolucién de la cadena de Markov en el tiempo.

Desde que encontrar una distribucién estacionaria en una cadena de Markov consiste en resolver un sis-
tema de |E|+ 1 ecuaciones y |E| incégnitas podemos no tener solucién, una infinidad de soluciones o una
unica solucion.

Los siguientes resultados son de gran utilidad en el calculo de la distribucién estacionaria de una cadena
de Markov.

Proposicion 2.12. Sea v una distribucion estacionaria para una cadena de Markov. Si i es un estado
transitorio o recurrente nulo, entonces v; = 0.

Una propiedad importante de una distribucién invariante es que si Xg tiene distribucion v, entonces X,
tendra la misma distribucién para toda n.

Proposicion 2.13. Toda cadena de Markov que es irreducible y recurrente positiva tiene una unica

distribucion estactonaria dada por
1
v; =— > 0.
Hi

Teorema 2.3. Para una cadena irreducible las siguientes condiciones son equivalentes.
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1. Todos los estados son recurrentes positivos.
2. Algun estado es recurrente positivo.

3. La cadena tiene una unica distribucion invariante

r=(1i )

Ejemplo 2.8.

v =(1/3,2/3).

Ejemplo 2.9. Cadena de Ehrenfest. Como esta cadena de Markov es irreducible y con espacio de
estados finito se tiene que es recurrente positiva y por los resultados anteriores tiene una unica distribucion
variante v.

2.2.10. Cadenas regulares, absorbentes y convergentes.

En esta seccién presentaremos resultados del comportamiento de una cadena de Markov recurrente cuando
la trayectoria es lo suficientemente grande. Otro concepto importante en el estudio de las cadenas de
Markov es el relacionado con la posible periodicidad con la que se visita a cada estado.

Definicién 2.19. Decimos que una cadena de Markov {X,} con espacio de estados finito es reqular si
existe una potencia de la matriz de transicion con todas las entradas positivas.

Ahora presentamos resultados fundamentales en el estudio de la convergencia de las cadenas de Markov.

Definicion 2.20. Si los limites

v; =lim (n)
j = n—ooP;j
existen para cada estado j en el espacio de estados entonces w, es la distribucion limite.

Nota 2.6. Las siguientes observaciones son consecuencia de la definicion anterior.

1. La distribucion limite es inducida por la matriz de transicion P.
2. La distribucion limite no depende de la distribucion inicial.

3. El limite de las potencias de P es una matriz estocdstica para la cual todos sus renglones son la
distribucion limite.

4. La distribucion limite es una distribucion estacionaria.

Teorema 2.4. (Ezistencia de la distribucion limite.) Si la cadena de Markov es irreducible, aperiddica y
con distribucion invariante v, entonces

Teorema 2.5. Si la cadena de Markov es irreducible, aperiddica y recurrente positiva existen las proba-
bilidades limite y son la unica distribucion invariante.



2.2. CADENAS DE MARKOV A TIEMPO DISCRETO 15
2.2.11. Ejemplos

Ejemplo 2.10. Consideremos la cadena de Markov del Ejemplo 2.4, el espacio de estados es E =

{0,1,2,...,k} y la matriz de transicién asociada es
0 1 0 0 0 O
Uk 0 (k=1/k 0 .0 0
0 2/k 0 (k—2)/k ... 0 0
P = . . . . .
0 0 0 0 ... 0 1/k
0 0 0 0 ... 1 0

Es facil mostrar que esta cadena es irreducible, por lo tanto existe una unica clase de comunicacion
{0,1,2,...,k}.
Por la Proposicion 2.4 sabemos que el periodo para todos los estados es el mismo, ademds sabemos
{nZl:pgé)>0}:{n21:nespa7“},

es decir, tiene periodo 2.

Debido a que esta cadena es irreducible, por la Proposicion 2.10 es recurrente positiva. Por lo tanto por
la Proposicion 2.13 tiene una unica distribucion estacionaria.

Desarrollando el sistema de ecuaciones vP = v, tenemos

1
vy = -V
0 A 1
v = U+ %VQ
k—1 n 3
vy = v —V
2 2 1 2 3
2
V-1 = %Vk—Q + v
1
vV = —Up_1.
k A k—1

Reescribiendo cada ecuacion en términos de vy obtenemos
_(k ;
vj = (]) vy, para todo j € E.

Sumando todas estas ecuaciones

por lo que concluimos que
1
v = (?) ok para todo j € E.
Por la Proposicion 2.13 podemos calcular los tiempos medios de recurrencia mediante la distribucion

estactonaria
1 2k ,
Wi = — = ——, para todo j € E.

20
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2.3. Procesos de Saltos de Markov

En esta seccion consideraremos procesos de Markov a tiempo continuo, homogéneos y con espacio de
estados numerable, describiremos caracteristicas relevantes de dichos procesos que nos seran de utilidad
para simular trayectorias de ellos.

2.3.1. Definicion

Definicién 2.21. Un proceso de saltos de Markov (que abreviaremos como PSM) es un proceso de Markov
en tiempo continuo {X¢}i>0, con espacio de estados a lo mds numerable E y que cumple las siguientes
condiciones:

1. Cada trayectoria t — X; es continua por la derecha con limite por la izquierda.

2. Para cualesquiera estados xo, X1, . .., Tn+1 Y para cualesquierat; < tiy1 = sit1+t; coni € {0,...,n},
con tyg = 0 se cumple:

P[th+l - xn—&—l‘th =Tny--- )Xt() = 370] = ]:P)[th+1 = $n+1’th = xn]
= PX,,, = zns1|Xo =z

Nota 2.7. En lo sucesivo supondremos que el espacio de estados E = {1,2,...,N}.

Proposicién 2.14. Un PSM {X,}+>0 es constante por pedazos.

Demostracion. Sea s > 0, consideremos una trayectoria fija del proceso, supongamos que Xz = xg, como
el espacio de estado es finito, existe u > 0 tal que ningin estado en F salvo xg se encuentra en el intervalo
(xo — u,xo + u). Como el proceso es continuo por la derecha entonces existe 6 > 0 tal que el proceso en
[s,s + 0) se encuentra en el intervalo (zg — u,zo + u), pero como en este intervalo solo vive g, entonces
se concluye que el proceso es constante en [s, s + §). O

Definicion 2.22. La funcién definida por
Pay(t) = P[X; = y[Xo = ]
cont>0vyzx,y€ FE esllamada la funcion de transicion.

Definicién 2.23. Considere un PSM {X;}i>0 con espacio de estados E, se define la matriz de transicion
al tiempo t > 0 como

P(t) = {pay(t)}ayep-
Definicién 2.24. A la familia {P(t)}+>0 se le llama semigrupo de transicion del proceso de Markov.

Proposicién 2.15. El semigrupo de transicion {P(t)}+>0 de un PSM {X;}+>0 es estandar, es decir

lim P(t) =1,

t—0+

donde I es la matriz identidad de dimension N x N.
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Demostracion. Por la Proposicion 2.14

C.S.
I xo=2,X,=2} P I xo=2)

y por el Teorema de la convergencia dominada (ver [? | pagina 62)

Hm Bl x,—a,x,-2}] = Ell{xo=c})-

t—0t

Concluimos que

1 stx=y,
lim t) =
H0+pxy( ) {0 st T F£ Y.

2.3.2. Resultados elementales

Proposicién 2.16. (Ecuacion de Chapman-Kolmogorov) Considere un PSM {X;}i>0 con espacio
de estados F, entonces para cualesquiera par de numeros t y s positivos y para todo x,y € E tenemos

pxy(t + 5) = prz(t)pzy(s)'

zeR

Debido a que un PSM es constante por pedazos, ahora nos interesa con qué frecuencia este proceso cambia
de estado.

Definicién 2.25. Se define el tiempo de estancia en el estado Xy de un PSM {X;}+>0 como
A(t) = fnf{s >0: Xt+s 7£ Xt}

para todo t > 0.
Nota 2.8. Esta variable aleatoria estd bien definida porque el proceso es constante por pedazos.

Definicién 2.26. Se define el tiempo de primer salto de un PSM {X;}i>0 como
T = inf{t >0:X; 7& Xo}

y el n-ésimo tiempo de salto como
T, = inf{t > T,,_1; X+ # X1, ,} para todo n > 1.
Por convencion definimos Ty = 0.

Teorema 2.6. Considere un PSM {X;}1>0 con espacio de estados E, si en el tiempo t > 0 A(t) < oo
entonces para todo © € E existe A\ > 0, independiente de t, tal que

PIA(t) > s|X; = z] = exp(—Az9)

para toda s > 0.
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Demostracion. Debido a que un PSM es homogéneo en el tiempo
P[A(t) > s| X = 2] = P[A(0) > s|Xo = z],
definimos h(s) = P[A(0) > s|Xo = x|, entonces se tiene que

h(t+s) = P[A(0) >t + s|Xo=a] = P[A(0) > t,A(t) > s|Xo = ]

(
(

[
= P[A(0) > t| X0 = z|P[A(t) > s|A(0) > t, X = z]
= h(t)P[A(t) > s|X; = 7]
= h(t)h(s).

La funcién h es continua por la derecha, ya que es funcién de sobrevivencia, ademas 0 < h(s) < 1 para
toda s > 0, lo cual implica que la tinica solucién debe ser

h(s) = exp(—Ags),
donde A; > 0. ]

Ahora demostraremos un importante teorema que nos muestra la manera de como simular procesos de

tipo PSM.

Teorema 2.7. Considere un PSM {X;}i>0 con Th < oo, entonces para cualesquiera estados xg, T1,. .., Tk
y para cualesquiera tiempos t; < tiy1 = Six1+t; coni € {0,....k—1} yto =0, z9 =y # x se tienen las
siguientes dos afirmaciones

1.
PX7, = y|T1 > t, Xo = 7]
no depende de t, es decir la distribucion de salto es independiente del tiempo de primer salto.
2.
k—1
IP[XT1+ti = l‘i,Vi S k|T1 Z t,X() = CL'] = ]P)[XTI = y]Tl Z t,X() = .’L’] H P[XS]'+1 = xj+1|X0 = xj],
§=0

es decir, el proceso después de Ty es independiente de T y se comporta en ley de la misma forma
que el proceso original, con distribucion inicial P[ X1, = y|T1 > t, Xo = z].

Demostracion. Considere el proceso estocastico definido por Y™ = X, jom, con n € {0,1,...}, es fécil
darse cuenta que es de Markov homogéneo en el tiempo.
Se define

om = (1/2™)min{n > 0:Y" # Xo}.

Evidentemente se tiene que o, > 0,41 > 11 para toda m € N, ya que

Y = Xomig,, jomi1 = X, = Yam,  # Xo,

2m+10.m

por lo que tenemos 2™ ¢, > 2m+10m+1 para toda m € N, ademas o, — T} < % para toda m € N.
Demostraremos la segunda afirmacion del teorema.



2.3. PROCESOS DE SALTOS DE MARKOV 19

Denotemos a n,, como el menor entero n tal que 5 > t, debido a que {X;};>¢ es continuo por la derecha

PX74¢, = @3, Vi < k,T1 > t, Xog = z]
= lim P[X,, 41, =2, Vi < k,0m > t,Xo = 7]
m—0o0

, . n
= lim P[X,, 41, =2, Vi < k,0m > Q—Z,Xo = 1

m—ro0
> n
= lim_ D PXoy i, =0, Vi < koo = o Xo = 1]
n=nm
o
== 77%1/_I>noo ]P)[Xn/zm_’_tl == .CC,J,VZ S k,XO/Qm == $, e ,Xn_l/gm == J}]
n=nm

y por la propiedad de Markov tenemos

00 k—1
= lim_ Y P[Xo = 2]P[Xyjom = 2] X0 = 2] 'P[Xyjom = y|Xo = 2] [ [ PIXsy = 2j41] X0 = 25
o k—1 0o =
= lim_P[X;/om = y|Xo = 1] [IPXss = 25011 X0 = 23] > P[Xo = 2|P[X;/jm = 2[Xo = 2]""
j=0 n=nm
por lo anterior
o
P[Ty > t[Xo = 2] = lim (1~ P[X/5m = 2[Xo = 2]) > P[Xypm = 2| Xo =2]"!
N=MNm

por lo tanto
P[XT1+ti = xi,Vi S k‘Tl Z t,X() = .%']

k—1
’ P[Xl/zm = y|XO = .I']
= JIPXe = wpalXo = o] lim 15—
j:() 1/2m — 0 —

tomando k = 0, se concluye

P[X1, = y|Th > £, Xo = a] = lim —/2m = WlXo =]
=Y =2t A0 = _m—>ool—P[X1/2m:x|X0:x}

esto demuestra la primer y segunda afirmacién.
O]

Definicién 2.27. Dado un PSM {X;}i>0 con espacio de estados E, se define la matriz de transicion
asociada a la distribucion de salto como:

P = {pxy}x,yeE = {P[X7, = y|Xo = $]}m,y€E'

Teorema 2.8. Considere un PSM {X;};>0 con espacio de estados E, supongamos que Ty < ... <
T, < oo, entonces para cualesquiera tiempos ti,...,tn—1,tn, 0 = 5o < ... < Sm ¥y cualesquiera estados

L0, T1y--+3Tn =Y0;Y1y---,Ym € E.
Bajo estas condiciones se tienen las siguientes dos afirmaciones:
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1 P[Ty —Tpy <tg, X7, = 4, 1 <k <, X7, 1, = 95,0 < j <m|Xo = x0]

= PTy —Thp—1 < tg, X7, = 21,1 <k <n|Xo=20]P[Xs, = v, 0 <k <m|Xo =10

2. P[X1,4s; = 45,0 < j <m|Xo =20, T} — Thp—1 < tg, X1y, = 71, 1 <k <

= P[Xs, =k, 0 <k <m|Xy =y

Demostracion. El teorema se sigue de aplicar el Teorema 2.7 multiples veces. O

Nota 2.9. Por el Teorema 2.6 y el Teorema 2.8 podemos concluir que para todo n € N

1. FEl proceso después del tiempo T,, es condicionalmente independiente a la trayectoria antes de Ty,
dado X, y se distribuye igual que el proceso original empezando en el estado X, .

2. Th+1 — T, condicionado a X1, = x se distribuye exponencial de pardmetro Ay, ademds es indepen-
diente a la distribucion del siguiente salto.

Corolario 2.3. Considere un PSM {X;}+>0 con espacio de estados E, supongamos que Th < ... <T, <

0o, entonces para cualesquiera tiempos ti,...,t, y cualesquiera estados xg,T1,...,Tp_1 € B
n—1
PIA(T)) < t1,. ., A(Tn1) <t Xy, = 2,0 <k < — 1] = [ PIA(0) < traa|Xo = a4].
k=0

Definicién 2.28. Dado un PSM {X;}>0, el Teorema 2.8 nos asegura que el proceso estocdstico definido
como:

{Zn = X1, }n>0-

Conforma una cadena de Markov con matriz de transicion dada por la Definicion 2.27.

2.3.3. Generador infinitesimal

En esta parte del trabajo, nosotros caracterizaremos a un PSM mediante los cambios infinitesimales que
ocurren en intervalos de tiempo muy pequenos.

Considere un PSM {X}};>¢ con espacio de estados E, con X; = x. Ahora, estamos interesados en analizar
que pasa en intervalos de tiempo infinitesimales (¢,t 4+ h), tenemos los siguientes casos.

1. El proceso puede estar en el mismo estado al tiempo t+h y esto ocurre con probabilidad ps,.(h)+o(h),
donde o(h) representa la posibilidad que el proceso se salga y regrese al estado i en el intervalo de
tiempo.

2. El proceso se mueva al estado y en ¢t + h y esto ocurre con probabilidad psy,(h) + o(h), donde o(h)
representa la posibilidad que el proceso realize dos o més transiciones en el intervalo de tiempo.

Ahora estamos interesados en el comportamiento de psy,(h) para h pequena, para esto consideremos la
siguiente proposicién.
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Proposicién 2.17. Considere un PSM {X:}i>0 con espacio de estados E, entonces para cualesquiera
x,y ekl

P pwy(h) - 5xy
lim ————= = qqy.
B0t h Gy
Donde
1 paraz =y
Oy =
0 para x #y.

Y Qzy = /\:vpxy six 7é Y Y Qe = —Az.

Para probar esta proposicién necesitamos el siguiente lema.

Lema 2.1. Considere un PSM {X;}i>0 con espacio de estados E, supongamos Ty < ... < T, < oco.
Bajo estas condiciones

pt gn—1 exp(—s)
< < ——2ds.
P[T, <t _/0 = 1)l ds

Ademds si sumamos sobre n obtenemos

S PRI, <] < .

n=1
Donde = max{\, : x € E}.
Demostracion. Sabemos que
n
A, (T — T
P[T, <t X7, = 23,0 <k<n—1] = P[ZM <t Xp, =2,0< k <n—1]
=1 o
n
Mg, (T — T
< P[ZW <tXp =ap,0<k<n-—1]
j=1

= P A (Tj = Tj1) < Bt|Xq, = 24,0 <k <n—1],
j=1

Por el Corolario 2.3 .

Z)‘Ik(TJ _Tjj*l”XTk =2,,0<k<n-1

J=1

se distribuye Gamma de pardmetros (n, 1), por lo que se tiene

Bt .n—1 o
]P)[Tn < t] < / wds'

Sumando sobre n y aplicando Teorema de la convergencia dominada (ver [? | pdgina 62)

ZIPT<t /ZnneXpl d—/ﬁtds—ﬁt.
- 0
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Definicién 2.29. Dado un PSM {X;}i>0 se define la variable que cuanta los saltos hasta el instante ¢
como
Ny =méax{n >1:T, <t}.

Prueba de la Proposicién 2.17

Demostracion. La demostracion se divide en dos casos.
Caso 1. x # y.

Por el Lema 2.1

PXp =ylXo=2] = P[Xj =y, Ny =1|Xo = 2] +P[X}, =y, Nj, > 2|Xo = 7]
expPv—A=)h 1

AePay exp WM AL Zyy + (
Y { v} )\y _ )\x

ix,20,3] +o(h).
Por lo anterior

. —1 -
hg%ﬂ_ h pxy(h) = Quy-

Caso 2. x = y.
Por el Caso 1 se tiene

m A (pex(h) — 1) = —As = Gua-

h—0t

Definicién 2.30. El generador infinitesimal de un PSM, es la matriz Q = qzy, yeE Ccon entradas.
Qry = )\acp;ry s1x 7é Y Y Qoz = —Az-

Nota 2.10. Observemos que el generador infinitesimal contiene toda la informacion del proceso, tanto
las intensidades de los tiempos de salto A\, como la distribucion de los saltos exp(—At).

El siguiente Teorema nos muestra que el generador infinitesimal de un PSM es suficiente para construir
las probabilidades de transicion {pyy(t)}zyeE-

Teorema 2.9. Dado un PSM {X;}+>0 con espacio de estados E y @) su correspondiente generador infi-
nitesimal, entonces se satisface el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales.

oP(t)
5 = QP().

Demostracion. Sea € > 0
Por la igualdad de Chapman-Kolmogorov(2.16) tenemos

Pay(t + 1) = pay(t) _ T (Poz(h) — 00z )Py (t)

h h
zelE
Ahora basta mostrar que
lfim pxz(h) — Oz —q
h—0t h =

Pero esto es resultado de la Proposicién 2.17. 0
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Nota 2.11. El teorema 2.9 muestra que P(t) cumple la ecuacion diferencial

oP(t) _

si la matriz Q es diagonalizable, entonces P(t) = exp(tQ) =Y.

00 thn

n—0 > €s la dnica solucion al sistema.

Ahora bien, como la tasa de saltos A\, es independiente del tiempo ¢t > 0 y s6lo depende del estado = € F,
clasificaremos a los estados.

Definicion 2.31. Sea x € E con tasa de salto asociada N\, entonces x se define como:

1. Permanente, si Ay = 0.
2. Estable, si 0 < A\, < 0.
3. Instantdneo, st A\, = 00.

Sea { X }i>0 un PSM con Xy = x a tiempo t > 0, estudiaremos las consecuencias del proceso dependiendo
cada tipo de estado.

1. Si x es permanente, P (A(t)=o00|X;=x) =1 para toda s > t. Es decir, el PSM permanece
sitempre en el estado i € F.

2. Siz es estable, P(0 < A(t) <oo| Xy =) =1, es decir el proceso saldrd del estado i en un tiempo
de espera positivo y finito.

3. Si x es instantdneo, P (A(t) =0]| Xy =z) = 1, entonces el PSM existe en el estado tan pronto
entra en él.

Proposicién 2.18. (Regularidad). Considere un PSM {X:}i>0 vy Th < ... < T, sus respectivos n
tiempos de salto, asumamos que su correspondiente generador infinitesimal tiene entradas estrictamente
negativas y finitas en la diagonal, bajo estas condiciones se tiene que

1. 7Y <...<T, < cast seqguramente.

2. T, =25 0.
n—oo

Demostracion. Por el Lema 2.1 podemos argumentar que para toda t > 0

—_

n—

P[T, <t] < 1—exp(—Bt) Y (Bt)/j!.

=0

<

Donde f=méx{\, : z € E}, asi concluimos que
T <...<T, < oo casi seqguramente.

La segunda es resultado de hacer tender n a infinito y notar que P[ lim T, <t] < li)m P[T,, < t] = 0 para
n oo n o

cada t > 0. ]
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Nota 2.12. A partir de ahora solo consideraremos procesos cuyos generadores infinitesimales tengan
entradas en la diagonal estrictamente negativas. La existencia de estos procesos se probard mds adelante,
especificamente en el Teorema 3.2.

2.3.4. Distribuciones estacionarias y distribuciones limite

Definicién 2.32. Sea un PSM {X;}1>0 con espacio de estados E.

Se dice que {Xi}i>0 es irreducible si su cadena de Markov asociada a los saltos {Z,,}n>0(ver Definicion
2.28) es irreducible.

Por otro lado decimos que el proceso PSM es recurrente si {Zy}n>0 €s recurrente.

Definicién 2.33. Dado un PSM {X;}i>0 se define el tiempo de llegada hacia el estado x como:
Ty = Inf{t > T : Xy = x}.
Un PSM se dice ser recurrente positivo si para todo x € E se tiene que E[1;|Xo = z] < 0.
Definicién 2.34. Un PSM {X;}i>0 se dice ergddico si es irreducible y recurrente positivo.
En lo que resta de este capitulo enunciaremos resultados que son andlosgos al caso de cadenas de Markov
en tiempo discreto y sus demostraciones serdn omitidas y podran ser consultadas en [? |.

Proposicién 2.19. Considere un PSM {X;}i>0 que es recurrente e irreducible, entonces {Xi}i>o es
ergodico.

Definicién 2.35. Considere un PSM {X;};>0, una medida de probabilidad v = {v,},cg sobre E es una
distribucion estacionaria st para todoy € E yt >0

vy = Z VaPay ().

zeE

Teorema 2.10. Considere un PSM {X;}i>0 ergddico, entonces las siguientes afirmaciones son vdlidas.

1. Eziste una unica distribucion estacionaria v dada por

E[fOTI I[{Xt:y}dﬂXO = .’I,']
E[Tx|X0 = (L‘]

Uy = , para todo y € E.

La cual es independiente del estado .

2. La distribucion v satisface la ecuacion

Z VeQey = 0, para todo y € E.
el

Demostracion. Para su demostracion ver ([? ] pdgina 261). O

Teorema 2.11. (Ergddico). Dado un PSM ergidico {X:}i>0 con distribucion estacionaria v y una
funcion f 1 E — R,

t
lim tl/o f(Xs)ds = Z f(x)vy casi seqguramente.

t—o00
zel
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Demostracion. Para su demostracion ver ([?7 ] pagina 265).
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Definicién 2.36. Dado un PSM {X;}i>0 se define la distribucion limite como

1f t tod E.
Jim py(t) para todo y €

Siempre que estd exista y no dependa de x.

Teorema 2.12. (Distribucion limite) Dado un PSM ergédico {X:}i>o0, existe la distribucion limite y

estd dada por

1t t) = tod E.
tgglopxy() vy para todo y €

Donde v = {vy}ycr estd definida en el Teorema 2.10
Notemos que este limite no depende de z.

Teorema 2.13. Dado un PSM ergddico {X;}+>0 y A, B C E se tiene

N
tlir& L Z I z,e4,2,,1eB} = Z Vg Z oy

n=0 z€A yeB

Este limite puede entenderse como el promedio de transiciones de B desde A por unidad de tiempo.

Demostracion. La demostracién se encuentra en ([? | pagina 269).

2.3.5. Ejemplos

Ejemplo 2.11. (Proceso de nacimiento y muerte) Un proceso de nacimiento y muerte es un PSM

con espacio de estados E = {0,1,...} o E={0,1,...,k}, si E={0,1,..

.} el generador infinitesimal es

-0 Ao 0 0
(e %1 —()\1 + Oél) )\1 0
Q = 0 a9 —()\2 =+ 042) A
Mientras que si E ={0,1,...,k} el generador infinitesimal es
-0 Ao 0 0 0
aq —()\1 + 041) A1 0 0
Q= 0 9 —()\2 + 062) A9 0
0 0 0 0 o —Of
Donde Ay, A1, ... yai,qs, ... son constantes positivas conocidas como las tasas instantdneas de nacimiento

y muerte, respectivamente. De acuerdo a lo desarrollado antes, a partir de esta matriz podemos concluir
que el tiempo de estancia en cualquier estado x € E tiene distribucion exp(A; + o), en donde se define

ag = 0. Las probabilidades de saltos de un estado a otro son

Az y —
pysrreliC y=x+1,
J— Oy N _
Pzy = s Stoy=x—1,

0 otro caso.

(2.1)
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De este modo, un proceso de nacimiento y muerte permanece en cada uno de sus estados un tiempo
exponencial, al cabo del cual salta una unidad hacia arriba o una unidad hacia abajo de acuerdo a las
probabilidades de (2.1). Un salto hacia arriba se interpreta como un nacimiento, mientras que un salto
hacia abajo representa una muerte. La variable X, puede interpretarse como el numero de individuos en
una poblacion al tiempo t, en donde pueden presentarse nacimientos y muertes de individuos, uno a la
vez. Como \g >0 y ag = 0, la poblacion puede crecer cuando se encuentre en el estado cero, pero nunca
decrecer por debajo de ese nivel.

Nos concentraremos en el caso donde E = {0,1,...,k} y las tasas sean estrictamente positivas, podemos
notar que para este caso A\ = 0, esto quiere decir que la poblacion no puede ser mayor que k.

Por el Teorema 2.9 sabemos que P(t) cumple el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales.

OP(t)
——= = QP(t).
o= QP()
Donde Q es el generador infinitesimal y P(t) es la matriz de transicion al tiempo t. Para encontrar
P(t) debemos probar primero que @ es diagonalizable, y por la teoria de ecuaciones diferenciales podemos

concluir que
P(t) = exp(Qt).

Sea D € Mit1xkp+1 una matriz diagonal con entradas positivas en la diagonal

d 0 0 0 ... 0
0 d 0 0 ... O

0 0 0 0 0 dg

la matriz resultante del producto D™'QD esta dada por

—Ao Ao%ﬁ 0 0 . 0

051%(1) —(M 4 a1) )\1% 0 0

plgp=| O w® —(otay) B 0
0 0 0 0 « é&:; —0
k dy, k

Nuestro objetivo es encontrar una matriz D diagonal tal que D™'QD sea una matriz simétrica, de este
modo se forma el siguiente sistema de ecuaciones

do dy
S W
“a, A
dy da
2
(0% i 1 i
dr—1 dg
— = A1
o dg "l
Por lo anterior obtenemos
d, = il dn—1 para toda 1 < n <k,
Anfl
haciendo dy = 1 obtenemos
d, = L para toda 1 <n <k,
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donde My, =[] i y Lpn—1 = H?;ol A
Sea U = D~'QD, por lo anterior

—Ao VAo 0 0 . 0
vV Aoor —()\1 + ozl) VA1as 0 ..
U= 0 VAo —()\2 + 062) Vv Aoas ... 0

0 0 0 0 VAk—10g,  —ay

por el Teorema espectral (7 ] pdgina 481) U puede descomponerse en U = VYWYV, con W una matriz
diagonal con valores reales.
En conclusion Q) es diagonalizable y se puede descomponer en

[an}

Q=DV'WvD™' =D 'wD,
con D =V DL, Por lo tanto . .
P(t) = D™ exp(Wt)D.

El proceso es irreducible y recurrente, pues las probabilidades de (2.1) producen una cadena de Markov
irreducible y recurrente. Por la Proposicion 2.19 sabemos que también es ergddico, y por el Teorema 2.10
hay una unica distribucion estacionaria que cumple

Z VeQey = 0, para todo y € E,
el

que se traduce en

—Xovo +aqvy =
Xovo — (A1 +aq)vy + agry =
vy — (Ao + a2)va +asry =

Mo—oVk—2 — (Ak—1 + Qp—1)Vp—1 + v =
—QpVg + Ap_1Vp—1 =

acomodando los términos obtenemos

all/l—)\()VQ = 0

oy — A\vg a1V — Aol

a3v3 — Aalp = Qols — A\
OV — Ag—1Vk—1 = O—1Vk—1 — Ng—2Vk—2
Vg — Ag—1Vk—1 = 0

por lo anterior apvy, — Ap_1Vn_1 = 0 para toda 1 < n < k, es decir

)\n,ly Ao...)\n,ly
1= ... = —1).
a, Qaq...Qp

Vp =

Sumando todo el espacio de estados E tenemos
B 1
1+ Zk Ao Aim1

=1 aj..04

W




28 CAPITULO 2. PROCESOS ESTOCASTICOS

Por el Teorema 2.10 sabemos que

1

Uy = ——
T NE[Xo =y

, para todo y € F,

por tanto E[ry|Xo = y] = ﬁ , para todo y € E.

Ejemplo 2.12. (Proceso de Poisson) El proceso de Poisson homogéneo es un PSM que empieza en 0
es decir, la distribucion inicial tiene el valor 1 en el estado 0. Los tiempos de estancia son exponenciales
de pardametro X = q; y las probabilidades de salto de un estado a otro son

)1 siy=a+1,
Py = 0 siy#axz+1.

Asi con nuestro generador infinitesimal podremos ir evolucionando el proceso de Poisson hasta un tiempo
T, el cual es definido como:
A siy=ax+1,
Quy =

0 e.o.c

Considerando () € My«

Quy STY F x,
Q(z,y) :{ v
-\ siy=uwx.

Asi tenemos:

-2 A 0 0 0
0O A2 X 0 0
Q=10 0 =A A 0
0O 0 0 =X A

Como el proceso siempre va creciendo, el proceso se degenera y no tiene solucion. Asi sugeriremos condi-
ciones de frontera con espacio de estados E = {0,1,2,3,..., N}, tomando el sistema de N + 1 ecuaciones,
asi obtendriamos el siguiente generador infinitesimal:

-2 A 0 0 O 0 0 0

0O =x X 0 0 0 0 0

0 0O =X XA 0 0 0 0
Q= : : oo :

0 0 0 0 0 0 =X A

0 0O 0 0 O 0 0 0

Del cual obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

—)\I/():O

)\Vo—)\Vlzo
)\Vl—)\VQZO

)\VN_1:0
1/1—|-V2—|-V3—|-...—|-VN:1
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Asivy =1 y la distribucion estacionaria del proceso de poisson con condiciones de frontera seria 1 en la
ultima entrada: v = (0,0,0,---,1)
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Capitulo 3

Simulaciéon de procesos de Markov

En este capitulo se pretende mostrar las principales técnicas de simulacion de algunos procesos estocasti-
cos, en particular nos concentraremos en los procesos estocéasticos de Markov cuyas aplicaciones van desde
las finanzas computacionales e investigacion de operaciones hasta la genética y gendmica humana. Este
capitulo se centra en dos tipos de procesos de Markov, primero estudiaremos las técnicas de simulacién
sobre cadenas de Markov en tiempo discreto asi como su respectiva justificacién matemadtica, para poste-
riormente resolver algunos problemas analiticos mediante la simulacién de cadenas de Markov. Posterior-
mente trabajaremos con procesos de saltos de Markov, mostraremos algunos resultados matematicos que
nos permitiran justificar la simulacién de dichos procesos y finalmente resolveremos problemas analiticos
mediante la simulacién de dichos procesos. La bibligrafia basica para este capitulo es [? ].

3.1. Cadenas de Markov

3.1.1. Algoritmo para cadenas de Markov

m u un n rkov homogén m ner su matriz ransicion u
Sabemos que dada una cadena de Markov homogénea podemos obtener s at de transicio S
distribucion inicial, ahora nos preguntamos si dada una matriz estocastica y una distribucién inicial, es

) b
posible generar una cadena de Markov. El siguiente resultado nos asegura que si se puede y ademés
proporciona herramientas para generar trayectorias de cadenas de Markov.

Teorema 3.1. Dada una matriz estocdstica P = {p;; }1<ij<n € Mnxn, una distribucion inicial ™ sobre
el espacio de estados E = {1,2,..., N}, existe un espacio de probabilidad en el que estin definidas una
sucesion de variables aleatorias {X,}nen en E, que conforman una cadena de Markov homogénea con
espacio de estados E, matriz de transicion P y distribucion inicial 7.

Demostracion. Consideremos un espacio de probabilidad (€2,.%#,P) en el cual estd definida una sucesién
{Un}nen de variables aleatorias independientes uniformes en el intervalo (0,1). Definimos ¢;(y) como la
funcién de cuantiles (ver A.1) sobre E asociada a la distribucién {p;;j}1<j<n y a ¢o(y) como la funcién
de cuantiles sobre E asociada a la distribucién 7, con y € (0,1).

Sea Xo = ¢o(Up) y Xn+1 = ¢x,, (Un+1) paran > 0.

Analicemos las probabilidades de transicién

31
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]P)[Xn = xn|anl = xnfl] = P[QbXn,l (Un) = xn|Xn71 = SCnfl]

Como X, s6lo depende de {Uj}r<n—1 y ademads las variables aleatorias {Uj, }ren son independientes se
tiene que

P[¢Xn71(Un) = $n|Xn71 = :L'n,1] = P[¢zn71 (Un) = :En]

Por ultimo P[¢y, ,(Un) = zn] = Dz, ,z, por definicién de funcién de cuantiles.

Mostraremos que la sucesién de variables aleatorias { X, }en, cumple la propiedad de Markov.

PXo =0, X1 =21,..., Xpn =2,] = Ploo(Up) = 0, 0x,(U1) = 1,...,0x,_,(Un) = 4]
= P[QbO(UO) = Zo, d)xo (Ul) = T1y--- a¢xn_1(Un) = xn]
por la independencia de {Ug }ren

= Ploo(Uo) = 20|P¢a, (U1) = 21] . .. Pl¢w,_, (Un) = @4
= ]P)[Xo = wo]P[Xl = (L‘1’X0 = 1‘0] .. .P[Xn = {L'n‘Xn_l = .’L'n_l]
n—1

= P[XO = 'rO] Hp$i$i+1'
=0

Por lo tanto { X, }nen es una cadena de Markov, con distribucién inicial 7 y matriz de transiciéon P. [

El teorema anterior nos proporcioné la forma de generar trayectorias de una cadena de Markov homogénea
sobre E' con distribucién inicial y matriz de transicién dadas. A continuacién daremos una construccion
alternativa que nos servird mas adelante, sin embargo no se probara que esta construcciéon produce una
cadena de Markov ya que es similar a la propuesta en el Teorema 3.1

Definicién 3.1. (Construccion 2 Cadenas de Markov). Supongamos las mismas hipdtesis que en
el Teorema 3.1. Consideremos un espacio de probabilidad donde estdn definidas {w;}icp ren variables
aleatorias independientes tales que

Plw; ,, = j] = pij para todo i,j € E y k € N. (3.1)

Definimos a Xo = ¢o(U) y Xgy1 = Wy, ny, (k)+1 Para cada k > 0.

Donde U es uniforme en (0,1) independiente de {w; i }icr ken, ¢o la funcion de cuantiles correspondiente
a la distribucion inicial m = (71,72, ...,7N) y ni(k) es el numero de visitas al estado i hasta el tiempo
k — 1, definiendo n;(0) = 0 para todo i € E y k € N.

Andlogamente como se procedid en el Teorema 3.1 se demuestra que {X,}nen €s una cadena de Markov
sobre & con matriz de transicion P y distribucion inicial .

El resultado anterior nos proporciona una justificaciéon de la existencia de cadenas de Markov, asi como
también nos sefiala una técnica para su simulacién misma que se describe a continuacion.
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Algoritmo 3.1. Cadenas de Markov a tiempo discreto. Este algoritmo genera trayectorias de una
cadena de Markov homogénea con distribucion inicial @ y matriz de transicion P hasta el horizonte de
tiempo m.

1. Generar Xg de la distribucidn inicial m.
2. Inicializamos n=1.

3. Generamos X, de la distribucion correspondiente al renglon de la matriz de transicion asociado al
estado X,,_1.

4. Sin es igual al horizonte de tiempo m, entonces detenemos el proceso, si no es asi actualizamos
n=n+1 y volvemos al paso 3.

Ejemplo 3.1. Se simuld una trayectoria de una cadena de Markov usando el Algoritmo 3.1 con la funcion
del Cdodigo D.1 en el software Julia con las siguientes caracteristicas:
Matriz de transicion

0.2 01 05 0.2
0.5 02 02 0.1
02 05 0.1 0.2
0.3 05 0.1 0.1

vector de distribucion inicial 7:
(0.2 04 02 0.2)

vector de espacio de estados E:
(1 2 3 4).

Con horizonte de tiempo m=40.
En la figura 7?7 podemos observar la grdfica de una trayectoria simulada.

3.1.2. Calculo numérico de propiedades de cadenas de Markov

A continuacion aplicaremos técnicas de simulacion desarrolladas anteriormente para realizar céalculos
numeéricos sobre propiedades de cadenas de Markov.

Ejemplo 3.2. Considere la cadena de Markov del Ejemplo 2.10 con k=38, por lo anterior el espacio de
estados es E ={0,1,2,3} y la matriz de transicion es

0 1 0 0
1/3 0 2/3 0
0 2/3 0 1/3
0 0 1 0

P:

En el Ejemplo 2.10 mostramos analiticamente que la cadena es irreducible. La funcion del Codigo D.7
determina cuales son las clases de comunicacion de una cadena de Markov, como resultado nos muestra
que para la cadena de Ehrenfest existe una unica clase de comunicacion

{0,1,2,3},

con esto podemos concluir numéricamente que esta cadena es irreducible.
Con la funcion del Codigo D.S8 es posible calcular el periodo de una cadena de Markov irreducible, como
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resultado nos muestra que la cadena de Ehrenfest tiene periodo 2, este resultado coincide con las conclu-
stones del Ejemplo 2.10.
Siguiendo con nuestro andlisis la funcion del Codigo D.9 nos muestra cuales son los estados recurrentes
de una cadena de Markov dada, en el caso de la cadena de Ehrenfest nos muestra que todos los estados
son recurrentes.
En el Ejemplo 2.10 calculamos analiticamente la unica distribucion estacionaria de la cadena de Ehrenfest,
para el caso k = 3 obtenemos

v=1(1/8,3/8,3/8,1/8),
mientras que con la funcion del Cédigo D.10 con un horizonte de tiempo m = 10000 produce una distri-
bucion estacionaria aproximada de

(0.1247,0.3787,0.3753,0.1213).

Propiedad Resultado Cédigo utilizado
Clases de comunicacion {0,1,2,3} D.7
Irreducible si D.7
Periodo 2 D.8
Estados recurrentes {0,1,2,3} D.9
Estados transitorios 0 D.9
Ergédica si D.7
Distribucién estacionaria | (0.1247,0.3787,0.3753,0.1213) D.10

Cuadro 3.1: Tabla resumen de resultados .

En la figura 7?7 podemos observar el comportamiento de la convergencia a la distribucion estacionaria
hasta el horizonte de tiempo m = 100000, para este andlisis se implementd la funcion del Codigo D.11

3.2. Procesos de saltos de Markov

En esta seccion daremos una justificacion formal para la simulacién de procesos de Markov en tiempo
continuo con espacio de estados finito £ = {1,...,N}.

Anteriormente estudiamos los procesos de saltos de Markov, ahora nos interesa simular trayectorias de
dichos procesos, para ello debemos primero mostrar su existencia, debido a la Nota 2.9 podemos plan-
tearnos como hacer la construccion de un PSM.

3.2.1. Algoritmo para PSM

Definicién 3.2. Definamos Sy = 0 y { Sy }n>1 variables aleatorias i.i.d. con distribucidn exponencial de
pardmetro 1 y {\;}oep nimeros estrictamente positivos.

Tomemos también {Zy, }nen una cadena de Markov con espacio de estados E independiente de la sucesion
de variables {Sy }n>0, definimos el proceso en tiempo continuo dado por :

[e%¢) n Sj n+1 Sj
Xt:nZ%Zn]I ZAZ' <t<j§:% (3.2)

j=0 j—1 /\Zj—l
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Nos preguntamos si este nuevo proceso es un proceso PSM, la respuesta es afirmativa y es parte del
siguiente Teorema.

Teorema 3.2. (Existencia de PSM).

Sea Q = (Quy)zyecE una matriz con entradas quy = AaPry S0 T # Y Y Quw = — Az, en donde {A\;}zcp son
numeros mayores que cero y para todo x € E {pyy}yer conforma una distribucion sobre E tal que pye =0,
permitir ademds ser a m € RY una distribucion inicial en E.

Bajo estas condiciones existe un espacio de probabilidad, donde estd definido un PSM {X;}+>0 con espacio
de estados E, con distribucion inicial m y cuyo generador infinitesimal estd dado por Q).

Demostracion. Definamos el proceso estocdstico {X¢}+>0 como en la Definicién 3.2 en donde la cadena
de Markov {Z, }nen tiene matriz de transicion P = {pyy}zyer v distribucion inicial .

Para demostrar la afirmacién basta con demostrar que para xzg,Z1,...,Tn+1 € E y para cualesquiera
t; <tiy1=8i+1+ticonie{0,...,n}, conty=0
]P)[thﬂ = .an+1|th = Tpy---, Xto = .’L'()] = ]P)[th+1 = l’n+1’th = xn].

Definamos Ny = Zzozl H{Tngt} el nimero de saltos que el proceso ha realizado hasta el instante t, con
T, = Z?:o Sj/)\zj_1 si n > 0, entonces

o0
= 21| Xp, = 2oy, Koy = 20] = Y [t + bn] PNy, = m| Xy, = Ty, Xyy = 0] (3.3)

]P)[th+l
m=0
En donde
Am = P[th+sn+1 = Tn+1, Tm+1 >ty + 3n+1|Fm]
bm = P[th+sn+1 = Tn+1, Tm+1 <t + Sn+1|Fm]
Fm = {Ntn = m,th = Tpy--.. ,Xto = 113‘0}.

Debido a que Sp,11 es independiente a {(Zj,T))}}k<m y por la propiedad de pérdida de memoria de la
exponencial se tienen las siguientes igualdades.
am = g =2 PTms1 > tn + sng1|[Ne, = m, Xo,, = Ty, Xiy = 0]
= o=2 ) PTnt1 >t + spg 1T >t > Ty Zin = Ty Xoyy oy = Tty -+, Xig = o)
= oir=2 ) PlSmt1/ Az, > (tn — Tin) + Snt1|Smt1/ A, > (tn — Tin), (tn — Tin) > 0]
= o=} &XP(= Az, Snt1)-

Por otro lado condicionando respecto a T;, 11 y respecto a Xr,,,, = Zp 41 y haciendo un par de desarrollos
se tiene:
Sn41
bm == Z / thn+sn+1‘Tm+17Zm+17Ntn7th7---7Xt0 (ﬂj’n+1|tn + v, k‘, m,Tn, ... ,ZEO)
k#xn, 0
Xme+17Tm+1|Ntn7th7m,Xt0 (k,t, +v|m, xy, ..., z0)dv.

Por construccién del proceso {X;}+>0, se sabe que

thn+5n+1|T’m+1’Z’m+17Ntn7th7“‘)Xt0 (xn+1|tn+va k;? m7 xna ctty $0) = P[Xsn+1fv = $n+1|XO = k] = pk‘ﬂ)n (STL+17’U)'

Por un argumento andlogo al que se utilizé para calcular a,, y por la independencia que existe entre la
cadena de Markov {Z, },,en v la sucesién {S), }nen obtenemos

me+lmi+l|Ntn7th7--~,Xt0 (ka tn + U|m7 Lpy oo ,1’0) = )\xn exp(_ACCn/U)p:an'
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Uniendo estas igualdades podemos al fin calcular facilmente by,

Sn+1
by = Z Dk, (Sn+1 — V) * Az, €xp(—Agz,, V) Ps, k0.
k#xn, 0

Uniendo los céalculos anteriormente hechos y notando que a,, y by, son independientes de m y de ¢, se
tiene que (3.3) es igual a:

Sn+1
Lz s1=an) €XP(= Az, Sn+1) + Z / Dka,, (Sn+1 — V) * A, €xp(—Az, V) Ps, kdV.
k#xn

Cuya cantidad no depende del tiempo anterior a t,, ni tampoco depende de ¢, y haciendo un célculo
sencillo se tiene ademas que
P[Xsn+1 = Tn41|Xo = 2n]

es igual a

Sn+1
H{xn+1 =zp} eXp( )\annJrl Z / Pk, (3n+1 - U) * )\zn eXp( )\xnv)pxnkdv
k#xy,

Por lo que concluimos
P[th+1 = Tny1| X, = Tn, . y Xty = To| = ]P)[Xsn+l = Tnt1|Xo = zn].

Por lo anterior afirmamos que es un proceso de Markov continuo por la derecha y por los Teoremas 2.6,
2.7y 2.8 se sigue que el proceso anteriormente construido posee la distribucién 7 y generador infinitesimal

Q. O

Definicién 3.3. (Construccion 2 de un PSM). Supongamos las mismas hipdtesis que en el Teorema
3.2. Sean {Sio = 0}ticr, {Sin}ticEn>1 variables aleatorias i.i.d. con distribucion exponencial de pardmetro
1 y{\s}recp nimeros estrictamente positivos, consideremos también {Z,}nen una cadena de Markov con
espacio de estados E, matriz de transicion P y distribucion inicial 7, dicha cadena como en la Definicion
3.1, e independiente de la sucesion de variables {S;n}icEn>1, definimos el proceso en tiempo continuo
dado por

n
ZJ 1,17, 1 -1,nz; Tai-unz; ) () { SZO }
EZHE <t<§ + Zolk0< ¢ < —= . 3.4
1 )\ZJ 1 Zj-1 /\ZO ( )

j=
Donde n;(m) es la variable asociada al nimero de transiciones de i a cualquier estado hasta el tiempo m

asociada a la cadena {Zy,}neN.

Anélogamente como en el Teorema 3.2 se demuestra que {X;}4>0 es un PSM con los mismos pardametros
dados en este teorema.
El Teorema 3.2 da lugar al siguiente algoritmo para simular un PSM.

Algoritmo 3.2. PSM. Este algoritmo genera trayectorias de un PSM con distribucion inicial ™ y gene-
rador infinitesimal Q, hasta el horizonte de tiempo T.

1. Generar Zy de la distribucion inicial m y hacer i =0, Ty = 0.

2. Dado que se estd en el estado Z;, simular T;11 v.a. exponencial de pardmetro Az, .
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8. Hacer Xy =2Z; siT; <t <Tjy1.

4. Simular una v.a. Zisy1 de la distribucion de salto { fx,. |x,(y|Zi)}yer independientemente del tiempo
en el que ocurrid.

5. Haceri=1i+1.
6. SiT; < T wvolver al paso 2, de lo contrario ir al paso 7.

7. Tomar la trayectoria del proceso solamente en el intervalo [0,T], en donde T es el horizonte de
tiempo.

Ejemplo 3.3. Se simulé una trayectoria de un PSM usando el Algoritmo 3.2 con la funcion del Cédigo
D.4 en el software Julia con las siguientes caracteristicas:
Con generador infinitesimal:
—-.13 .04 .01 .08
1 02 —10 .04 .04
@= 2 1 -6 3

vector de espacio de estados E:

vector de distribucion inicial 7:

Con horizonte de tiempo T=50.
En la figura 7?7 podemos observar la grdfica de una trayectoria simulada.

3.2.2. Calculo numérico de propiedades de PSM

A continuacion aplicaremos técnicas de simulaciéon desarrolladas anteriormente para realizar céalculos
numéricos sobre propiedades de los procesos de saltos de Markov

Ejemplo 3.4. Considere la cadena de Markov del Ejemplo 2.11 con k=3 y Ag = 1,A\1 = 2,9 = 1,
p1 =2, ug = 1, u3 = 2 por lo anterior el espacio de estados es E = {0,1,2,3} y el generador infinitesimal

es
-1 1 0

0
2 -4 2 0
@= 0o 1 -2 1

o 0 2 =2

mientras que la matriz de transicion asociada a la cadena de saltos es



38 CAPITULO 3. SIMULACION DE PROCESOS DE MARKOV

Por otro lado implementando la funcion del Cddigo D.12

P(t) = D Y exp(Wt)D,

donde
0.210527 0.2 0.5 —0.640487
~ —0.891808 —0.4 0.5 —0.151198

71 _
D=1 034064 —04 05 0395843 |
—0.210527 0.8 0.5 0.640487
exp(—5.23607t) 0.0 0.0 0.0
B 0.0 exp(—3t) 0.0 0.0
exp(Wt) = 0.0 0.0 exp((1.53006e — 19)t) 0.0 ’
0.0 0.0 0.0 exp(—0.763932¢)

—0.362866 —0.768563 0.58713  —0.181433
0.333333  —0.333333 —0.666667 0.666667
0.666667 0.333333 0.666667  0.333333
—0.817513 —0.0964944 0.505251  0.408757

D=

La distribucion estacionaria esta dada por

(1/3,1/6,1/3,1/6),

mientras que la aproximacion implementando la funcion del Cddigo D.15 con horizonte de tiempo T =
10000 es

(0.332264,0.16706, 0.332738,0.16797).
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Propiedad Resultado Cédigo utilizado
Clases de comunicacién {0,1,2,3} D.13
Irreducible si D.13
Estados recurrentes {0,1,2,3} D.14
Estados transitorios 0 D.14
Ergodica si D.13
Distribucién estacionaria | (0.332264,0.16706,0.332738,0.16797) D.15

Cuadro 3.2: Tabla resumen de resultados .

En la figura 7?7 podemos observar el comportamiento de la convergencia a la distribucion estacionaria
hasta el horizonte de tiempo T = 100000, para este andlisis se implementd la funcion del codigo D.16.

3.2.3. Ejemplo. Modelo SIR-PSM

El modelo SIR (Susceptibles-Infectados-Recuperados) es un modelo de compartimentos donde la poblacién
bajo estudio se divide en clases epidemioldgicas y se describe un flujo entre ellas.

Para poder modelar estocasticamente el fenémeno consideremos las variables aleatorias discretas:

S(t) = nimero de suceptibles a tiempo t
I(t) = nimero de infectados

Como el modelo no considera muertes consideraremos una poblacién con N habitantes, es decir S(t), I(t) €
{0,1,2,...,N} con t € [0,00).

Para entender el modelo como uno de PSM, necesitamos encontrar las probabilidades de transicion.
Denotamos a las as probabilidades de transicién asociadas al proceso estocéstico como:

Psi) (s+hi+) (A 1) = P(S(t+ a ), I(t+ o t) = (s + ki +5) | S(E), [(t) = (s,7))

Las cuales dependen del tiempo entre los eventos, es decir de A ¢t y no especificamente del tiempo ¢ asi
tenemos un proceso de tiempo homogéneo. Ademas dado el estado actual al tiempo ¢ > 0, el estado
futuro al tiempo t+ A t no depende de tiempos anteriores a ¢, por lo que cumple la propiedad de Markov;
entonces consideraremos las probabilidades de transicién definidas de la siguiente manera:

((BiL at+o(at) si (kj)=(-1,+1),

viat+oat) s (kj)=(0,-1),

D(s,3),(s+hyitg) (A T) =
1— (Bi% +7i) At+o(at) si (kj)=/(0,0),

[ o(Aat) e.o.c.

Donde S es la tasa de transmision y v la tasa de recuperacion.

En resumen mostraremo los cambios asociados con los eventos de infeccion y recuperacion en la siguiente
tabla.
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Supuestos del modelo SIR

Evento Cambio (A S, A T) Probabilidad
Infeccién (—1,+1) 62% At+o(At)
Recuperacién (0,-1) viAt+o(At)

SIR PSM
3 -
32 - sivE
= - - ERME W
33 Lim s "~ %
3 -t hm—e <
2 I T
» 28 -4 = -
£ S 1
[ ] [ & ] »
o - e -
=1 - o= ==
: T R I
: af ke
3 oF
% -E—
0 10 20 30 40 50

Tiempo

Figura 3.1: Gréfica de la norma entre P y P(n) respecto al tiempo

Tamano de la poblacion N=200 Tiempo de observaciéon t=>50 tasa de infeccién beta=0.30 tasa de recu-
peracién gamma=0.15 condiciones iniciales SO = N-2 I0 = 2 R0 = 0



Capitulo 4

Inferencia sobre procesos de Markov

A continuacién estudiaremos la estimacion de los pardmetros de trayectorias de cadenas de Markov, asi
como también demostraremos algunas caracteristicas estadisticas importantes sobre los estimadores e
implementaremos ejemplos numéricos donde se ilustren los principales resultados. La bibliografia bésica
para este capitulo es principalmente [? |.

4.1. Cadenas de Markov

4.1.1. Estimacion maximo verosimil

Supdéngase que se tiene observada una trayectoria de una cadena de Markov con espacio de estados F,
nuestro problema ahora es tratar de estimar las probabilidades de transiciéon de la cadena mediante
el método de maxima verosimilitud. La siguiente proposicién nos proporciona las condiciones para la
existencia y unicidad del estimador méaximo verosimil para la matriz de transicién de una cadena de
Markov homogénea con espacio de estados finito.

Proposicion 4.1. Dada una trayectoria observada {xn}ne{o,l,...,m} de una cadena de Markov homogénea e
irreducible X = { X, }nen con espacio de estados E = {1,2,..., N} y matriz de transicién P, el estimador
mdximo verosimil de la matriz de transicion estd dado por

- ngj(m)

P(m) = {pij(m) =

nl(m) }i,j€E~

Donde m denota el horizonte de tiempo, n;j(m) es el nimero de veces en el que la trayectoria paso del

estado i al j en un paso y ni(m) es el nuimero de visitas al estado i hasta el tiempo m-1, y estd dado por
N .
>_j—1 nij(m) para todo i € E.

Nota 4.1. Una observacion que vale la pena mencionar es que la existencia de este estimador estd
condicionada a que n;(m) > 0 para todo i € E, que es equivalente a pedir que hasta el tiempo m — 1 el
proceso haya visitado todos los estados, lo cual se logra debido a la irreducibilidad.

Demostracion. Supongamos que tenemos observada la trayectoria {Xo = 29, X1 = z1,..., X;n = o}

41
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entonces la funcién de verosimilitud estd dada por:

(P {J}n}n 0) P[Xg—aj‘o,Xl —xl,...,X ] Xg—xo HHpn”
1=1j5=1

Entonces la correspondiente log-verosimilitud es:

L(P; {zn}pg) = log(P[X. ) + Z Z nij(m)log(pij).

=1 j=1
El espacio parametral estd dado por

N
P ={PecMnxn:pij >0y Zpij = 1 para todo i € E}.
j=1
Ahora maximizaremos la log-verosimilitud en funcién de las probabilidades de transicion mediante mul-
tiplicadores de Lagrange, con las restricciones : Z;V: 1 Di,j=1 para todo i € E.
Asi planteamos el problema de maximizacion

H(P) log( XO = yO + Zznw log ng) Z 1 - pr

=1 j=1

Derivando con respecto a p;; e igualando a cero tenemos las siguientes ecuaciones:

M—/\izopam todo 4,75 € E. (4.1)
Pij
Entonces
Dij = rsz)f) para todo 7,7 € E.

{2

Sumando sobre j para todo 7 € E se tiene

1—szj =

para todo i € E,

Z

por tanto (m)
. nij(m
Hasta aqui se vi6 que {p;;(m) = nij(m)/ni(m)}ijer es un punto critico de H en &?. Ahora queremos
ver que en este punto hay un méaximo. Sabemos que L(P;{z,}") es una funcién continua y el espacio
parametral anteriormente definido es un conjunto compacto en el espacio euclidiano, por esto existe P (m)
tal que L(P; {x,}7) < L(P(m); {xn}7 ) y L(P(m); {z,},) > 0, entonces se tiene para cada P en el
espacio parametral y donde esté bien definida la log-verosimilitud

U(P(m); {en}iig) < UP(mM); {za}ily).

Por el Teorema del multiplicador de Lagrange (ver [? | pagina 414) P(m) satisface las ecuaciones (4.1) y
por lo anteriormente mostrado se tiene

para todo i,j5 € E.

p( = {pw( ) 7:::((?71)) }z,yeEy

es el estimador maximo verosimil. O
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Ejemplo 4.1. Estimacion por mdxima verosimilitud de la matriz de transicion correspondiente a la tra-
yectoria simulada en el Ejemplo 3.1, la funcion que se utilizo se encuentra en el Codigo D.2.

0.181818 0.0909091 0.636364 0.0909091
P(m) _ 0.454545 0.181818 0.181818 0.181818

0.166667 0.416667 0.166667 0.25

0.333333 0.5 0.166667 0.0

Ahora mostraremos que el estimador méaximo verosimil de la matriz de transicién cumple propiedades
estadisticas muy importantes como son consistencia y eficiencia asintética.
Denotemos por v = (v1,...,vy) a la distribucién estacionaria (si existe) de la cadena de Markov { X, },>0.

Nota 4.2. Una observacion que vale la pena mencionar es que si la cadena {X,}nen es irreducible y
recurrente positiva entonces v existe y v; es estrictamente positiva para todo 1 € E.

4.1.2. Propiedades asintéticas

Teorema 4.1. (consistencia). Dada una Cadena de Markov irreducible y recurrente positiva con espacio

de estados E y matriz de transicion P, los estimadores ﬁw(m) = 723((7%"")) convergen casi sequramente al

verdadero pardmetro p;; cuando m tiende a infinito para todo i,j € E. Mds aun

|P — P(m)|| === 0.
m—o0

Donde || x || denota la norma usual en el espacio euclidiano. En otras palabras el estimador p(m) es
consistente.

Demostracion. Podemos escribir a nuestro estimador de la siguiente forma:

. nij(m k=1

H{Xur,i =i} T Lixo=i,x1=5}

Por el Teorema 2.1 sabemos que {}I{X1+ .—j} Jk>0 son i.i.d. Sabemos que la cadena { X, },>0 es recurrente

positiva, lo que implica que h’_r}n n;(m) = oo y aplicando la ley fuerte de los grandes niimeros obtenemos
m oo

m—0o0

Por otro lado sabemos que { X, },,>0 es recurrente positiva, lo que implica P[ri < oo] = 1. Por la propiedad
de Markov y debido a que Tf es un tiempo de paro tenemos:

PIX, =4 = D PXyq=dri=H
k=1

© .
= ) PXipk =4, =k
k=1

= pijy Pl =4k
k=1

= Dij-
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Por lo tanto
1P~ )| -2 0.

O]

Ejemplo 4.2. Se simulé una trayectoria de la cadena de Markov del Ejemplo 3.1 con horizonte m=10000.
En la figura 4.1 se muestra ||P(n) — P|| para cada n < 10000, para este andlisis se utilizé el Codigo D.5 .

Convergencia del estimador

0.30 H .

0.25 - .

0.20 -

norma

0.15

0.10 -

0.05 -

0.00

0 2000 4000 6000 8000 10000
tiempo

Figura 4.1: Gréfica de la norma entre P y P(n) respecto al tiempo

Ahora nos concentraremos en demostrar que el estimador méaximo verosimil de la matriz de transicién
P(m) tiene la propiedad de eficiencia asintética, esta propiedad nos ayudard a hacer estimacion por
intervalo de la matriz de transiciéon de una cadena de Markov.

Para lograr este objetivo primero debemos demostrar el siguiente lema.

Lema 4.1. Sean {(gin(m),...,gin(m))}1<i<n una familia independiente de vectores aleatorios sobre RV
tal que para cada i € E

(gin(m), ..., gin(m)) ~ multinomial(m,pi1, . .., piN)-
Entonces
G(m) —*— N(0,T).
m—00
En donde

Gm) = {gz‘j(m) — mpij

\/m }i,jEE
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y 0 denota la matriz de tamanio N x N con todas las entradas iguales a cero, mientras que la matriz de
varianzas y covarianzas tiene dimension N? x N? vy estd dada por

I' = {0i(0jupij — PijPit) YijlkcE-

En donde
Sy = 1 sii=k,
0 sii#k.

Demostracion. Denotemos por G;(m) el vector cuyas entradas estdn dadas por G;(m); =
todo i,5 € E.

A continuacién probaremos que la funcién generadora de momentos de G;(m) converge a la generadora
de momentos de un vector aleatorio que se distribuye normal, y asi concluir lo que se desea demostrar.

gij(m)—mp;;

NG para

Sea t = (t1,...,ty) € RN y (x,%) que denota el producto interno usual en el espacio euclidiano de dos
matrices de igual dimension.
Si Z =(z1,...,2n) ~ multinomial(m, p1, p2, ...,pn) su funcién generadora de momentos estéd dada por

N m
= [Z D exp(ti)] .
k=1

Por tanto m

E [exp (<t G pr €xp [ ( Z tszk)]

Esta ultima igualdad se deduce facilmente de la funcién generadora de momentos de una multinomial de
parametros (m, pi1, ..., DiN)-

Desarrollando la serie de Taylor de la funcién generadora de momentos E [exp ((¢, G;(m)))] en el punto
(0,...,0) € RY tenemos que

N N N
=1+ D tutk Z 5ku DPiky) (Okpj — Piky)

k1=1ko=1 j=1

Zp” exp [ <t - Ztkpzk>

N N N

N
Dij 1
YD gt E  Gm3/? exp [\/T»n <tm,j - tm,kpz'k)] (k1 — Pik1 ) (Okaj — Piks) (Oksj — Piks)-
k=1

k1=1ko=1kz=1

Donde (tm,1,---,tm,N) = amt para alguna a,, € (0,1) y las derivadas parciales de E [exp ({¢, G;(m)))]
estan dadas por

N
({)Zl szj exp [ <t — Z%sz)] Zp” exp [ ( Ztkpzk>] \/1%(5%1 = pik,) = 0.

82
8tk2(9t Zp” P [ vm <tj Ztkpm)]
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N

N
= pijexp [\/1% (tj - Zhd%k)] \/1%(53'1@1 - pilq)\/lm(djkg = Piks)-
k=1

y por ultimo

63
N

= Zpij exp [\/17” (fj - Ztkpik>] \/1%(5]%1 —Pikl)\/lm(%'kz —PikQ)T( ks — Diks)-
j k=1

Es fécil darse cuenta que el tltimo sumando de la serie de Taylor de la funcién E [exp ((£, G;(m)))] en
valor absoluto puede ser acotado por % para alguna M > 0, por lo anterior concluimos que para toda
m > ( suficientemente grande se tiene

N N "
M _
I+ Z Z thythy Z 5k1] pikl)(6k2j = Piky) — m3/2 < Elexp((t, Gi(m)))]

k1=1ko=1 j=1

m

M
S Z Z thiths Z (5lm Pik1 ) (Okaj — Piks) + ey

k1=1ko=1

Haciendo m — oo se tiene que

N N N
E [exp((£, Gi(m)))] —> exp | > > tiyth, Z 7j Okyj — Dikr)(Oksj — Dikz)

k1=1ko=1

Este tultimo término se simplifica en

exp Z Z tkl% "L (Skaky — Pits)

k1=1ko=1

De donde obtenemos

m—o0

E [exp({F, Gs(m)))] —— exp B#m] |

Donde ¥ = {Piky Okokey — Piks) Hir kocE Y tT" es el vector transpuesto asociado a t, por lo anterior y por la
independencia de los vectores {G;(m)};cg podemos afirmar que la matriz G(m) cuyo i-ésimo renglén es
G;(m) tiende en distribucién a una normal con media cero y matriz de varianzas y covarianzas

I' = {6it(0;1pij — pijpit) YijikeE-
Il

Teorema 4.2. Sea X = {X,}nen una cadena de Markov con matriz de transicion P = {pij}ijer ¥y
con espacto de estados E, suponemos ademds que es irreducible y recurrente positiva, con distribucion
estacionaria v = (v1,...,vyN), entonces
Ym(P(m) — P) —4— N(0,%).
m—00

Donde ¥ es una matriz de dimension N? x N2 con entradas Ykl = %&k(@lpij — pijpir) para todo
1,7,k € E.
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Demostracion. Sin perdida de generalidad podemos suponer que la cadena {X,, },cn estd definida como
en la Definicién 3.1, pues como se vio anteriormente esta construcciéon conserva la misma ley.

Se sabe que (n;1(m),...,nin(m)) es el vector de frecuencias de (wj 1, . .., W; n,(m))- Ahora denotemos por
(hia(m), ..., hin(m)) el correspondiente vector de frecuencias de (w;,1, - -, W; [mu,]), es facil darse cuenta
que sigue una distribucién multinomial de parametros ([mv;],pi1,...,PiN)-

Ademas (hii(m),...,hin(m)) es independiente al vector (hji(m),...,hjn(m)) sii # j.
Por el Lema 4.1 podemos afirmar que

H(m) —%— N(0,T). (4.2)

m—00

En donde

H(m) _ {hlj(m) — [m’/l—| Dij }z

[muﬂ JEE

y la matriz de varianzas y covarianzas estd dada por
I = {6k (0upij — pijpil) }ijikep-

Sabemos que

i (Pm)~P) = {(nij(m)_pﬁm(m)

Donde

Supongamos por el momento que

ngj(m) — pijni(m) - m ) ..
— H(m)i; ) [ j€B.
< — (m)i; o) ——— 0 para todo ¢, j €

Por lo anterior y por la Proposicion B.9 basta con mostrar la convergencia para

{f[(m)z‘,j <m7(nm) ) }i,jGE .

por el Teorema ergddico (Teorema 2.2)

(ml/ﬂ C.S. 1 \/m C.S. 1

Por otro lado
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por lo anterior, por (4.2) y por la Proposicién B.7 concluimos que basta con mostrar la convergencia para

el vector ,
{ VVi))ier

Debido a que H(m) tiende en distribucién a un vector aleatorio normal, entonces se deduce que

Ym(P(m) — P) ﬁ N(D,%).

Donde ¥ es una matriz de dimensiones N2 x N2, con ¥ la matriz con entradas Yijkl = %6% (5jlpij —pijpil)
para todo i, 4,0,k € E.
Ahora mostraremos que

(m‘j(m) \_/%ijni<m) B ﬁ(m)m) (n;(nm)> ﬁ 0.

Por la Proposicién B.7 y el Teorema ergddico (2.2) basta con probar la convergencia

<”ij(m) \—/%'j”i(m) i f{(m)i,j> —

Sea € > 0.
Por el Teorema ergédico (2.2) podemos afirmar que existe k tal que para todo m > k se cumple

P[| ni(m) — [my;] |> me?®] < e.

Denotemos a "
S}lj = Zﬂ{wi,r:j} — pijn.
r=1
Por lo anterior
ni;(m) — pijni(m)

P|| o

IN

— H(m);; |> E] e+ P [mamﬂ S — Sﬁmﬂ -l n — [my] | < me®) > a/ﬁ]

IN

e+ 2P [max{]Sy\:1§n§m€3}>€\ém].

Esta tltima desigualdad se debe a que {w;,}i>1 son i.i.d.
Ademas por la desigualdad de Kolmogorov (ver [? | pagina 350)

P [’ nz’j(m) - pijni(m)

o _ﬁ](m)m |> 5] < e(1+8pi;(1 —pij)).

Lo anterior se traduce en

O

Sea X = {X,}nen una cadena de Markov con espacio de estados E y con matriz de transicién P =
{pij}ijer. Supongamos que todas las probabilidades de transicién son estrictamente positivas, esto con
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el objeto de tener un espacio parametral abierto y asi poder definir la matriz de informacién de Fisher.
Definimos a nuestro espacio parametral como

N-1
@:{ﬁEMNxN_l:p¢j>0paratodoi€E, 1<j<N-1y Zp¢j<1paratodoi€E}.
j=1

El espacio parametral anterior ahora es un conjunto abierto con la norma usual, ademas nos permitio
quitar las dependencias entre las probabilidades de transicién correspondientes a cada renglén.

Nota 4.3. Por simplicidad adoptamos la notacion L(P;{zn};'y), para referirnos a la funcién de vero-
similitud de la muestra {z,}—, de la cadena de Markov {X;}i>0 con pardmetro P.

En lo que resta de esta secciéon vamos a trabajar especificamente con el espacio parametral anteriormente
definido.

Proposicién 4.2. Sea { X, }nen una Cadena de Markov homogénea con espacio de estados E = {1,2,...,N}
y P su correspondiente matriz de transicion con todas sus entradas estrictamente positivas.
Entonces la matriz de informacion de Fisher estd dada por

.= 1 1
(Zm(P))iljhizjz = biyi Elng, (m)] 6j1j2 — ] :
p21j1 PiiN

Donde zm(p) € Mp2_nxn2_n ¥ los indices corren en iy,io € E y1 < 1,50 < N —1.
Ademds si suponemos que la cadena es irreducible y recurrente positiva, la matriz de informacion es
invertible y su inversa estd dada por

(' (P))_l _ 6i1i2 (5j1j2pi1j1 _piljlph]é)
im ()i inga = E[n;, (m)]

coniyig € Byl <ji,ja<N-—1L

Demostracion. Se sabe que el espacio © es abierto y no vacio, ademas se tiene que por la definiciéon de ©
El conjunto

A ={(zo, 71, .., xm)|L(P;{z,}1"y) > 0}

es independiente del pardmetro en el espacio P € ©, més ann resulta ser E™.
Debido a que L(P; {x,}") es en realidad un polinomio que depende solamente de potencias del conjunto
{pijtice1<j<n-1 se tiene que
O*L(P;{zn}pto)

Opiy j, OPisj
existe y es finita para todo i1,i0 € Ey 1 < 41,50 < N — 1.
Por estas 1ltimas observaciones se sabe que la matriz de informacién de Fisher también puede ser calcu-
lada como

5 0%log(L(P; {Xn}ito))
'Lm(P)’L i ,injs = E [_ ’ n= :|
17140252 ODiy j, ODisjio

que resulta ser igual a

51,1, E

5J'1j2

niljl(m) + ni1N(m) ) ]

2 N1
Diyjy (1 =325 piny)?
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Por otra parte ya que

Y. LPi{aalig) =1

T0,X1 .. T EE
la derivada puede introducirse a la suma y en consecuencia

Alog(L(P; {Xn}™p))
£ |: apiljl :

=0

para todo i1 € Ey 1< j; <N —1 Lo que significa que im(P)ilijh es igual a la covarianza entre los
siguientes términos

Alog(L(P;{ X} y))
Opiyjy

Olog(L(P; {Xn}nto))
OPisjo
Por lo que se concluye que la matriz de informacién de Fisher es una matriz semi-definida positiva.
Ademas

o Ny, (M) ni; N (m)

; P :5E(5 1171 + 71

m( )1191,22J2 1142 J1J2 pajl (1-— Z;v:_ll pilj)2
Sl (m)] | 13— + 3
1112 1 J12 piljl (1 - Zjvzill pll])

Sean {A'};cp matrices de dimensién N —1 x N — 1 tales que A;m = [611]’2ﬁ + ]ﬁ} paratodoi € E'y

0 < j1,72 < N, entonces se tiene

E[ny(m)] At 0 0
na(m 2
S I
0 0 <o E[ny(m)]AN

Ahora queremos probar que esta matriz es invertible, basta con probar que las matrices {A'};cg lo son.
Realizando operaciones elementales se muestra que la matrices {A'};cg son invertibles y ademds

-1
(AN),5, = (Bj152Pijs — PijiPiga)

paratodoi € Fy 0 < j1,jo < N
Por lo anterior la matriz de informacion de Fisher es definida positiva ya que es semi-definida positiva e
invertible. Por dltimo concluimos que

(. (P))_l . 6i1i2 ((5j1j2pi1j1 _piljlpile)
tm 11j1,0252 E[nil (m)]

para todo i1, € Ey 1 <j1,5o <N —1.
Notese que para que la inversa este bien definida necesitamos que

E[n;, (m)] > 0 para todo iy € E.

Esto se obtiene por las hipdtesis de recurrencia positiva e irreducibilidad cuando m es grande. O
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Teorema 4.3. (Eficiencia Asintdtica) Sea { X, }nen una Cadena de Markov homogénea con espacio
de estados E = {1,2,..., N} suponemos ademds que es irreducible y recurrente positiva entonces

Donde

~

P(m) es la matriz P(m) quitdndole la iltima columna y O es la matriz de dimension N x (N — 1) con
todas sus entradas iguales a cero.

Demostracion. La prueba de este Teorema se sigue de los Teoremas 2.2, 4.2 y la Proposicion 4.2. O

Ejemplo 4.3. Se simuld una cadena de Markov con espacio de estados E = {1,2}, distribucion inicial

7 = (0.5,0.5)

0.2 0.8
P= < 0.8 0.2 > ’
con horizonte m = 100000.
Es facil mostrar que (0.5,0.5) es la unica distribucion estacionaria, por lo tanto
= 0.32 0.0
> = ( 0.0 0.32 > '
Mientras que la inversa de la matriz de informacion de Fisher estimada esta dada por

— =1 0.32075 0.0
m[lm(P) }‘( 0.0 0.323248>'

y matriz de transicion

Para la estimacion anterior se utilizo la funcion del Codigo D.17

4.2. Procesos de saltos de Markov

4.2.1. Con informacién a tiempo continuo.

Nuestro objetivo en esta seccién es estimar el generador infinitesimal dada una trayectoria de un PSM,
asi como también demostrar algunas propiedades estadisticas del estimador de maxima verosimilitud.
En secciones pasadas estudiamos la importancia del generador infinitesimal, por lo cual nuestro objetivo
serd estimar sus parametros via maxima verosimilitud.

A partir de ahora sélo consideraremos procesos cuyos generadores infinitesimales tengan entradas en la
diagonal estrictamente negativas, esto implica que los tiempos de saltos sean finitos casi seguramente. La
existencia de estos procesos se probd en el Teorema 3.2.
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Estimacion maximo verosimil

La siguiente proposicién demuestra la existencia del estimador maximo verosimil correspondiente a una
observacion en tiempo continuo {z;}o<¢<7 de un PSM.

Proposicién 4.3. Supongamos que tenemos una trayectoria observada en tiempo continuo {x;}o<i<T de
un PSM {Xi}+>0 con espacio de estados E y generador infinitesimal Q, entonces el estimador mdzimo
verosimil del generador infinitesimal dado que el proceso inicio en el estado xg estd dado por :

Q(T) = {ijy(T)}w,yEE
donde

o (T) = Noy(T)/Ry(T) para x #y
doy _N,(T)/Ro(T) para z=y.

Donde T es el horizonte de tiempo, Q(T) denota el estimador mdzimo verosimil del generador infinitesi-
mal, Ngy(T') es el nimero de veces observadas que el proceso salté del estado x al estado y en un tiempo
de salto, mientras que Ry (T) = fOT I x,—aydt, es el tiempo total observado en el cual el proceso se mantuvo
en el estado x, denotemos por Ny(T) =3>_, ., Nay(T).

Nota 4.4. Una observacion que vale la pena mencionar es que la existencia de este estimador estd

condicionada a que Ny(T') > 0 para todo x € E.

Demostracion. Asumimos que el proceso tuvo n saltos, sean 0 =ty < t1 < ... < t, los tiempos observados
de salto hasta el tiempo T'. Por los Teoremas 2.6, 2.7 y 2.8 la funcién de verosimilitud es igual a

L(Qs{meho<e<r) = f1u, X, 1o, Xy T, Xy N Xo (P, Tty s 02, Tty -y by T,y M| 0)
= le’XTl 7T27XT27-~~’Tn7XTn|XO (t]J $t1)t27 Ttgy - - - 7t’n/7 Ly, “’EO)P[Tn'i‘l - Tn > T— tn’XTn = xtn]
= (/\xoei)\zotlpwoﬂftl )le,XT1 T2, X1, Tn—1,X1, | 1X0 (t27 Ltyy ooy tn, Tt, ‘$t1) exp(_)\mm (T - tn))

Por lo que obtenemos

n

L@ {xdozier) = ([0, b (=ew,_, (b = ti0))ae,_, 0] eXD(=Agy (T — 1))

i=1

_ H )\Jsz(T) exp(—Ae Ry (T)) Hpi\gcy(T)
el YF#x

=[] TTOwpen) ™™ exp(—Aapuy Re(T))
z€E y#x

= TITI @™ exp(—geyRo(T)).
zeE y#x

El espacio parametral estd dado por

2={Q € MNxN : quy > 0 para todoy # x y ZQxy: —quz > 0 para todo x € E}.
yF
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Por otro lado la funcién de log-verosimilitud es

Z(Q, {xt}0§t<T Z Z Nzy log qycy) Qxny(T)'

z€E y#x

La dltima expresion depende sélo de las entradas fuera de la diagonal de la matriz @), esto quiere decir
que no tenemos ninguna restriccién adicional a la no negatividad sobre las {guy}zycE 2y, POr lo cual
derivando la log-verosimilitud e igualando a cero tenemos como punto critico

- _ [ Ney(T)/Re(T) parax #y
Goy(T) = {—Nx(T)/Rx(T) para z =y, (4.3)
Hasta aqui se mostré que
Q(T) = {quy(T)}ac,yeE (4.4)

es un punto critico de I[(Q; {z:}o<i<7) sobre 2, ahora sélo falta probar que es un punto méaximo. Nétese
que

(Q {xt}0<t<T Z Z Nmy 10g sz qucz :1: (45)

reE yeE, relk

donde E, = {y # x : N, (T') > 0}.

Por (4.5) sabemos que si @ es tal que gy > 0 para alginy € E—FEg, el valorde )5 que Ro(T') disminuye
ya que gy, se hace mas pequeno.

Por lo anterior ¢,, = 0 para todo z,y € E tal que y € E — E,, en resumen maximizar [(Q; {x¢}o<t<7) se
reduce a maximizar en el conjunto {q¢,, : x,y € E, y € E,}.

Por otro lado para mostrar que (4.4) es un punto maximo de [(Q; {z+ }o<i<7), por el Teorema 6.9.4 (pagina
364 de [? ]) es suficiente mostrar que

OPUQ(T); {xt}o<i<r)
0qq, Y1 8%21/2

{

}r17I2EE7y1 €Es,,y2€Ey >

es una matriz diagonal y que en la diagonal sus elementos son estrictamente negativos, desarrollando las
derivadas de segundo orden obtenemos

PUQT) {zehosi<r) _ s s —Nawy ()
Oz 1y, Oay, I (G (1))

para todo x1,z2 € E, y1 € By, y2 € E,,.

Lo anterior prueba que Q(T)) de la expresion (4.4) es el estimador méaximo verosimil. O

Ejemplo 4.4. Estimacion por mdzima verosimilitud del generador infinitesimal correspondiente a la tra-
yectoria simulada en el Ejemplo 3.3, la funcion que se utilizo se encuentra en el Codigo D.5.

—0.144964 0.0362409 0.0181205 0.0906023
Q(T) _ | 0.0304693 —0.182816 0.0761733 0.0761733

0.187188  0.140391 —0.655159  0.32758

0.0172995 0.121096  0.138396 —0.276792

A continuacién mostraremos algunas propiedades del estimador de méaxima verosimilitud del generador
infinitesimal de un PSM dado, dichas caracteristicas prueban la importancia de utilizar este estimador.
El siguiente teorema prueba que nuestro estimador converge al verdadero parametro conforme la muestra
crece.
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Propiedades asintéticas

Teorema 4.4. (Consistencia) Sea un PSM {X;}i>0 ergodico con generador infinitesimal Q y con
espacio de estados E, el estimador mdzimo verosimil del generador infinitesimal Q(T) dado por Q(T) =
{G2y(T) }2yeE converge casi sequramente al verdadero pardmetro Q cuando T'(horizonte) tiende a infinito.
En otras palabras el estimador es consistente.

Demostracion. Por los Teoremas 2.11 y 2.13 concluimos
Ney(T) T NeylT) s
Ro(T) ~ Ro(T) T  Tooo b¥°

Ya que el espacio de estados es finito se puede afirmar lo siguiente

1Q — Q(T)H ;ci% 0 cuando T — 0.
—00

O

Ejemplo 4.5. Se simulé una trayectoria del PSM del Ejemplo 3.3 con horizonte T=10000.
En la figura 4.2 se muestra ||Q(t) — Q|| para cada t < 10000, para este andlisis se utilizé el Cddigo D.6.

Convergencia del estimador

0.5 H i

0.4 | |

03} i

norma

0.2} .

0.1f .

0.0

0 2000 4000 6000 8000 10000
tiempo

Figura 4.2: Gréfica de la norma entre Q) y Q(T ) respecto al tiempo
Al igual que en el caso de las cadenas de Markov a tiempo discreto, es posible probar en el caso de PSM

que su estimador maximo verosimil asociado al generador infinitesimal, es asintoticamente eficiente. Para
mostrar esta propiedad, requerimos el siguiente lema.
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Lema 4.2. Sean 0 =Ty < T} < ... < T, < o0 los tiempos de salto de un PSM {X;}+>0 con espacio de
estados E y generador infinitesimal QQ, entonces

E[T — T, .
Vﬁf T—o00

En particular por la Proposicion B.3 tenemos convergencia en probabilidad.

Demostracion.
E[T - Tn,] = TP[Nr =0+ Y E(T - T, —n)]
n=1
= TP[Np=0]+ ZE (T = To)lr, <7<, 11})]

= TP[Np =0 +Z/ / T — u) f1, Tpir (u, v)dvdu
= TP[Np =0] +Z Z/ / — ) fr, Xz, (U, T) f1| x0=2 (v — w)dvdu.

n=1zeFE

La igualdad anterior se debe al Teorema 2.8, dicho lo anterior integrando y sumando sobre x € E
obtenemos

Z/ / T —u) fr, X7, (U, T) fry| xo=2 (v — u)dvdu = Z/ —u) fr, x5, (U, ) exp™ Ae(T=) gy

zeFE zeE

< / (T — u) fp, (u)exp™ aAT=u) gy,

0

Donde a=min{\, : € E'}, ahora integramos por partes el término anterior y obtenemos

/ (1 ) i () exp T s =
0

@

T-1 T
/0 —Fp, (u) exp” T (T — u) — 1]du + / P exp T[T — u) — 1]du. (4.6

El primer término de (4.6) es negativo mientras que el segundo es positivo, por esta razén se sigue del
Lema 2.1 la siguiente desigualdad, donde § =méax{\, : x € E}

o T T
Z / (T — ) fr, (w) exp~ T~ dy, < / Buexp T~ — o(T — u)]du.
n=1"0 Tﬁi

Por esta desigualdad

T
E[T — Ty,] < TP[Ny = 0] + Buexp~*T=W[1 — (T — u)]du. (4.7)
T—1
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Integrando por partes el segundo miembro de la desigualdad (4.7) tenemos

’ exp-D T
/ 1 Buexp~ =) [1—a(T —u)ldu = o + 1 B(T — u) exp T4 gy,
1 -1
exp -1

= / Bvexp Y dv.

El segundo sumando de la ultima igualdad es menor o igual que la esperanza de una exponencial de

parametro « multiplicada por g, por esta razén tenemos

(-1
E[T - Tn,] < Z TP[X( = 0] exp N7 +—exp —I—ﬁ/a‘
el o
Cocluimos la convergencia
E[T — Ty, ] 0
\/T T—o0
Por ltimo debido a la Proposicién B.2 tenemos
T—-Tn, »p

\/T T—00 0
O

Teorema 4.5. Considere un PSM {X;}i>0 ergddico con espacio de estados E y generador infinitesimal
Q, entonces

~

YT(Q(T) - Q) =2 N(0,A).

T—o00

Donde Q(T) Y Q son el estimador y el generador infinitesimal sin la diagonal, es decir matrices de
dimension N x (N —1) y A € M(y2_n)x(n2—n) €8 la matriz con entradas Mgy, zoyy, = P P, ) S
z1

para todo x1,y1,%2,y2 € E con x1 # y1 y T2 # Y.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad suponemos que el proceso {X;}+>0 esta construido como en la
Definiciéon 3.3.

/T

~

(R o)}
(Fm 3 ey ) }IEEW
v (JszZyT (R )+ (R —20))}

“Alwmnm ) e ()

Supongamos por el momento las siguientes afirmaciones:

Nx(T) — AxRx(T) . [TVI :r:] Az Z(TVI)‘I“ SzT ‘ )
\/T \/T T—oo

N

N

|
:{\F
{

0. (4.8)
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Tvz Az
| Nay(T) = oy No(T) St Mgy — oy [T [ (4.9)
v T \/T Tooo ’

S.
 [Tvade] A I Tgetel Sz e gy ey [Trads]

Definimos £*(T") Nii 2z pY(T) Nii , también
_ TN, (T) Nx(T) - /\chc(T) x AT Ne (T) — Pz Nx(T) Ty
A (o) (MR o))

ZT:{<TNW(T) z( )‘xiT myT)} )
N.(T)R.(T) &"(T) + N, (T) (r™(T)) —
Bajo la notacién anterior tenemos que ﬁ(é(T) —Q)=YT 427

Por otro lado por los Teoremas 2.11 y 2.13 sabemos que

ny(T) C.S. T c.S. i T c.S. 1
Ro(T) Tooo v’ No(T) Toroo vphg’

y debido al Lema B.1 y las afirmaciones (4.8) y (4.9) tenemos que Y7 TL> 0. y por la Proposicién B.9
—00

sabemos que es suficiente verificar la convergencia para Z7.

Establescamos la siguiente notacién

a-{()ewe (e,

Bajo la notacién anterior tenemos que Z7 = ZI + ZI' a continuacién mostraremos que Z7 %} 0y
—00

por la Proposicién B.9 bastaria con mostrar la convergencia para ZQT .

Por la Definicién 3.3 sabemos que {Sz,},>1 ¥ {wi,}i>1 son independientes y por el Teorema central

del limite tenemos que
E(T) —2 N(0, vz )\e)

T—o0

PPY(T) —2— N (0, e Aepay).

T—o0
Por otro lado por los Teoremas 2.11 y 2.13 y por la Proposicién B.7 tenemos que

Z\(T) —2—0.

T—o0

Por lo anterior basta ver la convergencia de Z3(T) y por la Definicién 3.3 sabemos que {Sy,}r>1 ¥
{wi r}i>1 son independientes, por tanto {*(T") es independiente a p™(T"). Por otro lado por el Teorema
de Curtiss (B.3) basta analizar la convergencia para los siguientes dos términos

N N |—TVw>\x1
Dzy (Tyz)\:p} - ZT:() Sa:,r
E _ Pay
oo (35St (2152

z€E y#x
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[TvzAe]

Tvadel g e [Trehe

E exp : :2 :'bey (E’I‘—l { z,r yj}—‘ b y[ —|>
z€E y#x Y

Donde U = {uzy}asycE o4y €8 cualquier matriz de dimension N x (N — 1). El primer término se puede
escribir como

[TVI)‘CC—‘ — ZLZ(V)Z/\I-‘ S$,7" Dzy [TVxA:L‘]
IEIEE[GXP(( Nee| );Uwym)]

el cual por la Proposicién B.9 y el Teorema B.2 converge a

A UgyPxy 2
[T exp (”z (Zy#’; Pzy) > . (4.10)

zelR

Mientras que el segundo término puede ser escrito como

Z[Tyxkl {wz,r:y} — Dzy (Tl/r/\w}
2 low (L3 ( Toan

reE y#x

Por el Lema 4.1 converge al nimero
H exp Z Z ufEk‘1 umkg 2 (61621?1 pzkz) . (4.11)
zelk ki1#x kg;éz

Uniendo (4.10) y (4.11) se concluye que
VI(Q(T) = Q) == N(0. 0.

Donde Az y; zoys = iémméylyqulyl para todo x1,y1,T2,y2 € E con x1 # y1 y T2 # 1.

Ahora sdlo resta probar

Tvg A S.
Nu(T)=AeRo(T)  [TVaa] =X SITyerel Ser i
vT vT T—00

1. | 0.

2 ‘ Na;y(T)_pzyN:c(T) E[T’JI)‘I-‘ H{wm,r:y}_p‘m’ ’—Tyx)\x-‘ | p O
’ VT VT Tooo

Mostraremos la primer afirmacién. Sabemos que

Por el Lema 4.2 tenemos
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Sea € > 0.
Por el Teorema 2.13 podemos afirmar que existe k tal que para todo T > k se cumple

P[| No(T) — [TvaA,] |> Te3) <
Denotemos a

n
x
Vny =n—- ZSx,r-
r=0

Por lo anterior

No(T) = 326" Ser _ [Tvaha] = Sy S
P = — Tl>el <
VT VT
e+ Plmax{| ViV = Vi, | 1l n— [Trpd,] [< TP} > VT
que a su vez debido a que {S; ,}r>1 son i.i.d.

T
< e+ 2P |max{| ny\:1§n§T63}>€\2F

Ademas por la desigualdad de Kolmogorov (ver [? | pagina 350)
N, (T) - Zi\f:z(()T) S:): r [Tyx)\x—| - 27]:7:“161)\35‘\ S:): r

P | = — =~ [>e| <9
VT vT

Lo anterior se traduce en

T a:>\:r Sz T
Nx(T) - )\xRac(T) N |7TV$A$_| - Z[ 0 -I | p
\/T \/T T—o00
Ahora sdlo resta probar la segunda afirmacion.
Sea € > 0. Por el Teorema 2.13 podemos afirmar que existe k tal que para todo T > k se cumple

> 0.

P[| No(T) — [TvaA,] |> Te%) < e.

Denotemos a .
ST = Z L, =y} — Dy
r=1

Por lo anterior

Tvg e
o | NeolT) = peyNe(0) - T Uy =y [Tvade] |
VT VT

es menor o igual que

e + Plmaz{| SZ¥ — SF%/I A il =[myi] |< Te3} > eVT]

a su vez dedido a que {wy, },>1 es i.i.d. es menor o igual que

VT

e+ 2P[maz{| S, |: 1 <n < T3} > 5 ].
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Esta tltima desigualdad se debe a que {w;,}i>1 son i.i.d.
Ademas por la desigualdad de Kolmogorov (ver [? | pagina 350)

[TvgAz]
Nopy(T) = puyNo (T Er: I we.r=y} — Px [Tyx)\x-|
P || (1) \/gy @ _ ! { \/y% Y |>e| <e(1+8pi(1—pij)).

Lo anterior se traduce en

Tve Az
| ny(T) - p:vyN:v(T) _ 27[:1 -I H{ww,r':y} - pxy ’VTVIA%} | p 0
VT VT T—oo

Sea un PSM X = {X,};>0 con espacio de estados E y con generador infinitesimal Q = {¢zy}z ycE-
Supongamos que todas las probabilidades de transicién {puy}sepycp—{z} SOD estrictamente positivas,
esto con el objeto de tener un espacio parametral abierto y asi poder definir la matriz de informacién de
Fisher.

Definimos a nuestro espacio parametral como

0= {QEMNxN,l “qzy >O0paratodoxr € £,y € E— {x}}.

El espacio parametral anterior ahora es un conjunto abierto con la norma usual, ademés nos permitio
quitar las dependencias entre la diagonal del generador infinitesimal y las otras entradas de la matriz.

Nota 4.5. Por simplicidad adoptamos la notacion L(Q;{z:+}o<t<T), para referirnos a la funcion de ve-
rosimilitud de la muestra {x}o<i<r del PSM {X;}i>0 con pardmetro Q.

En lo que resta de esta seccidon vamos a trabajar especificamente con el espacio parametral anteriormente
definido.

Proposicién 4.4. Sea un PSM {X;}1>0 con espacio de estados E = {1,2,...,N} y Q) su correspondiente
generador infinitesimal, entonces la matriz de informacion de Fisher estd dada por
. 5 E[Nzyy, (T)]
(/LT(Q))CMZ/LIQZJQ = 52?1%‘2%13/2#'
x1,Y1

Donde ir(Q) € Mpa2_nxn2—N Y los indices corren en x1,20 € E yy1 € E—{x1},y2 € E — {x2}.
Ademds si suponemos que el proceso es ergddico, la matriz de informacion es invertible y su inversa estd
dada por

2
. A\ —1 qzlyl
(ir(Q)) 191,%2Y2 1r2 ylyzE[Nmyl (T)]

Donde x1,290 € E yy1 € E—{x1},y2 € E — {x2}.

Demostracion. Se sabe que el espacio © es abierto y no vacio, ademas se tiene que por la definicién de ©
el conjunto

A = {zi}o<i<r|L(Q; {xt fo<i<T) > 0}
es independiente del pardmetro Q € ©.
Debido a que
L(Q: {ze}ozeer) = [] [T aos”"™ exp(—auyRa(T))

z€E y#x
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se tiene que
& L(Q; {zi}o<i<r)
1y, Ozays
existe y es finita para todo z1,x2 € E, y1 € E — {x1}, y2 € E — {x2}.
Por estas dltimas observaciones se sabe que la matriz de informacién de Fisher también puede ser calcu-
lada como

o~ B 9?log(L(Q; { Xt }o<i<T))
(ZT(Q»IWLMW =" [_ w11 0wy, ]

por la demostracién de la Proposicion 4.3

A Ny (1) E[Nayy, (T)]
(1T(Q))x1y1,mzy2 =E |:511$25y1y2 9312211 } = 5931332(51111/2 3521111 '
T1Y1 ql?hyl

Por lo que se concluye que la matriz de informacién de Fisher es semi-definida positiva, pues es una matriz
diagonal y en la diagonal sus entradas son no negativas.
Gracias a la forma de la matriz de informacién de Fisher tenemos que

2
. A\ —1 L2
() P M M
( T(Q)) 1Y1,T2Y2 12 ylyzE[Nﬂuw (T)]

Noétese que para que la inversa este bien definida necesitamos que
E[Ngz,y, (T)] > 0 para todo z1 € E,y1 € E — {z1}.
Esto se obtiene por las hipdtesis de ergodicidad cuando 7' es grande. ]

Teorema 4.6. (Eficiencia Asintdtica) Sea un PSM {X:}i>0 con espacio de estados E = {1,2,...,N}
y Q su correspondiente generador infinitesimal, suponemos ademds que es ergddico entonces

VI(Q(T) — Q) === N(0,A).
T—00
Donde }
A= lim T(ip(Q))~".
T—00
Demostracion. La prueba de este teorema se obtiene de aplicar el Teorema 4.5, la Proposicién 4.4 y el
Teorema 2.13. ]

Ejemplo 4.6. Se simuld un PSM con espacio de estados E = {1,2,3}, distribucion inicial
m=1(1/3,1/3,1/3)

y generador infinitesimal

con horizonte T' = 10000.
Es fdcil mostrar que (1/3,1/3,1/3) es la dnica distribucion estacionaria, por lo tanto

O O O O O
O O OO W
O OO w o
O O w o o
O w o OO
W o O O O
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Mientras que la inversa de la matriz de informacion de Fisher estimada esta dada por

313155 0 0 0 0 0
0 296953 0 0 0 0
o 0 0 300593 0 0 0
T [ZT(Q) ] - 0 0 0 292098 0 0
0 0 0 0 3.09605 0

0 0 0 0 0 3.04055

Para la estimacion anterior se utilizo la funcion del Codigo D.18

4.2.2. Con informacién a tiempo discreto.

En esta seccién estudiaremos un método para generar trayectorias de un PSM condicionado a puntos
finales. Ademds analizaremos la rapidez y precision del método. Usaremos el método para estimar el
generador infinitesimal de un PSM a través del método Monte Carlo de una Cadena de Markov y la
Estimacion de Maxima Verosimilitud.

Método Rejection Sampling REJ

Empezaremos con la defincién de Puente de Markov nedesaria para la explicacion de esta seccién.

Definicion 4.1. Un puente de Markov con pardmetros s,a,b es un proceso estocdstico con pardmetro
t €10, s] y con la misma distribucion de un Proceso de Saltos de Markov {X;};_, condicionado a Xo = a
yXs=>b, cona,be E ys>0.

Especificamente trayectorias que no cumplieron la condicién este algoritmo simula una trayectoria del
PSM condicionando la posicién inicial Xg = a y termina hasta generar una trayectoria con posicién final
Xs = b, rechazando todas aquellas.

Puentes de Markov con parametros s, a, b.
Algoritmo 4.1. 1. Hacemos Xg = a.

2. Simulamos una trayectoria Xs ~ PSM(s) (PSM con tiempo de horizonte s, generador infinitesimal
Q vy distribucion inicial o).

3. Si Xs = b se termina, de lo contrario pasamos a 2.

Ya que el algoritmo rechaza trayectorias hasta encontrar una trayectoria que cumpla las condiciones men-
cionadas anteriormente, entonces es importante mencionar la siguiente proposicion:

Proposicién 4.5. En el método REJ, la probabilidad de alcanzar el estado final observado es pap(T).

1. Si T es grande entonces pqp(T) == mp.

2. Si T es pequeno entonces pap(T) =~ qupT.

Tendremos en consideracién los tiempos de ejecucion excesivos, ya que muchas rutas se rechazan si:
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= T es grande y 7, es pequeno, o,

= T es pequenio y a # b.

Asi, junto al cédigo D.1 visualizaremos estos casos con los siguientes ejemplos. En el primer caso conside-
ramos una trayectoria con 7' = 1000 y para que 71 sea pequeiio bastara hacer el generador infinitesimal

—-56.00 5 3 2 3 8 7 9 10 9.00

0.00 —-43 9 7 2 7 4 4 2 8.00

0.00 10 -56 8 5 7 9 8 8 1.00

0.00 4 10 —=55 10 6 6 9 1 9.00

- 0.00 1 8 8§ =41 1 6 7 8 2.00
@= 0.00 1 4 9 4  —42 2 7 6 9.00
0.00 2 1 1 7 5 —40 9 7 8.00

0.00 3 7 3 7 ) 5 —41 2 9.00

0.00 3 7 5 6 10 1 2 —42  8.00

0.05 3 3 3 7 8 9 7 5  —45.05

y = =(1/10,1/10,1/10,1/10,1/10,1/10,1/10,1/10,1/10,1/10). Para el segundo caso donde el tiempo es
pequeno y a distinto de b, consideremos un puente de Markov con 7' =0.0005, a =1y b = 2.
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Capitulo 5

Ecuaciones diferenciales estocasticas
(EDE)

5.1. Movimiento Browniano o proceso de Wiener

En 1828 el botéanico Robert Brown observéd que los granos de polen suspendidos en una cierta substancia
presentan movimientos irregulares (véase [5]). Con la contribucién del trabajo presentado por Albert Eins-
tein en 1905 (véase [8]), se explicé que este movimiento es producto de las miiltiples colisiones aleatorias
de las moléculas de la substancia con los granos de polen. Se puede decir que un movimiento de este tipo
tiene las siguientes caracteristicas:

1. Es un movimiento continuo.

2. Tiene desplazamientos independientes en intervalos de tiempo disjuntos.

3. Los desplazamientos pueden modelarse por variables aleatorias gausianas (teorema central del limite,

véase [9]).

En 1923 el matematico Norbert Wiener demostrd que existe un proceso estocastico con estas propiedades.

Definicién 5.1. Un proceso de Wiener (Movimiento Browniano) estindar unidimensional es un
proceso estocdstico W = {W >0 tal que

1. Wy =0 cast seqguramente.
2. Tiene trayectorias continuas.
3. Tiene incrementos independientes.

4. La variable aleatoria Wy — Wy tiene distribucion N(0,t — s) para 0 < s < t.

Pruebas a detalle de la existencia un proceso con estas caracteristicas se pueden encontrar en [1].

65



© 0 9 O oA W N

[ S e T e
S © ® N O« A W N = O

66 CAPITULO 5. ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS (EDE)
5.1.1. Simulacién de trayectorias del movimiento Browninano

Desde que los incrementos de un movimento Browniamo siguen una distribuciéon Normal, son indepen-
dientes y las propiedades de la distribucién Nomal, podemos simular una trayectia de un movimiento
Browniano en un intervalo de tiempo [0, 7] con T' > 0 usando el siguiente algoritmo

Algoritmo 5.1. Dividimos al intervalo [0,T] en n subintervalos de la misma longitud A = t; —t;_1 para
1=1,....,ndonde 0 =ty <t1 <...<t,=T. Hacemos 1 =0, W; =0 y luego

1. Generamos x ~ N(0,1).

2. i=1+1.

3. Hacemos W; = W;_1 + zVA.

4. Sii=mn paramos, en otro caso regresamos al paso 1.

El Cédigo 5.1 genera trayectorias de un movimento Brownoiano.

Cédigo 5.1.
HARRAARRBBRARRRARRBRBRARBRARBRRRBHH
#Drawn Paths of Brownian Motion
HAHRRAARRAHRAAAAARRBRBRAARARRRRHRRHRAH
BM=function (n,Delta)

trayMB=zeros (Float64 , (n+1))
trayMB [1]=0
times=[0:Delta:T]

for 2=1:n

trayMB[i+1]=trayMB[i]+rand (Normal (0,1))*Delta
end

plot (times, trayMB)
ylabel ("W");
zlabel ("Tiempo")
return (trayMB)

end

En la Figura ?? podemos ver una trayectoria de un movimiento Browniano con T'=1y n = 1, 000.

5.1.2. Aproximando al movimiento Browniano por una caminata aleatoria

En la Figura ?? podemos ver una trayectoria de un caminata aleatoria con T' = 1, y cuando n = 10,
n =100 y n = 1,000. Podemos ver la convergencia conforme n crece.

Consideremos una sucesién {X;}? ; de variables aleatorias independientes tales que

Pr[X; = 1] = Pr[X; = —1] = 0.5.
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Si definimos
STL - Z Xi7
i=1

entonces si n crece a oo tenemos por el Teorema del Limite Central tenemos que

il _

Pr[ NG

$]——%IH{MG <:ﬂ,

es decir
2 N(0, 1).

Elts

La aproximacion de la Figura ?? fue generada usando el Cédigo 5.2 para diferentes valores de n.

Cédigo 5.2.

HARARARBARRARARHABARRARRBRARRRBHARTH

#Approx MOVIMIENTO BROWNNIANO CAMINATA ALEATORIA
HHAARARABARARAABABRRARRABRBARRABARRRH
AMBCA=function (n,T)

Delta=T/n

E=[-1,1]

p=[0.5,0.5]
p=WeightVec (p)
S=cumsum (sample (E,n))
times=[0:Delta:T]

labels=n*times
tl=length(labels)-count (c -> ( 0<c),labels)

W=zeros(length(labels))
Wlitl+1:end]=S[labels[tl+1]:1labels[end]]
W=W/sqrt (n)

plot (times, W)

ylabel ("CA");

zlabel ("Tiempo")

return (W)

end

Nota 5.1. Es importante notar que es remondable usar el Algoritmo 5.1 cuando sdlo se necesita simular
una posicion especifica de un movimiento Browniano, por ejemplo, en la evaluacion del pauoff de un
subyacente en una opcion Furopea. Por otro lado, si se requiere conocer informacion sobre la evolucion
de la trayectoria del proceso, se pueden utilizar cualquiera de las formas de simulacion presentadas, por
ejemplo, en la valuacion de opciones Americanas, Asidticas y exdticas.
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68 CAPITULO 5. ECUACIONES DIFERENCIALES ESTOCASTICAS (EDE)
5.1.3. Puente Browniano

Definicién 5.2. Se define como puente Browniano al movimiento Browniano {W?,t € [to,T] : Wy, =
x, Wpr =y} que empieza en x al tiempo ty y termina en y al tiempo T y estd dado por
t—to

Wp =T — Wt*to — m(WT,tO -y + x)

El Codigo 5.3 es una implementacién para simular trayectorias de un puente Browniano usando la Defi-
nicién 5.2.

Cédigo 5.3.
HUBHBABAUBHBABRUBRBRBBURRBRBRHU LY
#Puente Browniano de t0 a T
RRBHLRBAHBERBH LB RAHLERBAHBERBHBERRAH
BBridge=function(z,y,n,t0,T)

Delta=(T-t0)/n
t0=t0/n

bridge=zeros (n+1)

W=BM(n,Delta)

for 2=1:n+1
bridge[t]=xz+W[i]-((i-1)/n)*(W[n+1]-y+z)
end

times=[0:Delta:T]

plot (times, bridge)

ylabel ("Puente Browniano ");
zlabel ("Tiempo")

return (bridge)

end

En la Figura 5.1 presentamos algunas trayectorias de un puente Browniano {W/} ¢t € [0,1] : Wy, = 0, W =

0}.

5.2. Ecuaciones diferenciales estocasticas

Es comtn modelar la evolucion en el tiempo de un sistema por ecuaciones diferenciales, las cuales usual-
mente describen la razén de cambio del sistema. Si denotamos por X; el estado del sistema al tiempo ¢
para t > 0, podemos caracterizar la evolucién del sistema en el tiempo por la siguiente ecuacion,

d(X¢)
dt

= a(t) Xy, (5.1)
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0.04 . . T T

0.03

0.02 +

0.01t

Puente Browniano

0.00

_001 ! 1 ! 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Tiempo

Figura 5.1: Trayectorias de puente Browniano de 0 a 0

donde Xy = x¢ es el estado inicial del sistema y a(t) representa la funcién de cambio al tiempo ¢. Este
modelo es adecuado cuando la funcién de cambio es completamente conocida. En muchos casos esta
funcién no es completamente conocida, pero es razonable asumir que estd sujeta a algun tipo de efecto
aleatorio, entonces tenemos que

a(t) = b(t) + ruido, (5.2)

donde no es totalmente conocido el comportamiento del término ruido, pero sabemos que esté regido por
una distribucién de probabilidad. Entonces una forma (heuristica) més general de escribir a la ecuacién
(5.1) es:

d(Xy)
dt

= b(t, Xy) + o(t, Xy) X ruido (5.3)

donde b, 0 son funciones reales conocidas. Para modelar el término de ruido se utilizan los incrementos
de un proceso de Wiener. Si la evolucién del sistema es observado en el intervalo de tiempo [0,7] y
consideramos una particion de este intervalo, 0 = tg < t; < ... < t, =T, podemos escribir a la ecuacion
(5.3) en forma de incrementos como sigue

Xi-i—l —X; = b(ti, XZ)AtZ + O'(ti, XJAWU (54)
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donde X; = Xy, AW; = Wy, — Wy, v At; = t;1 —t;. De esta forma, utilizando la ecuacién (5.3) podemos
describir la evolucién del proceso X = {X;}1, por:

n—1 n—1
Xp=Xo+ Y b(ti, Xi)(At) + Y olts, X;) x (AW;). (5.5)
=1 i=1

Dado que esta ecuacion depende de la particién del intervalo, el modelo resulta ser més adecuado en el
limite At; — 0. Esto nos lleva a la siguiente ecuacién

t t
Xy = Xo+ / b(ti, Xi)ds + / O'(tz‘, Xi)dWS, (56)
0 0

donde el iltimo término es conocido como integral estocdstica. Podemos escribir la ecuacién anterior en
forma diferencial

dX; = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th (57)

para toda t > 0y Xy = zg, a ecuaciones de este tipo se les conoce como ecuaciones diferenciales estocésti-
cas.

La ecuacién (5.6) involucra dos tipos de integrales:

/tf(tz',Xi)dS,
0

que es una integral de Riemann y
t
| rtesxiaw.
0

llamada integral de It6 o integral estocastica respecto al proceso de Wiener y puede ser interpretada
de la siguiente forma.

Definicién 5.3. Sea f(t,z) una funcion continua en t y x, tal que

T
/ E(f2(t, X,))dt < oo,
0

entonces la integral de Ito de f(t, Xy) con respecto a Wy estd definida como

T n—1
/0 f(ti, X)dWy = lim %f(ti,X¢>AWi, (5-8)
1=
donde 0 =ty < t1 < ... <ty =T entendiendo el limite en el sentido que la distancia mdzima entre dos

puntos de la particion tiende a cero.

Para que la definicién anterior tenga sentido se necesita que el proceso X sea adaptado a la filtracién
natural del proceso de Wiener.

Proposicion 5.1. Propiedades de la integral de Ité Si X es It6 integrable entonces:

1. E[f) XedWy] = 0.

2. Varlf] Xdwy) = [ E[X2]dW;, isometria de Ito.
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3. 5t X yY son It6 integrables y a,b son dos constantes, entonces

T T T
/ (aXs + bY,)dW, :a/ Xdeerb/ Y, dWs,
0 0 0

linealidad.

4o [ aWdW, = aW (T).
T W2
5. J WedW, = 5 — T

6. El proceso My = My + fOT XsdWy es una martingala.

Una prueba de estas propiedades se puede consultar en [15].

5.3. Procesos de difusién

Definicién 5.4. Un proceso de difusion X = {X;}i>0 es la solucion a una ecuacion de la forma
(5.6) o (5.7), donde los coeficientes b(t,x) y o(t,z) son funciones reales de t y x, y se les conoce como
coeficiente de deriva y difusion respectivamente. Denotemos por I = [r, s] al espacio de estados.

En la definicién anterior b(t,z) y o(t,z) pueden ser interpretados como la media y varianza infinitesimal
de los incrementos del proceso X, es decir, si AhX; = Xpop — Xy v z € I, entonces

1
limhwﬁE[AhXﬂXt =z| = b(t, x)

1
zz'mhwﬁp[(AhXt)ﬂXt =] =o(t,z)

Al proceso de difusién se le interpreta como el estado del sistema que evoluciona de manera determinista
gobernado por la parte no aleatoria de la ecuacién pero perturbado por un ruido aditivo dado por la
integral estocastica.

Para que una ecuacién de la forma (5.7) tenga alguna solucién se deben imponer condiciones a sus
coeficientes. Existen resultados de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales estocdsticas que
establecen condiciones de regularidad para sus coeficientes. El siguiente resultado es bésico para dichas
condiciones.

Teorema 5.1. Si los coeficientes b(t,x) y o(t,z) de la ecuacion (5.7) satisfacen la condicion de Lipschitz
para toda x € R,
[b(t,x) = b(t, y)]” +|o(t,z) — o(t,y)]* < K|z -y,

y la condicion de crecimiento en x
[b(t, )| + [o(t, 2)* < K(1+ |z[?),

con K > 0 una constante, entonces existe un proceso de difusion X = {X}>0 solucion de (5.7) que es
adaptado, continuo, uniformemente acotado en L? vy es tinico en el sentido de indistinguibilidad *.

A esta solucion se le conoce como solucién fuerte. Una prueba de este resultado se puede encontrar en

HX:} y {Y:} son indistinguibles si P(X; = Y;) = 1 para cada t > 0
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5.3.1. Proceso de difusiéon ergddicos

Si un proceso de difusion es ergddico entonces, para cualquier funcién medible f, se tiene que con proba-
bilidad 1:

1 (T
1 [ iXads > [ fayn(e)ds =B
T Jo R
donde 7 es la densidad estacionaria del proceso de difusién y U es una varibale aleatoria con densidad 7.

Nota 5.2. Si un proceso de difusion X tiene distribucion estacionaria, ésta estd dada por

(z) = mﬂf), (5.9)
donde
m(z) = b (5.10)
o?(x)s(z)’ '

es la medida de velocidad,

s(x) = exp [—2 /x: :2(?;) dy] : (5.11)

es la medida de escala y M la constante de normailzacion.

5.3.2. Ecuaciones de Kolmogorov

Dado que los procesos de difusién tienen la propiedad de Markov, tiene sentido definir las probabilidades
de transicién del estado z al tiempo s al estado y en un tiempo posterior ¢ (0 < s < t). Denotamos esas
propabilidades por

p(t — s,ylx) :=PX; = y| X = 2.

Las probabilidades de transicién satisfacen las ecuaciones de Kolmogorov (ver [15]), forward,
Op(t — s, y|x) Op(t —s,ylw) 1 O°p(t— s ylx)
= — 12
ot i (5:12)
y backward
ap(t — ap(t — 1, 9%t —
p(t —s,ylz) _ b(a) p(t —s,ylz) L) pt = s,ylz) (5.13)

0s oz 2 0z2

Una relacién muy importante para la simulacion de trayectorias de procesos de difusién y a su vez para
hacer inferencia, es obtenida de la ecuacion 5.12 cuando t — —o0, entonces tenemos que

d? d
(0¥ (@)m(@)) = 2 (b(a)r(z).

De esta ecuacién es facil obtener

e integrando tenemos que
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Generador infinitesimal

Si el proceso X es solucién a la ecuacién (5.5) con Xy = x, al operador diferencial £ definido por

o)

51 @)+ b@)f () (5.14)

para f dos veces diferenciable, es llamado el generador infinitesimal del proceso de difusion X.

(Zf)(x) =

5.3.3. Puentes de difusion

Definicién 5.5. A una solucion de la ecuacion 6.2 en el intervalo [t1,t2] (0 < t1 < ta < o0) tal que
Xy, =ay Xy, =b, cona,bel, sele llama puente de difusion puente (t1,a,ts,b).

Ejemplo 5.1. Consideremos el proceso Ornstein-Uhlenbeck que es solucion a la ecuacion
dXt = *OéXtdt + O'th,

condicionado a Xog = a y X1 = b para a,b € R. Desde que las densidades de transicion de este proceso
siguen una ley Gaussiana es posible calcular las densidades de transion del puente de difusion (0,a,1,b)

(ver [1]).

Por otro lado, en [3] proponen un algoritmo para generar el puente de difusion (0, a, 1,b) de forma exacta
pero que resulta numericamente mas estable. El algortimo se presenta en el siguiente lema.

Lema 5.1. Consideremos los momentos en el tiempo 0 =ty < t1 <<t, <tp,+1=1y sea Xg=a. Si

X, = efa(tiiti_l)Xti,l +W;

7

parai=1,....n y W; ~ N(0,0%(1 — e~2ti=ti-1) /(2a)) y definimos

at

et — gm0t

Zti = Xti + (b - th+1)

eatn+1 — e*at'n-kl

para i =0,...,n+ 1. Entonces {Zti};jol tiene la misma dsitribucid que un puente de difusion Ornstein-
Uhlenbeck (0,a,1,b).

5.4. Formula de 1t

Otro resultado importante en teoria de procesos de difusion es la féormula de 1t6, que ayuda a encontrar
soluciones a ecuaciones diferenciales estocésticas.

Teorema 5.2. (Formula de It6) Si X = {X;}i>0 es un proceso de difusion dado por la ecuacion (5.7)
y f(t,7) una funcién de clase C* como funcién det y de clase C? como funcion de , entonces el proceso
Y: = f(t, Xy) es también un proceso de difusion y es solucion a la ecuacion

Y, = filt, Xo)dt + falt, X1)dX; + % Fanlt, X)(dX1)2. (5.15)

En la ecuacién (5.15) los subindices denotan las derivadas, los detalles de las demostraciones se pueden
ver en [15].
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Ejemplo 5.2. Movimiento Browniano Geométrico o modelo Black-Scholes-Merton. Sea
Sy = Soexp ((r — o?/2)t + oWy) (5.16)
y st hacemos
f(t,z) = Spexp ((r — 0?/2)t + ox),

entonces f(t,Wy) = St y por lo tanto
dSt = T‘St + O'Stth.

Este modelo fue utilizado por Black-Scholes-Merton en el contexto financiero para modelar precios de
acciones (ver [13]) donde r es intepretado como la tasa de interés y o como la volatilidad de los activos
riesgosos. Si Sy = sg y hacemos

n =log(sg) + (r — o?/2)t

V= O'Zt,

de 5.16 tenemos que para este proceso las densidades de tarnsicién tienen distribucién log-normal de
parametros 1 y v, es decir,

1 lo —n)?
plt — 5, yls0) = ymxp{W}

El Codigo 5.4 simula trayectorias de una difusién determinada por la ecuacién 5.2 basado en las proba-
bilidades de transicién obtenidas.

Caddigo 5.4.

HABRBHABRBHARBBHARBBRHA AR BBHARRBHRARRRH

# BG-BSM

RABBBHABBBHAB BB HAB BB RH AR BRH AR BB HARRRH

BGBSM=function (z,r,stgma,n, T)

Delta=T/n

path=zeros (Float32,n+1)
path[1]=z

for 2=2:n+1
etha=log (path[i-1])+(r-(sigma"2) /2) *Delta
nu=(stgma "2) *Delta
path[i]=rand (LogNormal (etha,nu))
end

times=[0:Delta:T]
plot (times, path)
ylabel ("BG-BSM") ;
zlabel ("Tiempo")

return (path)

end
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La Figura ?7 se presentan 3 trayectorias de un movimiento Browniano Geométrico con parametros r = 0.4
(azul), r = 0.5 (verde) y r = 0.6 (rojo), todos con o = 1.

Ejemplo 5.3. Proceso Ornstein-Uhlenbeck o proceso de Vasicek. Un importante proceso de difu-
sion X = {X¢}>0 que serd de gran utilidad en el desarrollo de este trabajo es la solucion a la ecuacion
diferencial estocdstica

dXt = ()\ — OéXt)dt + O'th, (517)

donde o, > 0 son constantes y Xog = x. Utilizando la formula de Ité se llega a la siguiente solucion
explicita de esta ecuacion:

A —at A ' a(s—t)
Xi=—+e r——|+o [ e dWs. (5.18)
(6% (6 0

De la solucién tenemos que las probabildides de transiciéon son Gausianas de parametros

Con base a las densidades de transicién podemos simular trayectorias de este proceso de difusié. Con el
Cédigo 5.5 de podemos generar trayactorias.

Cédigo 5.5.

RERBBER R R BB BB BB BB R BB AR BB R RARAAAAAAAAAH

# 0U-Vasicek

HARABABBABRABHARARRABRARHABRABRAARARRA R
Vasicek=function (z,alpha, lambda, sigma,n,T)

Delta=T/n
vas=zeros (Float32,n+1)

vas [1]=z

for 2=2:n+1
vas[i]=lambda/alpha+texp (-alpha*Delta)*(vas[i-1]-lambda/alpha)+sigma "2%(1-
exp (-2*alpha*Delta))/(2*alpha)*rand (Normal ())

end

times=[0:Delta:T]
plot(times,vas)
ylabel ("OU-Vasicek");
zlabel ("Tiempo")

return (vas)

end

En la Figura 7?7 se presenta la simulacién de la solucién a la ecuacion 5.17 con A = a = 1 y tres diferentes
valores para ¢ = 0.5 (rojo), 0 = 1.0 (azul) y o = 2.0 (verde).
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;7. . . . ., . . . - 2
Nota 5.3. Este proceso es ergddico y tiene distribucion invariante Gausiana de pardmetros g Y 55+

Ejemplo 5.4. Cozx-Ingersoll-Ross. Este proceso de difusion es usado en el ambiente financiero para
modelar tasas de interés a corto plazo (ver [0].) y es la solucion a la ecuacion diferencias estocdstica

dXt = ()\ — O(Xt)dt + o/ Xtth, (519)
donde Xo =1x9 >0 y o, \,0 > 0. Si 2\ > sigma? el proceso es estacionario.

La solucién a la ecuacién 5.19 es:

t
X, = (Xo - A) e 4 O'B_at/ e**/ XdWs.
0

a

Difusiones en sistemas dinamicos.

Una de las principales caracteristicas estudiadas en sistemas dindmicos es la estacionalidad de los procesos
que describen el equilibrio del sistema. Aqui enunciaremos los procesos de disfusién mas populares es esta
area.

Ejemplo 5.5. Modelo tipo N. Este proceso es solucion a la siguiente ecuacion diferencial estocdstica
dXy = r(0 — Xp)dy + /edWs,

con r,e > 0.

Ejemplo 5.6. Modelo tipo N. Este proceso es solucion a la siguiente ecuacion diferencial estocdstica

dXy =70 — Xy)dy + eXy (1 — Xy)dW,

con r,e > 0.

Ejemplo 5.7. Modelo tipo N. Este proceso es solucion a la siguiente ecuacion diferencial estocdstica
dX; =10 — Xy)dy + edWs,

con r,e > 0.

Difusiones en epidemiologia

Para tener un panorama general de la teoria matematica en modelos de epidemiologia se puede consultar
[2]. Supongamos que X; representa la fraccién de poblacién infectada al tiempo ¢, en general, la tasa de
cambio es modelada con el proceso de difusién que es la solucién a:

dXt = (CLXt(]. — Xt) - bXt + C(]. - Xt))dt + EXt(l - Xt)th, (520)

donde a > 0 es la tasa de transmisién (persona a persona), b > 0 representa la tasa de recuperacién y
c > 0 es la tasa de transmisién desde una fuente externa y ¢ > 0.

Los modelos con Arno
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5.4.1. Transformacién de Lamperti

Una aplicacion de la formula de It6 muy importante en las dreas de simulacion y estimacion de parametros
para escuaciones diferenciales estocésticas es transformacién estdandar conocida como transformada de
Lamperti dada por transformation
€T
1
h(z) = / —dy (5.21)
x* J(?J) ’

donde x* es un elemento arbitrario en el espacio de estados de X . Entonces, por la férmula de It6

Y = hp(Xy)
satisface la ecuacion diferencial estocastica
dY; = p(Yy)dt + dWs, (5.22)
o W) 1
) = 2y — 5o/ W)

donde ¢’ (x) denota la derivada de o con respecto a x.

5.4.2. Cociente de verosimilitud para procesos de difusién
En el contexto de inferencia estadistica para procesos de difusién el Teorema de Girsanov es usado
para obtener el cociente de verosimilitud para hacer inferencia por méxima verosimilitud.

Teorema 5.3. Teorema de Girsanov. Sea P la medida de probabilidad inducida en ([0,T], r([0,T]))
por'Y, la solucion de la ecuacion (5.22) donde p satisaface las condicones de la formula de Ité y sea Q la
medida de Wiener, entonces las medidas son equivalentes y su correspondiente derivada de Radon-Nikodin

es
dP r 1T,
daQ - €xp (/0 w(Ys)dYs — 2/0 M (Ys)d5>

Para una prueba de este resultado ver [11].

Sea .7

5.5. Ejercicios

1. Encontrar las probabilidades de transicién del CIR e implementar un algoritmo para simular tra-
yectorias de este proceso de difusién.

2. Encontrar solucion, la distribucién estacionaria, las densidades de transicion, la media, la moda y
la varianza de la difusion del Ejemplo 5.5.

3. Encontrar solucion, la distribucién estacionaria, las densidades de transicion, la media, la moda y
la varianza de la difusion del Ejemplo 5.6.

4. Encontrar solucién, la distribucion estacionaria, las densidades de transicién, la media, la moda y
la varianza de la difusion del Ejemplo 5.7.
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Capitulo 6

Inferencia estadistica para ecuaciones
diferenciales estocasticas

6.1. Simulacién de procesos de difusion

En esta seccién presentaremos los dos métodos mas importantes para la simulacién de trayectorias a
soluciones de ecuaciones diferenciales estocéasticas. Estos métodos son utilizados cuando no se conoce
explicitamente las probabilidades de transicion o ain cuando se conocen resulta dificil de simular. Debido
a que estos métodos estdn basados en aproximaciones a tiempo discreto a los procesos en tiempo continuo
es importante empezar definiendo el tipo de convergencia de los procesos discretos a los continuos.

Definicién 6.1. Convergencia Fuerte. Se dice que una aprorimacion a tiempo discreto X° de un
proceso a tiempo continuo X, donde § denota el incremento de tiempo mdximo en la discretizacion, se
dice que es de nivel fuerte de convergencia T si

EB[|IX? — X, < Co7

para todo momentot >0, § < dg con &g > 0 y C una constante independiente de .

Definicién 6.2. Convergencia Débil. Considerando otra vez la aprozimacion a tiempo discreto X0 de
un proceso a tiempo continuo X, se dice que es de nivel débil de convergencia T si

[Elg(X))] = Elg(X)]| < C&7

para todo t > 0, 6 < dy con dg > 0, C' una constante independiente de §, cualquier funcion polindmica
creciente continua y diferenciable de orden 2(T + 1).

6.1.1. Meétodo de Euler

Consideremos un proceso de difusién X = {X;}+>0 que es solucién a la ecuacién diferencial estocéstica

dXt = b(Xt, t)dt + O'(Xt, t)th

79
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con valor incial determinista X;, = o y un nivel de discretizacién
0:t0<t1<...<tn:T

en el intervalo [0,7]. La aproximacién de Euler de X es un proceso estocdstico continuo Y que satisface
el siguiente sistema iterativo:

Y‘ti+1 =Y, + b(Y;fzatl)A’L + O'(Y;fivti)AWi

parat=0,1,...,n—1,con Yp =29 y
Aj = tig1 — i,
AW; = Wy, — Wy,

entonces AW; ~ N (0, 4A;).

Por otro lado como entre cualesquiera dos momentos de observacién t; y t;11, el proceso puede ser definido
diferenciable. Una propuesta natural es considererar una interpolacién lineal para Y; definida por

t—1t;

1+1

_}/tz)

i+l

para t € [t;,tiy1).
Cédigo 6.1.
#
HARRARRABRABHABRARRABRABRBRARRABRABRBRHARRARRR BN A RHARRABRABRBRHARRARRABRABHARBARRABRARRRRH

#Drawn Paths of diffuston processes by Euler Scheme
#
REHARRBHAARRBRRARRBHEHRARRBHAARBRRAARBRRAARRBHARRBRHARRBRHRARRBRHARRBHAAR BB HAARBRHRAARBRH
function Euler (theta,init,delta,n)
brow_inc=rand (Normal (0, sqrt (delta)),n)
tray=zeros (Float64, (n+1))
tray [1]=<nit
for i=1:n
tray[i+1]=tray[i]+b(tray[i], theta)*delta+sigma (tray[i], theta)*brow_inc/[
]
end
tray
end

Ejemplo 6.1. Aqui, se presenta una simulacion de un proceso de difusion con el esquema de Euler,
consideramos el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, que es una solucion de la ecuacion diferencial estocdstica

dXt = —OéXtdt + O'th,
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donde o > 0 y o > 0 son los pardmetros del proceso W es un proceso de Wiener estdndar. Si suponemos
que Xo = 0 y consideremos un intervalo de realizacion [0,10] con un nivel de discretizacion 0 =ty < t; <
v < tp, = 10, donde n = 100 y A = A; = 0.1, para todo i = 1,2,...,n — 1, entonces el método de Fuler
para este proceso es:

Yi,., =Y, —aYy, A+ cAW.

i+1
En la Figura 7?7 podemos ver trayectorias caracteristicas de un Ornstein-Uhlenbeck con diferentes pardme-
tros a = 1,0 =1 (azul), « = 1.5,0 = 0.3 (rojo) y a = 3.5,0 = 0.3 (verde). Simular de las transiciones y
comparar los métodos qqplots

6.1.2. Método de Milstein

En la aproximacion de Milstein se utiliza el lema de It6 para aumentar la presicién en la aproximacién
mediante la incorporacion del término de segundo orden, podemos escribir a esta aproximacién por:

1
Ytz‘+1 = Y;fz + b(Y;fiati)Ai + J(Y;fi:ti)AWi + ia(nivti)UI(th ti)ti[(AWi)z - Ai]?
Cédigo 6.2.

#
HARRARHABRAARHARRARHRBRARHRBRARRARRARRBRHARRARRARRBRARBARRABRARARBARRABRARHAARBARRABRARRARH

#Drawn Paths of diffusion processes by Milstein Scheme
#
RARRBRURBRRRBRRBRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRBBBBBRRRRRRRRRBRRRRRRRRRRBREBRRRRRRRRRRRBRAHH

function Milstein(theta,intt,delta,n)

brow_inc=rand (Normal (0, sqrt (delta)),n)
tray=zeros (Float64,(n+1))
tray [1]=<nit

for 2=1:mn
tray[i+1]=tray[i]+b(tray[i], theta)*delta+sigma(tray[i], theta)*brow_inc/[
1]+(1/2) *sigma (tray[t], theta)*sigma_z (tray[i], theta)*(brow_inc[i] "2-
delta)
end

tray

end

Ejemplo 6.2. Para ejemplificar el uso de este método de simulacion cosideremos el movimiento Brow-
niano geométrico, el cual es solucion a la ecuacion diferencial estocdstica

dX; = 01 Xydt + 02 X dWy,

para este proceso, tenemos que b(z,t) = O1x, o(x,t) = Oz y o.(x,t) = Oy entonces el esquema de Milstein
para este proceso es
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Y,

141

1
=Y, +01Y, A + 02AY, W, + 5921@[(AVVU2 — Ay

2 2
=Y, (14 A0 — %2) + O AW; + %Yti(AWi)Q

En la Figura ?? podemos ver trayectorias caracteristicas de un Movimiento Browniano Geométricocon
diferentes pardametros 1 = 1,60 = 0.1 (azul), 61 = 1,02 =1 (rojo) y 61 = 0.1,65 = 0.1 (verde).

Simular de las transiciones y comparar los métodos qqplots

6.1.3. Simulacion de puentes de difusién

En esta seccién presentaremos un algoritmo para simular puentes de difusién presentado en [3].

Sea X un proceso de difusién solucién de 6.2, con espacio de estados I = (r,s) y que los coeficientes
satisfacen las condiciones del teorema 5.1. Sea a,b € I y W' y W? dos procesos de Wiener independientes
y X!y X2 soluciones de

dX} = b(X})dt + o(X})dW} (6.1)

1 =1,2, X& =ay Xg = b. En el siguiente teorema utilizaremos estos dos procesos para aproximar el
puente (0,a,A,b)
Teorema 6.1. Sea 7 = infl0 <t < A|X}=X% _,}y
X} s 0<t<rT
Zy =
Xi_t st T<t<A

Entonces la distribucion de Z = {Zi}o<t<na, condicionado a {7 < A}, es igual a la distribucion de un
puente (0,a,A,b), condicionado al evento que el puente es alcanzado por una difusion (independiente)
con EDE (6.2) y distribucidn inicial con densidad pa (b, *).

La prueba de este resultado se puede consultar a detalle en [3].

OU con este algoritmo y comparar con el exacto

6.1.4. Estimadores Monte-Carloy técnicas de reduccién de varianza

Usando los métodos de Monte-Carlo se puede estimar algunas cosas, poner ejemplos financieros (precios
de opciones). Revisar las técnicas de Malliavin en [14] y el método presentado en [12].

6.2. Estimaciéon por maxima verosimilitud

Abordaremos el problema de estimacién de parametros en procesos de difusién cuando éstos han sido
observados a tiempo discreto. Consideremos que las difusiones son observadas en el intervalo de tiempo
[0,7] en n momentos 0 = t; < to < ... < t, = T y el tiempo entre cada observacién es igual entre
cualesquiera dos observaciones consecutivas, es decir, A = t; — t;_1 para i = 2,...,n con los siguientes
tipos de informacion:
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1. Muestra grande: Se mantiene fijo a A = A, y se aumenta el nimero de observaciones, es decir,
n crece. En este caso, aumenta el intervalo de observacién [0, T]. Para este tipo de informacién se
asumird que los procesos de difusién son estacionarios y/o ergddicos.

2. Alta frecuencia: Se hace tender a cero a A conforme aumenta n y el intervalo de observacién [0, T
se mantiene fijo.

3. Crecimiento rapido: A = A,, decrece a cero cuando n crece y ademads el intervalo de observacién
[0,T] crece como funcién de n, es decir, nA, — oo. Para este caso tembién se asumira que los
procesos de difusién son estacionarios y/o ergddicos.

6.2.1. Modelo Continuo

Consideremos un proceso de difusién X = {X;}+>0 que es solucién a la ecuacién diferencial estocdstica

dXt = b(Xt,Q)dt—i— O'(Xt,e)th, (62)

donde # € © C R es un parametro multidimensional y 0 es el verdadero valor del parametro. Las funciones

b:Rx© —=R

o:Rx 0 — (0,00)

son conocidas y cumplen con condiciones para la existencia de una solucién de (6.2) (ver Teorema 5.1).
Denotamos por I = (I,7) con —oco <[ < r < oo al espacio de estados y supongamos que es el mismo para
toda #. Supongamos la solucién X de (6.2) tiene valor inicial determinista Xy, = xo y que se cumplen las
condiciones para la exitencia de la distribucién estacionaria my.

Cuando se tiene el proceso observado a tiempo continuo, la estimacién del pardmetro resulta eficiente. En
particular, desde que la variacién cuadratica de un proceso de difusién que es solucién de (6.2) estd dada

por (ver [15])

T
<X, X >T—/ 0?(X,,0)ds, (6.3)
0
entonces,
T 2"
<X, X >r= /0 o?(X,0)ds = Jim ;(XT/\IC/Q" — Xop(e—1)/2n)

en probabilidad bajo la medida Py (La distribucién de X). Si asumimos que o(x,6) = o(z) y que el resto
de los parametros estan sdlo en la deriva, entonces, éstos pueden ser estimados por maxima verosimilitud.

Para el intervalo de tiempo [0, T la funcién de verosimilitud estd dada por
T T ,2
X, 0 1 X, 0
Lp(0) = exp </ MdXS - / M()d5> . (6.4)
0 0

o2(X,) 2 o2(X,)

escribir como llevar a esta

Nota 6.1. Podemos afirmar que esta situacion ocurre con probabilidad cero.
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6.3. Caso discreto

Suponemos que tenemos el proceso observado a tiempo discreto en el intervalo [0,7] a los tiempos {0 =
t1 < tg < ... < ty, =T}, es decir, la informacién que se tiene es Xops = {Xy, = x1,..., Xy, = zn}.
Denotamos por %, = o{z;;1 < i < n} a la o-dlgebra generada por las n observaciones y por %, a la
o-algebra trivial. Si denotamos a las densidades de transicién (entre las observaciones) por pg(A, z;|x;—1),
por la propiedad de Markov de los procesos de difusién podemos escribir la funcién de verosimilitud
basada en X5 como

Ln(0) = [ [ po(A, alai1)po(o) (6.5)
i=1

y la log-verosimilitud es

0n(0) = Zlogpg(A,xﬂxi_l) + log pg(xo).
i=1

Nota 6.2. Bajo condiciones de regularidad las probabildides de transicion pg(A, x;|x;—1) satisfacen las
ecuacton de Kolmogorov 5.12 y 5.13 pero unicamente en casos muy sencillos se puede resolver estas
ecuaciones diferenciales parciales.

6.3.1. Inferencia por verosimilitud exacta

Consideremos el siguiente conjunto de hipotesis necesarias para asegurar suficiencia y consistencia asintoti-
ca de los estimadores maximo verosimiles que presentaremos, para ver los detalles ver [7] y [10].

1. Creciento lineal. Existe una constante C' (independiente de ) tal que, para todo = € I

(i, 0)] + |o(z,0)] < (1 + |x]).

2. Lipschitz. Existe una constante C (independiente de 0) tal que, para todo x,y € I
(@, 0) — p(y, 0) + |o(z,0) — o(y,0)| < (Jz —yl).

3. Coeficiente de difusion positivo.

inf o?(z,0) > 0.
zel

4. Momentos acotados Para todo k£ > 0, todos los momentos de orden k existen y
supser Exp| X |F < oo.

Nota 6.3. Silos pardmetros de los coeficientes de deriva y difusion son separables, la tasa de convergencia
es mds rdpida en el pardmetro de difusion y es posibe utilizar la propuesta presentanda en [16] para

encontrar los estimadores. Generalmente la tasa de convergencia del coefiente de difusion es \/n y la de
la deriva \/nA,, (condicionado a nA> —0).

Ejemplo 6.3. Ornstein-Uhlenbeck o Vasicek
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Large sample, A =1
n  Ja=1 [25%-975% [B=3 [25%-975% [o=2 [25%-975%
100 [ 1.2016 | (0.71783,2.1760) | 3.5340 [ (2.05939,6.4328) [ 2.0797 [ (1.68729,2.8068)
200 | 0.99640 | (0.69757,1.4247) | 3.19439 | (2.19813,4.6007) | 2.05284 | (1.779,2.4380)
500 | 1.0033 | (0.80208,1.2556) | 3.057849 | (2.42023,3.848) | 2.038970 | (1.85789,2.2646)
1000 | 1.0111 | (0.86386,1.1839) | 3.1094 | (2.63914,3.6573) | 2.0143 | (1.88388,2.1667)

Cuadro 6.1:

High-frequency, T" = 100
A Ja=1 [25%-975% [B=3 [25%-9756% [o=2 [25%-975%
1 0.9326945 [ (0.55658,1.5430) | 2.91223 | (1.68594,4.8569) [ 1.99326 | (1.4897,2.548636)
1/2 | 0.8664383 | (0.56497,1.2216) | 2.74615 | (1.71730,3.9431) | 2.01957 | (1.7898,2.2935)
1/5 [ 0.9653574 | (0.67449,1.2742) | 2.99912 | (2.02426,4.0291) | 1.97410 | (1.8987,2.1169)
1/10 | 1.0138 (0.72397,1.3124) | 2.7642 | (1.88794,3.6641) | 1.94155 | (1.85554,2.0347)

~_— | |

Cuadro 6.2:

Consideremos la difusién X solucioén de 5.17 weon Xg = g, A\, € R, 0 € RT y es ergddico si a > 0.
En este caso, la densidad condicional pg(A, z;|z;—1) tiene distribucién Gaussiana de pardametros

ﬁ ,8 WA 9 1— e—2aA
XialXg ~ N =+ (xy — =)e 20— | .
t+a X ( o T (e ——)em o
Entonces, tenmos una expresién explicita para (6.5) y podemos encontrar los estimadores maximo ve-

rosimiles.

El proceso de Ornstein-Uhlenbeck, en la versién de dos pardmetros, definido por la ecuacién difencial
estocdastica

dX; = —aXidt + odWy,

tiene una forma explicita para los estimadores maximo verosimil dado por :

1 Do Xi1 X
&= ——log (Z_nl)
A Y X2,

definido siempre que ocurra > X;-1X; >0,y

A n

5% = 1 _ €—2Aa Z X Xi-1e” d) )
=1

6.4. Ejercicios

1. Mostrar que el método de Euler tiene orden fuerte de convergencia con 7 = 1/2.

2. Mostrar que esta aproximacién tiene convergencia débil y fuerte de orden uno.

High-frequency
A [n [a=11]25%-975% [B=3[25%-9756% [o=2 [25%-975%
| 1/1000 | 1000 | 3.9832 [ (-1.2793, 9.2737) | 8.0231 | (-1.9707,18.0656) | 2.0301 [ (1.9442, 2.1227) |

Cuadro 6.3:
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Apéndice A

Simulacion de variables aleatorias

Definicién A.1. Sea X variable aleatoria con soporte en E = {x1,x9,...,2p} conx1 <2< ...<Tp ¥y
f su funcion de densidad asociada
Se define

W) = Zrin(is | f(on)>u)

Se dice que ¢ es la funcion de cuantiles asociada a la variable aleatoria X.

Lema A.1. Considérese U una v.a. uniforme en (0,1) y X una v.a. con soporte en E = {x1,x2,...,2n}
conx1 < x3 < ...< Ty, con funcion de distribucion fy con funcion de cuantiles ¢, entonces se tiene que
o(U) tiene la misma distribucion que X.

Demostracion.
Plp(U) < aj] = Plmin{i; > fzx) > U} < 4]
k=1
J
= PU<)  f(a)]
k=1
J
= > flaw)
k=1

por lo tanto ¢(U) tiene distribucién f. O

87
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Apéndice B

Convergencia de variables aleatorias y el
Teorema central del limite.

En este apéndice se presentan los modos de convergencia de vectores aleatorios, asi como también sus
respectivas relaciones y los principales resultados que se utilizan a lo largo del trabajo. Este apéndice esta
basado principalmente en [? |, [? ]y [? ].

Convergencia casi segura

En algunas situaciones la convergencia puntual resulta ser una condicién muy fuerte pues se pide la con-
vergencia de la sucesién evaluada en todos y cada uno de los elementos del espacio muestral. Se puede ser
menos estricto y pedir, por ejemplo, que la convergencia se verifique en todo el espacio {2 excepto en un
subconjunto de probabilidad cero.

Definicién B.1. (Convergencia casi sequra). La sucesion de variables aleatorias &1, &s, .. .converge casi
sequramente a la variable £, si P{w € Q: lim §,(w) =¢&(w)} = 1.
n—aoo

Es decir, en la convergencia casi segura se permite que para algunos valores de w, la sucesién numérica
&1(w), & (w), ... pueda no converger, sin embargo el subconjunto de 2 en donde esto suceda debe tener
1 . . . . . C.S. . ’
probabilidad cero. Para indicar la convergencia casi segura se escribe &, —> £ , 0o bien lim £, =& c.s. A
n——oo

menudo se utiliza el término convergencia casi donde quiera, o bien convergencia casi siempre para de-
notar este tipo de convergencia. Observe que omitiendo el argumento w, la condicién para la convergencia
casi segura se escribe en la forma més corta: Pllim,,—,~ &, = &] = 1, o simplemente P[¢,, — &] = 1. Es
posible demostrar que el conjunto {w € 2 : &, (w) — &(w)} es medible de modo que tiene sentido aplicar
la probabilidad. Puede también demostrarse que bajo este tipo de convergencia, el limite es tnico casi
seguramente, es decir, si &, converge a ¢ c.s. y también converge a 7 c.s., entonces £ = 7 casi seguramente.

Convergencia en probabilidad
Un tipo de convergencia atin menos restrictiva que la convergencia casi segura es la convergencia en pro-
babilidad la cual se define a continuacion.

Definicién B.2. (Convergencia en probabilidad). La sucesion de variables aleatorias &1,&2, ... converge
en probabilidad a &, st para cada € > 0,

lim P{w e Q: | (w) —E(w)| > e} =0.
n—-—ao0

89



90APENDICE B. CONVERGENCIA DE VARIABLES ALEATORIAS Y EL TEOREMA CENTRAL DEL LIMITE.

Cuando hablamos de vectores solo cambiamos el valos absoluto por la norma euclidiana.

Para denotar la convergencia en probabilidad se escribe &, LN ¢, y omitiendo el argumento w la condicién
se escribe lim,, o P[| &, — & |> €] = 0. Nuevamente puede comprobarse que el limite es dnico casi segu-
ramente.

Convergencia en media
En este tipo de convergencia se usa la esperanza para determinar la cercania entre dos variables aleatorias.

Definicién B.3. (CONVERGENCIA EN MEDIA). La sucesion de variables aleatorias integrables £1,&a, . . .
converge en media a la variable aleatoria integrable & si

im E[| & — &[] =0.

n—aoo

. . .z . m Lt
A este tipo de convergencia también se le llama convergencia en L! y se le denota por &, ~— &, 0 &, = €.
A partir de la definicién de convergencia en media es inmediato preguntarse si de alli se sigue la conver-
gencia de la sucesién de medias. La respuesta es afirmativa.

Convergencia en media cuadratica

Nuevamente usando el concepto de esperanza pero ahora aplicado al segundo momento se tiene la con-
vergencia en media cuadratica. Mas adelante demostraremos que la convergencia en media cuadratica
implica la convergencia en media.

Definicién B.4. (CONVERGENCIA EN MEDIA CUADRATICA ). La sucesién de variables aleatorias
£1,&9, ... converge en media cuadrdtica a &, st

lim E[| & — € *] = 0.

n——aoo

En este tipo de convergencia se presupone que tanto los elementos de la sucesién como el limite mismo
son variables aleatorias con segundo momento finito. A este tipo de convergencia también se le llama

. .C. L?
convergencia en L2, y se le denota por &, —=5 £, 0 &, — €.

En general puede definirse la convergencia en L*, para cada entero k > 1, cuando se cumple la condicién
E[| & — € |F] — 0. Resulta que mientras mayor es el valor de k, mis restrictiva es la condicién de
convergencia.

Convergencia en distribuciéon
Este es el tipo de convergencia menos restrictiva de todas las mencionadas. En contextos mas generales
se le llama también convergencia débil.

Definicién B.5. (Convergencia en distribucion). La sucesion de variables aleatorias &1,&2, ... converge
en distribucion a &, si para todo punto x en donde la funcion F¢(x) es continua, se cumple que

lim F, (v) = Fe(x).

n—oo

. d . le
Cuando esto ocurre escribimos &, — & o bien &, RN £.
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Resultados mas importantes de los tipos de convergencia

Proposicion B.1. Convergencia c.s. = convergencia en probabilidad.

Proposicion B.2. Convergencia en Lp = convergencia en media.

Proposicién B.3. Convergencia en media => convergencia en probabilidad.

Proposicion B.4. Convergencia en probabilidad. = convergencia en distribucion.

Todos los resultados anteriores de esta seccién pueden ser consultados en [? | en la parte de Convergencia
Capitulo 7.

Definicién B.6. Sean &, &1, &, ... vectores aleatorios, entonces la sucesion {&, }nen converge casi sequra-
mente (en probabilidad) a & si la sucesion || € —&, || converge c.s. (en probabilidad), en tal caso escribimos

o S5 € (6 D €).

Lema B.1. (Criterio de subsucesion)Sean £,&1,&, ... vectores aleatorios. Entonces &, EN & siy solo si
cada subsucecion N' C N tiene una subsucesion N” C N'de tal manera que &, — £ c.s. através de la
subsucesion N”.En particular, &, — € c.s. implica &, 2> €.

Para su demostracién ver [? ]| pdgina 40.

Proposicién B.5. (aplicaciones continuas) Sean &,&1,&2,. .. variables aleatorias en Q con &, 2, &y
considera una funcion f : Q — R de tal manera que f es c.s. continua. Entonces f(&,) LN f(&).

Demostracion. Se deduce facilmente del Lema B.1. O

Proposicién B.6. (Operaciones elementales) Sean &,&1,&2,... y 1,m,72, ... variables aleatorias con
&n 2 Eynn LN n. Entonces a&,, + bn, 2, a& 4+ bn, para todo a,b € R, y &, 2 &n. Ademds &, /mn, LN &/n
cuando c¢.s. 1 # 0 y nn, # 0 para toda n.

Demostracion. Se deduce del Lema B.1. O

Proposicion B.7. Sean &,&1,&2,... y n1,n2, ... vartables aleatorias con &, LN € yn, =2 0. Entonces

Enn 2.

Demostracion. Sea € > 0y § > 0, sabemos que existe N € N tal que para toda n > N se tiene que
P(| nn |> d€) < § y por tanto

B(| &t [> ) < B(| &t [> €| 1 |< 66) +0 (B.1)
5+ P( & > 5). (B.2)

Sabemos que P(| &, [> ) — P(| £ |> %), entonces
n—oo

1
h’msupP(| gnnn |> 6) < 5+P(‘ 5 |> 5)
n—00

Por lo tanto P(| &mn |> €) —— 0. O
n—o0
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Proposicion B.8. Sean X, X1, Xo, ... vectores aleatorios, las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. FX (f) — FX(ﬁ para todo punto t de continuidad.

~

2. Para toda funcién de valores reales f uniformemente continua y acotada E[f(X,)] — E[f(X)].

A

3. Para toda funcién de valores reales f continua y acotada E[f(X,)] = E[f(X)].

St alguna de estas condiciones se cumple se dice que X, converge en distribucion o converge débilmente

A . A d A
a X que se escribe X, —> X

La demostracién se encuentra en [? | pagina 16.

Proposicién B.9. Sean )2, )21, Xg, ey Y, }71, }72, ... vectores aleatorios sobre R* y RP respectivamente,
tales que Xn i> X Y Yn Ly ¥ entonces

A d A A
(Xpn, Yo) = (X, Y)

Donde Y es un vector constante

Demostracion. Sea H : RETP — R una funcién uniformemente continua y acotada, entonces
| E[H(Xn, V)] — E[H(X, )] |< El| H(Xp, V) = H(X,, ¥) 1+ | E[H(X, V)] — E[H(X, V)] |

El primer sumando tiende a cero por que H es acotada y uniformemente continua, mientras que el segundo
tiende a cero por que Y es constante y por la Proposicién anterior ]

Los siguientes resultados pueden ser consultados en [? |

Teorema B.1. (Ley fuerte de los grandes nimeros). Sea £1,&2,. .. una sucesion de variables alea-
torias independientes e idénticamente distribuidas con media p. Entonces

1 n
n Zfz’ L 22
i=1

Teorema B.2. (Teorema Central del Limite). Sea &1,&2,... una sucesion de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas con media p y varianza finita o. Entonces

Z‘Si_“ 4 N(0,1).

no
i=1

Para la demostracion del siguiente teorema ver [? ].

Teorema B.3. (Teorema de Curtiss). Sea &,&1, s, ... una sucesion de vectores aleatorios con funcio-
nes generadoras de momentos M, My, Mo, ... finitas en algun abierto D que contenga al cero.

Si My, (t) —— M(t) para t € D se tiene que &, 4, €.
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Apéndice C

Cdédigos en R

En el cédigo C.1 se realizan trayectorias que reciben como parametros:

1. N; tamano de la poblacién

\V)

. t; tiempo de observacién / tiempo de horizonte

3. beta; tasa de infeccién

4. gamma; tasa de recuperaciéon

5. 50, 10, RO; condiciones iniciales.

Cédigo C.1.
sir_gillespie <- function(S0,I0,R0,beta, gamma,t)q{
S=S0
I=I0
R=RO
N=S+I+R
t_ev=0
times <- c(0)
St <- ¢(S)
It <- c(I)

proba <- numeric (2)

while(t_ev < t &8 I > 0){

lambda= ((beta*S*I)/N) + (gamma*I)
t_ev <- t_ev + rezp(l,rate=lambda)
times <- append(times,t_ev)
pi = c((beta*S*I/N)/lambda
eventos <- sample(c(1,-1),1,

if (eventos==1){

I <- I + ewventos

S <- S

93
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R <- R
} else {
I <- I + ewventos
S <- S
R <- R + 1

}
It <- append(It,I)
St <- append (St,S)
}
return ( data. frame (It=It, St=St,

times=times))
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Apéndice D
Cdédigos en Julia

El codigo D.1 crea un método llamado trayectoria que recibe como parametros:

1. matriztrans; es la matriz de transicién de la cadena de Markov a simular, es de tamano N x N
2. distinicial; es el vector de transicion inicial de la cadena de Markov, es de tamano N
3. tiempo; es el tiempo hasta el cual se quiere simular la cadena de Markov

4. E; es el espacio de estados de la cadena de Markov, es de tamano N.

El método nos proporciona una trayectoria de la cadena de Markov, es decir un vector y nos muestra la

grafica de la trayectoria simulada.
Cédigo D.1.

Pkg.add ("QuantEcon")
Pkg.add ("StatsBase")
Pkg.add ("Distributions")
Pkg.add ("PyPlot")

using PyPlot

using StatsBase

usitng Distridbutions

using (uantEcon

function trayectoria(matriztrans,distinicial ,tiempo,E)
dim=length (E)

posticion=collect (1:1:dim)

estado=0

simulaciones=zeros (tiempo+1)

estado=wsample (posicion,distinicial ,1) [1]

simulaciones [1]=E[estado]

k=2

sim=zeros (dim)
while k<=tiempo+1
h=1
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while h<=dim

sim[h]=matriztrans [estado,h]
h=h+1

end

estado=wsample (posicion,sim,1) [1]
simulaciones [k]=E[estado]

k=k+1

end

z=collect (0:1:tiempo)

return hcat(z,simulaciones)
end

matriztrans =[.2 .1 .5 .2;.5 .2 .2 .1;.2 .5 .1 .2;.3 .5 .1 .1]
distinicial=[.2,.4,.2,.2]

E=[1,2,3,4]

tiempo=30
trayecto=trayectoria(matriztrans,distinicial , tiempo,E)
plot(trayecto[1:end,1], trayecto[1:end,2],".")

azts ([0, tiempo ,E[1]-1,E[end]+1])

title("Trayectoria de una Cadena de Markov'")

El cédigo D.2 crea un método llamado inferencia que calcula los estimadores méximo verosimiles de
las probabilidades de transicién teniendo como informacion una trayectoria observada de una cadena de
Markov con espacio de estados FE, recibe como parametros:

1. trayecto; es una trayectoria de la cadena de Markov, es un vector

2. FE; es el espacio de estados en el que vive la cadena de Markov, es de tamano N.

El método nos proporciona como salida una matriz de tamano N x N.
Caddigo D.2.

Pkg.add ("QuantEcon")

Pkg.add ("StatsBase")

Pkg.add ("Distributions")

Pkg.add ("PyPlot")

using PyPlot

using StatsBase

using Distributions

using QuantEcon

function inferenctia (trayecto,E)
N=length (E)

P=zeros (N, N)

n=zeros (N)

t=length (trayecto)

k=1

1=2

u=1

while(trayecto [1]!=E[k])

k=k+1



20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44

[

© 0 N9 O o s W N

97

end

while (l<=t)

u=1
while(trayecto[l]!=E[u])
u=u+l1

end
Plk,u]=1+P[k,u]
nlk]=1+n[k]

k=u

1=1+1

end

1=1

j=1

while (4 <=N)

Jj=1

while (j<=N)
Pli,3]=P[%,5]/n[]
Jj=j+1

end

1=1+1

end

return P

end
estimador=inferencia (trayecto[1:end,2],E)

El cédigo D.3 crea un método para analizar la convergencia de la distancia entre la matriz de transicién
real y la estimada conforme el horizonte de tiempo converge a infinito, recibe los siguientes parametros:

1. matriztrans; es la matriz de transicién de la cadena de Markov a simular, es de tamano N x N

2. distinicial; es el vector de distribucion inicial de la cadena de Markov, es de tamano N

3. tiempo; es el tiempo hasta el cual se quiere analizar la distancia

4. F; es el espacio de estados de la cadena de Markov, es de tamano N.

El método nos proporciona la grafica de la convergencia de la distancia.
Cadigo D.3.

function convergencia(matrimtrans,distinicial,tiempo,E)
distancia=zeros (1)

vectortiempo=zeros (1)

t=100
stmulaciones=trayectoria(matriztrans,distinicial ,max (tiempo ,100) ,E)
k=1

1=1

while (t<=maz (tiempo ,100))

1=1
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while(t>simulaciones [%1,1])

1=1+1

end

estimador=inferencia (simulaciones [1:4,2],E)
distancia[k]=norm(estimador-matriztrans,2)
vectortiempo [k]=t

distancia=vcat (distancia, 0)
vectortiempo=vcat (vectortiempo ,0)

k=k+1

t=t+100

end

plot (vectortiempo[1:end-1],d<istancia[l1:end-1])

hlines (zmin=0,y=0, zmaxr=vectortiempo [end -1])

azis ([0,vectortiempo[end-1],~-.01, mazimum(distancia[l:end-1])])
zlabel ("tiempo")

ylabel ("norma")

title("Convergencia del estimador ")

return hcat (vectortiempo[1:end-1],distancial[1:end-1])

end

El cédigo D.4 crea un método llamado PSM que simula una cadena de Markov en tiempo continuo
(PSM), recibe como pardmetros :

1. generador; es la matriz de intensidades (generador infinitesimal), es de tamano N x N

2. distinicial; es el vector de distribucion inicial del proceso, es de tamano N

3. tiempo; es el tiempo hasta el cual se quiere simular el proceso

4. F; es el espacio de estados del proceso, es de tamano N.

El método nos proporciona la trayectoria simulada.
Cédigo D.4.

function PSM(generador,distinicial, tiempo,E)
dim=length (E)

posicion=collect (1:1:dim)

estado=0

saltos=zeros (1)

tiempos=zeros (1)

estado=wsample (posicion,distinicial ,1) [1]
saltos[1]=E[estado]

tiempos [1]=1og(rand ())/generador[estado, estado]
k=tiempos [1]

sim=zeros (dim)

cont=2

while k<=tiempo

h=1
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while h<=dim

sim[h]=-generador[estado,h]/generador[estado, estado]

h=h+1

sim[estado]=0

end

estado=wsample (posicion,sim,1) [1]

saltos=vcat (saltos,0)

saltos[cont]=E[estado]

tiempos=vcat (tiempos,0)

tiempos [cont]=(log(rand ())/generador[estado, estado])+k

k=tiempos[cont]

cont=cont+1

end

##Aquld definimos 2 nuevos arreglos llamados tiempoinicial y tiempofinal,
##estos representan en su t1-esima entrada el tiempo inicial y tiempo final
##en el que el proceso se mantuvo constante en el (i-1)-esimo salto.
tiempoinicial=zeros (length(saltos))

tiempofinal=zeros (length (saltos))

tiempofinal=titempos[1:(length(saltos))]

tiempoinicial [2: (length(saltos))]=tiempos[1:(length(saltos)-1)]
tiempofinal [length (saltos)]=tiempo

tiempotinicial [1]=0

return hcat (saltos, tiempoinicial , ttempofinal)

end

generador=[-.13 .04 .01 .08;.02 -.10 .04 .04;.2 .1 -.6 .3;.05 .15 .1 -.3]
distinicial=[.2,.2,.1,.5]

E=[1 ,2,3,4]

tiempo=50

stmulaciones=PSM(generador,distinicial , tiempo,E)
n=div(length(simulaciones) ,3)

hlines (y=simulaciones [1:n,1],zmin=simulaciones [1:n,2],zmaz=simulaciones[1:n,3],
color="blue", linewidth=3)

plot (simulaciones [1:n,2],simulaciones[1:n,1],"bo",color="blue")

plot (simulaciones [1:(n-1),3],stmulaciones [1:(n-1),1],"0",color="white")

azis ([0, tiempo ,E[1]-1,E[end]+1])

title("Trayectoria del PSM")

El codigo D.5 crea un método llamado in ferenciaPSM, calcula el estimador méximo verosimil del ge-
nerador infinitesimal de una trayectoria dada de un PSM, los parametros del método son:

1. tiempos; es un vector que almacena los tiempos entre saltos, es decir los tiempos de inter arribo del
proceso.
2. estados; es un vector que almacena los estados visitados del proceso en cada transicién
3. E; es el espacio de estados del proceso, es de tamatio N.
El método nos proporciona una matriz de N x N, la cual representa el estimador maximo verosimil del

generador infinitesimal de la trayectoria dada.
Cédigo D.5.
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function inferenciaPSM(tiempos,estados,E)

N=length (E)

@=zeros (N,N)

R=zeros (N)

t=length (estados)

k=1

1=2

u=1

while(estados [1]!=E[k])
k=k+1

end

while(l<=t)

u=1

while(estados [1]!=E[u])
u=u+l

end

Qlk,ul=1+Q [k, u]
Qlk,k]=1+Q[k, k]
R[k]=R[k]+tiempos[l-1]
k=u

1=1+1

end
R[u]=R[u]+tiempos[t]
=1

while (i<=N)

j=1

while (j<=N)
Qli,51=Q[<,5]1/R[<]

Jj=j+1

end
Qli,i]=-Q[i,i]
1=1+1

end

return @

end

APENDICE D. CODIGOS EN JULIA

generadorestimado=inferenciaPSM(simulactones[1:end,3]-simulaciones[1:end,2],

simulaciones [1:end,1],E)

El cédigo D.6 crea un método llamado convergencia que sirve para analizar la convergencia de la distancia
entre el generador infinitesimal real y el estimado conforme el horizonte de tiempo tiende a infinito, recibe

los siguientes parametros:

1. generador; es la matriz de intensidades (generador infinitesimal) del proceso, es de tamano N x N

2. distinicial; es el vector de distribucion inicial del proceso, es de tamano N

3. tiempo; es el tiempo hasta el cual se quiere analizar la convergencia, al menos debe ser 100
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4. E; es el espacio de estados del proceso, es de tamano N.

El método nos proporciona la grafica de la convergencia de la distancia.
Cédigo D.6.

function convergencia(generador,distinicial ,tiempo,E)

distancia=zeros (1)

vectortiempo=zeros (1)

t=100

d=0

stmulaciones=PSM(generador,distinicial ,maz (tiempo,100) ,E)

k=1

1=1

while (t<=maz (tiempo ,100))

1=1

while(t>simulaciones[%,3])

1=1+1

end

d=simulaciones[1,3] -t

simulaciones [1,3]=t

distancia[k]=norm(inferenciaPSM(simulaciones [1:%1,3]-simulaciones[1:3,2],
stmulaciones [1:%1,1],E)-generador,2)

vectortiempo [k]=t

simulaciones[1,3]=t+d

distancia=vcat (distancia,b 0)

vectortiempo=vcat (vectortiempo ,0)

k=k+1

t=t+100

end

plot (vectortiempo [1:end-1],distancia[l1:end-1])

hlines (zmin=0,y=0, zmaz=vectortiempo [end-1])

azts ([0, vectortiempo[end-1],~-.01,mazimum(distancia[l:end-1])])
zlabel ("tiempo")

ylabel ("norma")

title("Convergencia del estimador")

return hcat (vectortiempo [1:end-1],distancia[1:end-1])

end

El cédigo D.7 crea un método llamado clasescomunicacion recibe como parametros:

1. matriztrans; es la matriz de transicién de una cadena de Markov

2. FE; es el espacio de estados de la cadena de Markov.

Como resultado nos proporciona todas las clases de comunicacién de la cadena de Markov
Caddigo D.7.

function clasescomunicacion (matriztrans,E)

mc=MarkovChain (matriztrans)

clases=communication_classes (mc)

101
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taml=1length (communication_classes (mc))
for < 2n 1:tami

tam2=1length (communication_classes (mc) [1])
for 7 in 1:tam2
clases[t][j]=E[clases[t][j]]

end

end

return clases
end

matriztrans =[0 1 0 0;1/3 0 2/3 0;0 2/3 0 1/3;0 0 1 0]
E=[0,1,2,3]
clasescomunicacion (matriztrans ,E)

El cédigo D.8 crea un método llamado periodo recibe un sélo pardametro:
1. matrixztrans; es la matriz de transicién de una cadena de Markov.

Como resultado nos muestra el periodo asociado a la cadena de Markov, suponiendo que dicha cadena es
irreducible.

Cédigo D.8.

function periodo (matriztrans)

mc=MarkovChatin (matriztrans)

return pertod (mc)

end

matriztrans =[0 1 0 0;1/3 0 2/3 0;0 2/3 0 1/3;0 0 1 0]
periodo (matriztrans)

El cédigo D.9 crea un método llamado estadosrecurrentes recibe como parametros:

1. matrixtrans; es la matriz de transicién de una cadena de Markov

2. FE; es el espacio de estados de la cadena de Markov.

Como resultado nos muestra el conjunto de estados de la cadena que son recurrentes.
Cédigo D.9.

function estadosrecurrentes (matriztrans,E)

mc=MarkovChain (matriztrans)
recurrentes=recurrent_classes (mc) [1][1:end]

for % in 1:length(recurrentes)

recurrentes[i]=E[recurrentes[i]]

end

return recurrentes
end

matriztrans =[0 1 0 0;1/3 0 2/3 0;0 2/3 0 1/3;0 0 1 0]
E=[0,1,2,3]
estadosrecurrentes (matriztrans ,E)
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El cédigo D.10 crea un método llamado estacionaria que sirve para dar una aproximaciéon de la distribu-
cién estacionaria, recibe como parametros:

1. matriztrans; es la matriz de transicién de una cadena de Markov

2. FE; es el espacio de estados de la cadena de Markov

3. tiempo; es el tiempo hasta el cual se quiere analizar la convergencia a la distribucién estacionaria.

Como resultado nos muestra la aproximacion del vector estacionario.
Cédigo D.10.

function estacionaria(matriztrans,E, tiempo)

dim=1length (E)

nu=zeros (dim)

distinicial=zeros (dim)

distinicial [1]=1

trayecto=trayectoria (matriztrans,distinicial ,ttempo,E) [1:end,2]
for < in 2:tiempo+1

for 7 in 1:dim

if trayecto[i]==E[j]

nulj]=nulj]+1

end

end

end

return nu/tiempo

end

tiempo=10000

matriztrans =[0 1 0 0;1/3 0 2/3 0;0 2/3 0 1/3;0 0 1 0]

E=[0)11213]
estacionaria (matriztrans ,E, tiempo)

El cédigo D.11 crea un método llamado convergenciaestacionaria recibe como parametros:

1. matriztrans; es la matriz de transicién de una cadena de Markov

2. FE; es el espacio de estados de la cadena de Markov

3. tiempo; es el tiempo hasta el cual se quiere analizar la convergencia de la distribucién estacionaria

4. vectorinvariante; es la distribucién estacionaria de la cadena de Markov.

Como resultado nos muestra la gréfica de la convergencia a la distribucién estacionaria.
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Cédigo D.11.

function convergenctiaestacionaria(matriztrans,E,tiempo,vectorinvariante)
dim=length (E)

nu=zeros (dim)

d=div (tiempo ,1000)

convergencia=zeros (d)

distinicial=zeros (dim)
distinicial [1]=1

trayecto=trayectoria (matriztrans,distinicial ,tiempo,E) [1:end,2]
for k wn 1:d

for i in 1000%(k-1)+2:1000*k+1

for 7 in 1:dim

if trayecto[i]==E[j]

nulj]l=nulj]+1

end

end

end
convergencia[k]=norm((nu/(1000%k))-vectorinvariante ,2)
end

plot (collect (1000:1000: tiempo),convergencial[l:end])
hlines (zmin=0,y=0, zmaxr=d*1000)

azts ([0,d*1000, -.01, mazimum (convergencia[l:end])])
zlabel ("tiempo")

ylabel ("norma")

title("Convergencia al vector estacionario”)

return convergencia

end

tiempo=100000

matriztrans =[0 1 0 0;1/3 0 2/3 0;0 2/3 0 1/3;0 0 1 0]
E=[0,1,2,3]

vectorinvariante=[1/8,3/8,3/8,1/8]
convergenciaestacionaria(matriwtrans,E,tiempo,vectorinvariante)

El cédigo D.12 llamado probatransicion sirve para encontrar la matriz de probabilidades de transicion al
tiempo t del PSM, recibe un sélo parametro:

1. generador; es la matriz de intensidades (generador infinitesimal) del proceso, es de tamano N x N.

La funcién muestra la diagonalizacién del generador infinitesimal, para después expresar a la matriz de
probabilidades de transicién al tiempo t del PSM.
Cédigo D.12.

function probatransicion (generador)
dim=length (generador[1:end,1])
I=zeros (dim, dim)

for i an 1:dim
I[i,i]=eig(generador) [1][%]

end
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return Array[(eig(generador) [2]),I,inv(eig(generador) [2])]
end

generador=[-1 1 0 0;2 -4 2 0;0 1 -2 1,0 0 2 -2]
probatransicion (generador)

El cédigo D.13 crea un método llamado clasescomunicacionPSM recibe como parametros:

1. generador; es la matriz de intensidades (generador infinitesimal) del proceso

2. E; es el espacio de estados del PSM.

Como resultado nos proporciona todas las clases de comunicacion de la cadena de saltos asociada al PSM.
Cédigo D.13.

function clasescomunicacionPSM(generador,E)

d=length (E)

matriztrans=zeros (d,d)

k=0

for < wn 1:d

k=generador[i, ]

for 7 2n 1:d
matriztrans [1, j]=-generador[i,jI1/k
end

matriztrans[i1,4]=0

end

mc=MarkovChain (matriztrans)
clases=communication_classes (mc)
taml=length (communication_classes (mc))
for < 2n 1:taml

tam2=1length (communication_classes (mc) [1])
for 7 in 1:tam2
clases[t][j]=E[clases[t][j]]

end

end

return clases
end

generador=[-1 1 0 0;2 -4 2 0;0 1 -2 1;0 0 2 -2]
E=[0,1,2,3]
clasescomunicacionPSM(generador ,E)

El cédigo D.14 crea un método llamado estadosrecurrentesPSM recibe como parametros:

1. generador; es la matriz de intensidades (generador infinitesimal) del PSM

2. E; es el espacio de estados del PSM.

Como resultado nos muestra el conjunto de estados del PSM que son recurrentes.
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Cédigo D.14.

function estadosrecurrentesPSM(generador, E)
d=length (E)

matriztrans=zeros (d,d)

k=0

for < wn 1:d

k=generador[i,i]

for 7 2n 1:d

matriztrans[t, j]=-generador[i,j]1/k

end

matriztrans [i1,3]=0

end

mc=MarkovChain (matriztrans)
recurrentes=recurrent_classes(mc) [1][1:end]
for i in 1:length(recurrentes)
recurrentes[i1]=E[recurrentes[i]]

end

return recurrentes
end

generador=[-1 1 0 0;2 -4 2 0;0 1 -2 1;0 0 2 -2]
E=[0:1:2:3]
estadosrecurrentesPSM(generador ,E)

El cédigo D.15 crea un método llamado estacionariaPSM recibe como parametros:

1. generador; es la matriz de intensidades (generador infinitesimal) del proceso, es de tamano NxN
2. tiempo; es el tiempo hasta el cual se desea calcular la aproximacion de la distribucién estacionaria

3. E; es el espacio de estados del PSM, es un vector de tamano N.

Como resultado nos muestra la aproximacién de la distribucion estacionaria que es un vector de la misma
longitud que E.
Cédigo D.15.

function estactonariaPSM(generador, tiempo,E)
dim=length (E)

distinicial=zeros (dim)

distinicial [1]=1

posicion=collect (1:1:dim)
tiempoestancia=zeros (dim)

estado=0

estado=wsample (posicion,distinicial ,1) [1]
tiempoestancia[estado]=log(rand())/generador[estado, estado]
k=tiempoestancia[estado]

s=k

sim=zeros (dim)

while k<=tiempo
h=1
while h<=dim
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sim[h]=-generador[estado ,h]/generador[estado, estado]
h=h+1

sim[estado]=0

end

estado=wsample (posicion,sim,1) [1]

s=(log(rand ())/generador[estado, estado])

k=s+k
tiempoestancia[estado]=s+tiempoestancialestado]

end
tiempoestancia[estado]=tiempoestancialestado]-s+k-tiempo
return tiempoestancia/tiempo

end

generador=[-1 1 0 0;2 -4 2 0;0 1 -2 1;0 0 2 -2]
E=[0,1,2,3]

tiempo=10000

estacionariaPSM(generador, tiempo ,E)

El cédigo D.16 llamado convergenciaestacionariaPSM recibe como pardametros:

1. generador; es la matriz de intensidades (generador infinitesimal) del proceso, es de tamano NxN

2. tiempo; es el tiempo hasta el cual se desea analizar la convergencia a la distribucién estacionaria

3. E; es el espacio de estados del PSM, es un vector de tamano N

4. vectorinvariante; es la distribucion estacionaria del PSM, es un vector de tamano N.

Como resultado nos muestra la grafica de la convergencia hacia la distribucién estacionaria.
Cédigo D.16.

function convergenciaestacionariaPSM(generador,tiempo,E,vectorinvariante)
dim=length (E)

d=div (tiempo,1000)

convergencia=zeros (d)

distinicial=zeros (dim)

distinicial [1]=1

posticion=collect (1:1:dim)

tiempoestancia=zeros (dim)

estado=0

estado=wsample (posicion,distinicial ,1) [1]
tiempoestancia[estado]=1log(rand ())/generador[estado, estado]
k=tiempoestancia[estado]

s=k

sim=zeros (dim)

for 1 2n 1:d

while k<=1%*1000

h=1

while h<=dim
sim[h]=-generador[estado,h]/generador [estado, estado]

h=h+1

sim[estado]=0
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end

estado=wsample (posicion,sim,1) [1]
s=(log(rand())/generador[estado, estado])

k=s+k

tiempoestancia[estado]=s+tiempoestancialestado]

end

tiempoestancia[estado]=tiempoestancialestado]-s+k-1*1000
convergencial[l]=norm(vectorinvariante-(tiempoestancia/(1*1000)),2)
tiempoestancia[estado]=tiempoestancial[estado]+s-k+1*1000

end

plot (collect (1000:1000: tiempo),convergencial[l:end])
hlines (zmin=0,y=0, zmax=d+*1000)

azts ([0,d*1000,-.01, maxzimum (convergencia[l:end])])
zlabel ("tiempo")

ylabel ("norma")

title("Convergencia al vector estacionario”)

return convergencia

return convergencia
end

generador=[-1 1 0 0;2 -4 2 0;0 1 -2 1;0 0 2 -2]

E=[0,1,2,3]

tiempo=100000

vectorinvariante=[1/3,1/6,1/3,1/6]
convergenciaestacionartaPSM(generador, tiempo ,E,vectorinvariante)

El c6digo D.17 crea un método llamado asintotica que recibe los siguientes parametros:

1. matrixztrans; es la matriz de transicién de la Cadena de Markov, es de tamafio N x N
2. distinicial; es el vector de la distribucién inicial de la cadena de Markov, es de tamano N
3. tiempo; es el tiempo hasta el cual se quiere aproximar a la matriz )

4. F; es el espacio de estados de la cadena de Markov, es de tamano N.

El método nos proporciona la estimacién de ¥ (ver Teorema 4.3).
Caddigo D.17.

function asintotica(matriztrans,distinicial ,tiempo,E)
trayecto=trayectoria (matriztrans,distinicial ,ttempo,E) [1:end,2]
N=length (E)

matrizFisher=zeros (N"2-N,N"2-N)

P=zeros (N,N)

n=zeros (N)

t=length (trayecto)

k=1

1=2
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u=1

while(trayecto [1]!=E[k])
k=k+1

end

while(l<=t)

u=1
while(trayecto[l]!=E[u])
u=u+1

end

Plk,uw]=1+P[k,u]
nlk]=1+n[k]

k=u

1=1+1

end

for i an 1:N

for 71 4n 1:N-1

for j2 in 1:N-1

1f ji==32

matrizFisher [((1-1)*(N-1))+351,((i-1)*(N-1))+52]=((P[%,351]/n[+])-(P[%,351]/n[4])
"2)/(n[i]/tiempo)

else

matrizFisher [((1-1)*(N-1))+351, ((i-1)*(N-1))+j2]=(-(P[i,351]1/n[2]) "2)/(n[i]/
tiempo)

end

end

end

end

return matrizFisher

end

E=[1,2]

matriztrans=[.2 .8 ; .8 .2]
distinicial=[.5,.5]

tiempo=100000

asintotica (matriztrans,distinicial , tiempo,E)

El cédigo D.18 crea un método llamado asintoticaPSM recibe como pardmetros:

1. generador; es la matriz de intensidades (generador infinitesimal) del proceso, es de tamano Nx N

2. distinicial; es la distribucién inicial del PSM, es de tamano N

3. E; es el espacio de estados del PSM, es un vector de tamano N

4. tiempo; es el tiempo hasta el cual se quiere aproximar a A.

Como resultado nos muestra la estimacién de A (ver Teorema 4.5).
Cédigo D.18.
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function asintoticaPSM(generador,distinictal ,tiempo,E)
stmulaciones=PSM(generador,distinicial , tiempo,E)
tiempos=simulaciones [1:end,3]-simulaciones[1:end,2]
estados=simulaciones [1:end,1]

N=length (E)

matrizFisher=zeros (N"2-N,N"2-N)

@=zeros (N,N)

R=zeros (N)

t=length (estados)

k=1

1=2

u=1

while(estados [1]!=E[k])

k=k+1

end

while(l<=t)

u=1
while(estados[1]!=E[u])
u=u+1

end

Qlk,u]=1+Q[k,u]
Qlk,k]=1+Q [k, k]
R[k]=R[k]+tiempos[l-1]
k=u

1=1+1

end
R[u]=R[u]+tiempos[t]

for i an 1:N

j1=1

1=0

while j1<=N

if i==j1

l=1

j1=g1+1

else

matrizFisher [((i-1)*(N-1))+51-1, ((i-1)*(N-1))+351-1]=(Q[%,351]/R[i]) "2/(Q[%, 511/
tiempo)

j1=51+1

end

end
end
return matritzFisher
end

E=[1,2,3]

distinicial=[1/3,1/3,1/3]

generador=[-2 1 1 ;1 -2 1;1 1 -2 ]
tiempo=10000
asintoticaPSM(generador,distinicial , ttempo,E)
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Listing D.1: Puente Markoviano

puente_rej <- function(t,a,b,Q){
n <- nrow(Q)
mu <- rep(0,n)
mula] <- 1

k <- 0
while (T){
k <- k+1
trayectoria <- ctmc(Q,mu,t)
if (tail(trayectoria$Xn,1) ==
break
}
}
print (k)

return(trayectoria)

b){
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