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Introduccion

A principios de los afios sesenta Harry Rauch, Wilhelm Klingenberg y Marcel Berger demos-
traron lo que ahora se conoce como el teorema de la esfera clasico que dice lo siguiente:

TEOREMA DE LA ESFERA. Sea (M,g) una n-variedad riemanniana compacta y simplemente

coneza, cuya curvatura seccional K es tal que
1 1

Entonces M es homeomorfa a ST, donde SI* denota la esfera de radio r en R" 1.
El objetivo de esta tesina es la presentacion y demostracion de una generalizacién de dicho

teorema dada por Karsten Grove y Katsuhiro Shiohama en 1977. A este teorema se le llamara en
este trabajo el teorema generalizado de la esfera (TGE):

TEOREMA GENERALIZADO DE LA ESFERA. Sea (M, g) una n-variedad riemanniana completa
y conezxa, cuya curvatura seccional K es tal que

0<d<K

QT/S < diam(M).

Entonces M es homeomorfa a S™.
De las hipoétesis del teorema se puede observar lo siguiente:
1. Si hace un reescalamiento de la métrica se puede suponer que
0<d< KK

2. Por el teorema de Bonnet, M es ademas compacta y se tiene
T m
—— < diam(M) < —.
25 V)
Cabe destacar que esta generalizacién no es la tnica, se han hecho generalizaciones en varias
direcciones. Unas de ellas pertenecen a la teoria de subvariedades y otras a la teoria de espacios de
Alexandrov.

A lo largo de este trabajo se usaran nociones y resultados basicos de geometria riemanniana
que pueden encontrarse en [Cheeger-Ebin]|, [Lee 2] y [Gromoll-Klingenberg-Meyer]|.






Capitulo 1

Teorema de Toponogov

El teorema de Toponogov (6 teorema de comparacion de Toponogov) es un resultado muy
importante en la demostracion del TGE que nos permite comparar tridangulos entre dos variedades.
La primera version de este resultado fue publicada por Victor Andreevich Toponogov en 1959 y se
han hecho algunas mejoras a este resultado. Como observacién se puede mencionar que la primera
demostracién que se di6 del teorema clasico de la esfera usaba este teorema.

En este capitulo se demostrara dicho teorema y para entender lo que éste dice se requieren las
siguientes definiciones.

DEFINICION. Un tridngulo geodésico en una variedad riemanniana M es un conjunto de tres
segmentos geodésicos parametrizados por longitud de arco (71, 72,7s) de longitudes I, l2, I3 tal que
Yi(li) = Yi41(0) y li + liy1 > liya. Sea

a; = <U(—it1(lit1), Yi+2(0))

el angulo entre —%;+1(l;41) ¥ %i+2(0), con 0 < «; < 7. Los indices se toman modulo 3.

(%) =7,(0)

DEFINICION. Sean 71 y 72 segmentos geodésicos en M tal que v1(l1) = 72(0) y

a = <(=1(l1),¥2(0)).

A esta configuracion se le llama bisagra y se denota por (1,72, @).

3



4 1. TEOREMA DE TOPONOGOV

il

(%) =7,(0) o

¥y

DEFINICION. Se define M¥ como la 2-variedad riemanniana completa y simplemente conexa
con curvatura seccional constante H. Se denotara a la distancia riemanniana en M¥ por dy.

TEOREMA 1.1 (Toponogov). Sea M una n-variedad riemanniana completa con curvatura sec-
cional K > H.

(A) Sea (y1,72,73) tridngulo geodésico. Supdngase que 1 y v3 son minimizantes y si H > 0,
supongase que L(v2) < w/v/H. Entonces en MY hay un tridngulo geodésico (71,72,7s) tal
que L(v;) = L(%), a1 < oaq y &3 < az. Brcepto en el caso H > 0 y L(v;) = 7/vH para
algiin i, el tridngulo en MH estd determinado de manera unica.

(B) Sea (71,72, ) una bisagra. Supdngase que 1 es minimizante y si H > 0, también supdngase
que L(vy2) < m/vVH. Sean 71,7 C MY segmentos geodésicos tales que 71(11) = 72(0),
L(vi)=L(7) =1 ya=<2(—y(l1),72(0)). Entonces

dg(71(0),72(l2)) = dr (71(0), ¥2(l2).

La demostraciéon del teorema de Toponogov se dividira en 10 partes. Cualquier condicién sobre
v H debe ser ignorada si H < 0. Ademas en el caso H > 0 se considerard € > 0 tal que H —¢ > 0
y se trabajara con M7=,

PARTE 1. Sea (71,72, a) una bisagra en M7~ con L(%;) < n/v/H, i = 1,2. Conforme « crece
de 0 am f(a):=dg—-(31(0),52(l2)) crece de manera estrictamente mondtona de |I; — I3] a

; 2m
D—mln{m7l1 +l2}.

DEMOSTRACION. Considérese 7 fija y 72 variando.

Si H < 0, por el teorema de Cartan-Hadamard (Teorema 1.39 en [Cheeger-Ebin]), M es
simplemente conexa, en especial exps, (o) es difeomorfismo. Asi, dy—c(71(0),72(l2)) es una funcién
suave de « en (0, 7).

Si H >0, dg—e(71(0),792(l2)) es también una funcion suave de «. Para ver esto, es suficiente
ver que di—e(71(0),¥2(l2)) < w/v/H — € porque esto implicaria que J2(l3) esta dentro de una bola
geodésica con centro en 7 (0) y se tendria el resultado. Supongase que

7r
di—(71(0),72(l2)) = ———,
H E(ryl( ) 72( 2)) m
entonces 7 U 7, es la uniéon de dos segmentos geodésicos que unen puntos antipodales en MH ¢,
una 2-esfera con curvatura H — ¢. Como cada segmento tiene longitud menor a 7/v H — € y como
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cada 7; es un segmento geodésico, 7, U 2 es una geodésica suave que une a ¥;(0) y J2(l2). Esto
implica que a = 7, lo que es una contradiccion y, por lo tanto f es suave.

Ahora se vera el crecimiento de f. Para ello notese que conforme 73(l3) se mueve, traza un
circulo de radio Iy alrededor de 73(0). Se afirma que la geodésica minimizante de o, de 71(0) a
~2(l2) es perpendicular a dicho circulo s6lo cuando o = 0 6 a = 7. Si lo fuera, o U—4, formaria otra
geodésica suave de 41 (0) a J2(l2). Lo cual es imposible si H < 0 por el teorema de Cartan-Hadamard
y si H > 0 se tendria que Iy = 7/VH —e > w/\/ﬁ, lo cual contradice la hipétesis sobre ;.

Dicho lo anterior, i.e., la «no perpendicularidad» de las geodésicas o, y usando la féormula de
primera variacién con la variacién por geodésicas o,

d

L(oag)
dal _ L(oa) = —/0 (V,D100)gdt + (V(L(0ay))s Oao(L(0ag))) gs

(b)

o

(a)
con ag > 0 fijo y donde £ denota el funcional de longitud V es el campo de variacion de o,. Por
un lado, (a) es cero pues o, es geodésica y (b) es distinto de cero por la «no perpendicularidady.
Asi, f'(a) # 0 para a € (0,7). Por lo tanto, f es estrictamente monétona. Como f(n) = Dy
f(0) = |la — I1| < D por la geometria de M7 ~¢  entonces f es creciente. Q. E. D.

PARTE 2. En M ~¢ un triangulo con lados de longitud menor o igual a /v H esta determinado
salvo congruencias por la longitud de sus lados.

DEMOSTRACION. Sea (91,7%2,73) un triangulo en M*7~% con L(%;) < w/vH. Considérese
(71,52,03) otro tridngulo en M ¢ tal que L(¥;) = L(5;).

Para L(71) y L(72), de la Parte 1 se tiene que L(73) determina de manera tnica as. Ahora
bien, de la homogeneidad de M~ (pues es S2, R? 6 H2), existe una isometria que manda a &; en
1, 02 en 73 y, por lo dicho antes, o3 en 3. Q. E. D.
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PARTE 3. Sea (7y1,72,a3) una bisagra en M tal que 7, es minimizante y L(ys) < w/V H.
Entonces son equivalentes:

(a) Sea <3 una geodésica minimizante de 2 (l2) a v1(0). Entonces existe un triangulo (91,72, ¥3)
en MH=¢ con L(v;) = L(%) vy as < as.
(b) Sea (1,72, 3) una bisagra en M7 ~¢ con L(v,) = L(5;), i = 1, 2. Entonces

la =11 < dg(71(0),72(12)) < da—(71(0),32(l2))-

DEMOSTRACION. (a)=(b). Dado (91,%2,a3) como en (b), se forma el tridngulo geodésico
(71,72, 73), donde 3 es una geodésica minimizante de v2(l2) a v1(0).

Se supone que {71, 72,73} forma efectivamente un tridngulo, i. e., l; +13 > I3y lo+13 > ;. En
caso contrario se tendria que I3 < lo —1; 6 ls — I3 < —I3 y junto con (a) se tendria trivialmente el
resultado.

Por (a) se tiene un triangulo (71,72, 73) en M=% con L(v;) = L(%;) y @3 < asz. Asi, conforme
as aumente a «g manteniendo L(%;) y L(72) constantes, la funcion dg_.(51(0),32(l2)) es no-
decreciente por la Parte 1. Por lo tanto,

)
lp =l <3 =dg(71(0),72(I2)) = du(71(0),32(12)) < dr(51(0),72(l2)),
(*) se obtiene al hacer el aumento del angulo en M <.
(b)=(a). Sea 73 una geodésica minimizante de y2(l2) a ~1(0). Por (b), si 41,72 € MH ¢y
<(=71(12), 72(0) = a3, entonces

dr(71(0),72(l2)) = dg(71(0),v2(l2)) = 13 > l2 — [1.

Ademaés, como (71,72,73) satisface la desigualdad del triangulo, se tiene que I3 > I3 — ls. Es
decir, |l — 11| 2 I3 = dg(71(0),72(l2)). Juntando esto y la Parte 1, se puede reducir el angulo o
entre 41 y 42 hasta un dngulo a3 de manera que

dr (571(0),72(l2)) = dg(71(0),72(l2))-
Si 75 es la geodésica minimizante entre ¥;(0) y J2(l2), entonces 71, 2 y 3 forman un tridngulo
geodésico con L(v1) = L(71), L(72) = L(32), L(v3) = L(¥3) y a3 < as. Q. E. D.

Para continuar con la demostracion se necesitan unos resultados para la comparacién de longi-
tudes de ciertas curvas, sin embargo dichos resultados seran expuestos en el apéndice A.

Ahora, previo a la Parte 4, se ocupa una definiciéon para la mejor exposicion y desarrollo de la
demostracion del teorema.

DEFINICION. Sea (71,72, 3) una bisagra. Se dird que esta bisagra es pequena si
r
L méx L
5 = max {L(m)}
Y €XPa,(0) |B,(0) €8 un encaje.
Sea (v1,72,73) un tridngulo. Se dird que este triangulo es pequeno si cada una de las bisagras

(YisVi+1,3) es pequena.
PARTE 4. (A) se satisface para tridngulos pequefios y (B) se satisface para bisagras pequenas.
DEMOSTRACION. Primero se mostrard (B) para bisagras pequenas y después se aplicara la
Parte 3 para probar (A) en tridngulos pequenos.

Sea (y1,72,a3) una bisagra pequena en M y sea (71,72, @3) una bisagra en MY ¢ tal que
L(v;) = L(%), @ = 1,2. Sean p = v(I1) y p = J1(l1). Ademéas considérense J3 una geodésica
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minimizante que une a ¥(l2) con ;(0) y una isometria inyectiva i: T,M7~ — T,M tal que
i) = H1(l) e i(32(0)) = 42(0).

Se define la curva en M como

¢ = exp,, oi expgl(”yg),

que conecta y2(lz) con v1(0). Como la bisagra es pequena, se puede aplicar el Corolario A.2 del
teorema de comparaciéon de Rauch y se tiene que

L(c) < L(73).

Por lo tanto, (B) se satisface para bisagras pequeiias.

Ahora bien, témese fijo un vértice en un triangulo pequeno (7y1,72,73), sea 72(0) tal vértice.
Usando la Parte 3, la bisagra (71,72, a3) y lo anterior, existe un tridngulo (1,%2,%3) en M7 —¢
con L(v;) = L(%) v &3 < as. Recordando la Parte 2 se sabe que los tridngulos en M7~ estan
determinados por la longitud de sus lados. De ahi, si se toma cualquier otro vértice y se aplica el
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procedimiento anterior, se obtendria el mismo tridngulo. En consecuencia, existe un tinico tridngulo
en MH=% con L(v;) = L(%;) vy &; < au, i.e., se tiene (A) para tridngulos pequefios. Q. E. D.
Considérese ahora lo siguiente.

DEFINICION. Sean (v1,72,7/2) una bisagra en M y (31,72, 7/2) una bisagra en M~ con
L(vi) = L(%).

MH -£

expygm ft) E(t) ¥,(0)

Sea 75 una geodésica minimizante de J1(0) a J2(l2), que se puede escribir como
Ys(t) = XDy, (t) f(t) E(),

donde E es un campo vectorial unitario, paralelo a lo largo de 7, y perpendicular 4,y f: [0,l2] — R
es una funcion apropiada. Sea E un campo vectorial unitario, paralelo a lo largo de 5, perpendicular
a4s y con E(0) = —41(l1). Se dice que (71,72, 7/2) es una bisagra recta delgada si las hipotesis del
Corolario A.4 del teorema de Berger se aplican a las curvas

exp., ) f(t) E(t)

y

Y3(t) = exps, ) f(t) E(1).
Lo cual es equivalente a pedir que para ningun ¢ hay puntos focales de la subvariedad geodésica
determinada por E(t) a lo largo de la geodésica

51 exXp., 1) 8 E(t)

para s < f(t).
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PARTE 5. (B) se satisface para bisagras rectas delgadas.
DEMOSTRACION. Es inmediato del Corolario A.4. Q. E. D.

DEFINICION. Sea (71,72, ) una bisagra en M con « > /2 y considérese (71,72, ) la bisagra
correspondiente en M~ con L(7;) = L(7;). Sean 73 la geodésica minimizante de 72(l2) a 71(0) y
7: [0,1] = M =¢ el segmento geodésico que emana de 42(0) que satisface

9(5(0),72(0)) = 0,

[ ]
e 5(0) = =671 (l1) + B72(0) con 6, 8 > 0, y
e 5(l) es el primer punto de & que toca a 7s.

Sea o [0, l] — M el segmento geodésico que emana de ~,(0) tal que

* 9(6(0),72(0)) =0,
( )= —571(51)+572( )y
. L(a) L(3).

f

Se dice que (1,72, @) es una bisagra obtusa delgada si (y1,0,« — w/2) es una bisagra pequefia
y si (0,72, 7/2) es una bisagra recta delgada.

PARTE 6. (B) se satisface para bisagras obtusas delgadas.

DEMOSTRACION. Por la desigualdad del tridngulo en M se tiene

dg(71(0),72(12)) < dg(71(0), (1)) + dg (o (1), 72(l2))-
Por la Parte 4,
dg(71(0),0(1)) < dir—e(71(0),5(1)).
Por la Parte 5,
dg(o(1),72(l2)) < du—c(a(1),72(l2)).
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Entonces

dg(71(0),72(12)) < dir—(71(0),5(1)) + dr—c(3(1),72(12)) = du-<(71(0),732(12))-
Q. E. D.

DEFINICION. Sea una (71,72, ) una bisagra con a < 7/2. Sea 73(l) el punto mas cercano a
~1(0). Sea
T=Ylogs 0= 2l
y 0: [0,k] — M una geodésica minimizante de v1(0) a y2(1). Se dice que (71,72, @) es una bisagra
aguda delgada si (y1,7,0) es un tridngulo pequenio, 0 < I < Iy y (0,60,7/2) es una bisagra recta
delgada.

PARTE 7. (B) se satisface para bisagras agudas delgadas.

DEMOSTRACION. Por la Parte 4, existe un triangulo (41,7,
L(7) = L(), L(5) = L(0) y <(~71(11),7(0)) = @ < a. Ademis, <
Sea 0: [I,15] — MH~¢ geodésica definida por 6(1) = 7(I) y 0(1) = 7(

a(=5(k),00) =7 —ay > g

T
=]

Como (0,0, 7/2) es una bisagra recta delgada y usando las Partes 1 y 5 se tiene que

di-(5(0),0(12)) > dg(0(0),0(12)).
Pero 3(0) = 1(0), 0(0) = 71(0), 8(l2) = 32(l2) v 0(l2) = 72(l2). Asi,
d—=(71(0),72(l2)) = dg(71(0),72(l2))-
Finalmente, como & < « y usando de nueva cuenta la Parte 1, aumentando el angulo de & a «
se tiene lo que se queria:

dr—<(71(0),72(12)) = dg(71(0),72(l2))
con la bisagra (71, 32, a). Q. E. D.

DEFINICION. Un tridangulo (v1,72,73) se dice que es delgado si (2,71, @3) v (72,73, 1) son
bisagras delgadas.

OBSERVACION. El teorema se satisface para tridAngulos delgados por las Partes 5, 6, 7 y 2.

Ahora se probaré el teorema de manera general. Considérese una bisagra (71,72, @) como en
(B). Sea N € N fijo y sea

Tkl = ’72|[@ (k+l)l2] y
N > N
donde k y I son enteros positivos con 0 < k + 1 < N. Sea o geodésica miniizante de ,(0) a

Y2 (kla/N) y sea Ty = (Oks Theyts Oktl)-
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7,(0)

Se puede suponer que L(y1) + L(on) = L(72) porque en caso contrario se tendria que

L(y1) + L(on) < L(y2) € \/Lﬁ < \/;7_

Las dos tltimas desigualdades se cumplen si H > 0 usando el teorema de Bonnet y s6lo son
necesarias en ese caso. En cualquier caso lo anterior implicaria a su vez que se puede construir con
geodésicas minimizantes una bisagra (31,72, @) en MHT=¢ con L(v;) = L(71) y L(y2) = L(32), ¥
usando la desigualdad del triangulo,

di—(71(0),72(l2) = L(32) = L)

Es decir,

dr—e(71(0),%2(l2) = L(¥2) — L(M) = L(y2) — L(m1 > L(on) = dg(71(0),v2(l2)
y se tendria (B).
Ahora se afirma que T}, ; forma un tridngulo. i.e., todas las desigualdades del tridgulo se satisface.
Para ver esto, se consideran las siguientes desigualdades

(1) L(m)+Lion) = L(y2),
(2) L(tox) + L(ox) = L(m),
(3) L(thri,N—k—1) + L(ogt1) = L(on).

La desigualdad (1) se satisface por lo anterior, (2) se cumple porque usando la desigualdad del
triangulo y el hecho de que o y 71 son minimizantes,

L(7o.1) + L(ok) = dg(72(0), v2(kl2/N)) + L(ok) = L(71).

Y (3) se sigue de que tanto oj4; como oy son minimizantes y usando la desigualdad del triangulo,

L(Thy1,n—k—1) + L(og41) = dg(v2((k + D)l2/N),v2(l2)) + L(ok41) = L(on).
De ahi,
L(TO,k)+L(Uk)+L(Tk+l,N—k—l)+L(0k+l) Z L(71)+L(UN) > L(ﬁ/g) = L(To,k)+L(Tk,l)+L(Tk+l,N—k—l)-
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Y por lo tanto, L(oy) + L(ok41) = L(7k,), es decir, Ty es triangulo.

A continuacién se afirma que si NV es suficientemente grande, los triangulos (o, Tx,1, 0k+1) son
todos delgados. Para mostrar esto considérense las geodésicas minimizantes o; de v1(0) a y2(¢) y
sea C' el conjunto de las geodésicas en M, el cual es compacto.

NoOTA. En el caso H > 0 cabe destacar que para aplicar el corolario A.4 en la Parte 5, y
consecuentemente en las Partes 6 y 7, si (71,72, @3) es una bisagra delgada, entonces se requiere
que

L() € = < ——t
72) € = < e
S VH VH-—¢
para construir la bisagra correspondiente en M7 ~¢. Asi, como las geodésicas oy son minimizantes
y por el teorema de Bonnet se tiene que

L(oy) < diam(M) T

T
0= < ————.
S VH  VH—¢
Por lo tanto en este sentido si se tiene lo requerido para que (o, 7,1, 0k+1) sea tridngulo delgado.

Para continuar la demostracion de la afirmaciéon anterior se requiere hacer un paréntesis con la
siguiente definicion.

DEFINICION. Sea M una variedad riemanniana completa, p € M y v: [0,00) — M geodésica
normalizada que parte de p. Sit > 0 es suficientemente pequeno, dg(v(0),v(t)) = t, es decir, 7‘[0,t]
es minimizante. Si ’7‘[0,151] no es minimizante entonces tampoco lo sera para t > t1. Por continuidad,
el conjunto de ntimeros para los cuales dy((0),v(t)) =t es de la forma [0, o] 6 [0,00). En el primer
caso, Y(tg) se llama el punto de corte de p a lo largo de v y en el segundo caso se dice que dicho
punto no existe. Se define el lugar de corte de p, denotado 6r Cps(p), como la union de todos los
puntos de corte de p a lo largo de todas las geodésicas que parten de él. Se puede demostrar que
exp, es difeomorfismo en una bola de radio menor o igual a la distancia de p a Cps(p). Ahora
considérese la funciéon

f:SM - RU{co}
dada por:

to  siyy(to) es punto de corte de p a lo largo de vy,
flp,V)= . /
oo sino existe el punto de corte de p a lo largo de vy,

donde

SM :={(p,V) e TM| |V|, =1}
es el haz tangente unitario, vy denota la geodésica normalizada que parte de p con velocidad inicial
V y aRU{oo} se le da la topologia inducida por la base

B ={(a,b)|a,b € R} U{(a,o00] = (a,00) U{occ}|a € R}.

Se puede demostrar que si M es completa, entonces f es continua. Como consecuencia de esto se
tiene que Cjr(p) es cerrada. Las demostraciones de estas afirmaciones pueden ser encontradas en
[Carmo].

Ahora, si se restringe f a C, el dominio seguird siendo compacto y por lo tanto f alcanza un
minimo. Sea ¢ el valor minimo de f si éste pertenece a R y en caso contrario sea ¢ cualquier nimero
real. Como cada o; es compacta, se puede dar una vecindad tubular U; de radio . Més atin, como
se construyd ¢, se tiene que

eXpo't(s) : B(07 %0) — Bg(o't(s)a QO)
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es difeomorfismo para todo s y para todo ¢, donde B(0,¢) denota la bola abierta en T, ;)M con
centro en el origen y radio ¢, y By(o¢(s), ) denota la bola geodésica con centro en o¢(s) y radio .

Finalmente, considérese N suficientemente grande de manera que ¢ > 1/N. Usando esta N, ¢
y las vecindades tubulares, (o, 7.1, 0k+1) C Uk N Uky1, donde Uy denota la vecindad tubular de
o de radio .

Por construccion, las geodésicas estan suficientemente cerca de manera que (o, Tk 1, Ok+1) €S
delgado.

PARTE 8. Si (A) es verdad para T} ;, con k fija y para todo [, entonces (B) es verdad para T} j11
con k fija y para todo .

DEMOSTRACION. Suponiendo (A) para Ty, hay un tridngulo T = (51, Tk, Gr4k) en M7=¢
tal que
L(oy) = L(ok) y @<
L(mk) = L(71,k) Bk < Btk
L(oi1x) = L(G14x)

donde <(=&:(L(01)), 1,k (ll2/N)) ¥ Bir = U=014x(L(014k)), =Tk ((l + k)l2/N)).
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Notese que Bi+i + agy; = 7. Ahora se extiende 7, agregando un segmento 74 1 de longitud
L(Tk41,1). Argumentando de manera totalmente anéloga a como se probo la Parte 7, pero con lo
dicho antes a esta afirmacion, se prueba que

dg(Ul(O), Tl7k+1((k + 1+ 1)[2/N)) < dH_E(a'l(O),7_'57k+1((k + 1+ l)lg/N))
con la bisagra (o7, 7k, @), i-€., lo que se queria demostrar. Q. E. D.

PARTE 9. (B) y (A) son validos en M7 ¢,

DEMOSTRACION. (B) se satisface por induccion, la base de induccién se tiene por lo descrito
antes de la Parte 8 y el paso inductivo por la Parte 8. (A) se cumple por las Partes 3y 4. Q. E. D.

Por lo tanto, se tiene el teorema de Toponogov para cuando H < 0. Falta el caso H > 0.
PARTE 10. Si H >0, (B) y (A) se tienen en M*.

DEMOSTRACION. Como se tiene (B) para M ~¢  se sabe que para todo € > 0 suficientemente
pequeno,
dp-(75(0), 73 (l2)) = dg(71(0),72(l2),
donde 75,75 € MH~¢ y forman un angulo as. La funcién de la izquierda es continua con respecto
a ¢, asi que haciendo tender € a cero se tiene

dr—e(71(0),72(12)) = dg(71(0),72(l2)-
Con un argumento similar se muestra (A) con las Partes 3 y 2. Q. E. D.
OBSERVACION. Sien (A) se pide también que 72 sea minimizante, entonces se tiene un triangulo

de comparacion (31,72, 73) en MH tal que L(v;) = L(%) y a; < ay, i € {1,2,3}. Esto en virtud de
las Partes 2, 3 y 9, ademas de los argumentos de convergencia en la Parte 10.



Capitulo 2

Puntos criticos de funciones distancia

A lo largo de este capitulo se considerara una n-variedad riemanniana (M, g) que es completa
y conexa, y A C M cerrado.

DEFINICION. Considérese la funcién distancia a A:

disty: M — R
p > dy¢(A,p),

donde dg denota la distancia riemanniana de (M, g).
Un punto g € M se dice que es punto critico para dist 4 6 punto critico para A si para cualquier
vector v € T, M hay una geodésica minimizante de c: [0,1] — M de ¢ a A tal que

9(v,¢(0)) = 0.

Un punto » € M se dice que es punto regular para disty 6 punto regular para A si existe un
vector w € T, M tal que para cualquier geodésica minimizante c: [0,1] — M de g a A se tiene que

g9(w,¢(0)) <0.

EJEMPLO. M =S! x R C R3.

q y p son los puntos criticos de p.

EjempLO. M = S! x St.
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g5

9

q1, G2, g3 v p son los puntos criticos de p.

LEMA 2.1. Para cualquier punto regular ¢ € M de dist4 hay un campo vectorial X en alguna
vecindad U de q tal que

(4) 9(Xg,¢(0)) <0
para cualquier ¢ € U y cualquier geodésica minimizante de § a A.
DEMOSTRACION. Como g es regular para A, existe un vector unitario X, € T, M tal que
9(Xq,¢(0)) 2 0

para cualquier geodésica c de g a A. Ahora se extiende X, a un campo vectorial suave arbitrario X
en alguna vecindad abierta de q. Este campo vectorial satisface la condicion (4) en alguna vecindad
abierta suficientemente pequefia pues de lo contrario se puede dar una sucesion {g;};en de puntos
en M que convergen a ¢ y una sucesion {¢;};en de geodésicas de ¢; a A que satisfacen

9(Xq,,¢:(0)) = 0.
Una geodésica limite ¢ de {¢; };en serfa una geodésica minimizante de ¢ a A tal que
9(Xq,¢) 20,
lo cual es una contradiccion. Q. E. D.

DEFINICION. Un campo vectorial unitario X en una vecindad U que satisface (4) se llama
campo vectorial tipo gradiente para dist 4.

El lema anterior muestra la existencia local de los campos vectoriales tipo gradiente para dist 4
alrededor de puntos regulares.
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CoROLARIO 2.2 (Existencia de campos vectoriales tipo gradiente globales). Bajo las mismas
condiciones del lema anterior se tiene que

(a) El conjunto de puntos requlares para A es abierto.
(b) En el conjunto abierto U de puntos regulares existe un campo vectorial tipo gradiente para
dist 4.

DEMOSTRACION. El inciso (a) se sigue inmediatamente del lema anterior.

Para el inciso (b), se pueden pegar los campos vectoriales locales tipo gradiente para dist 4
dados por el lema anterior usando una particion de la unidad. Asi, se obtiene un campo X en U que
satisface (4). Esto tltimo se tiene de la finitud local de la particiéon de la unidad y de la observacion:
si v, , v, son vectores unitarios en un espacio vectorial euclidiano que satisfacen que (v;, w) < 0
para toda i, entonces cualquier combinacion lineal convexa

m
v = Z )\ﬂ}i,
i=1
con \; =0y > ", \; =1, también satisface (v, w) < 0. Finalmente, tomese

X

X:f .
X1l

Q. E. D.

PROPOSICION 2.3. Sea U C M abierto y X un campo vectorial tipo gradiente para dists en U.
Sea ® el flujo de —X y V¥ el flujo de X. Entonces

(a) dista es estrictamente decreciente a lo largo de cualquier curva integral de —X.
(b) En cualquier subconjunto compacto C' de U la razén de decrecimiento estd controlada por
una constante de Lipschitz, i. e., hay una constante 0 > 0 tal que

(5) dist 4 (®(q,to + 7)) < dist4(P(q, o)) — 70
mientras ®(q,to + o) € C para 0 < o < 7. Equivalentemente se tiene

(6) distA(U(q,t5 + 7)) = dista(¥(g, ty)) + 76

DEMOSTRACION. Obsérvese primero que es suficiente probar (b) pues este implica (a).

Notese ahora que X satisface la desigualdad

9(~X,.(0)) > 6

para algin 6 > 0, para cualquier ¢ € C' y cualquier geodésica minimizante ¢ de ¢ a A. Si esto no
fuera cierto, habria una sucesion {g;};cny de puntos en C' y geodésicas minimizantes ¢; de ¢; a A
tal que g(X,,¢;(0)) > 0. Por compacidad se tendria una subsucesion convergente que se denotara

igual, ¢ — ¢ € C, y una geodésica limite ¢ de ¢ a A tal que g(X,,¢(0)) > 0, lo cual contradice
que q es regular.
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Considérese la funcion h(t) := dist4(®(g,t)). A partir de ésta se va a construir i como sigue.
Sea p € A tal que dgy(p, ®(q,1t0)) = dista(P(g,%0)), con ¢ € C' y to de manera que ®(q,ty) € C.
Sea ¢ geodésica minimizante unitaria, i.e., parametrizada por longitud de arco, de ®(q, o) a p. Sea
n € (0, L(c)) fijo y sea

h(t) == 1+ dg(c(L(c) —n), (g, 1)).

Esta funcion satisface

e I es diferenciable en una vecindad de to si 7 es lo suficientemente grande de manera que
®(q,tp) pertenezca a una vecindad normal de ¢(L(c) — 7).
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N (+%)
o h(t) = dy(p,®(q,t)) > dista(®(g,t)) = h(t). (*) se cumple por la desigualdad del trian-
gulo y (**) por definicion.

o h(to) = L(c) = dy(p, ®(g,t0)) = h(to)-
Usando las coordenadas normales mencionadas antes, se calcula la derivada de h en to:

h/(to) = g(gra‘d diStc(L(c)fn) ((I)(qa tO))) —X((I)(q, tO)))
= 9(—=¢(0), —X(2(g,0)))
< -8
Asi, h es decreciente cerca de to y como h(t) > h(t):

h(to +7) — h(to) < h(to +7) — ﬁ(to)_

T T

Esto implica que

. hlto +7) = h(to)

T T—0 T

= h(to) < 6.

Luego
h(to + 7') < h(to) —70.
Es decir, la condicion (5) se cumple en una vecindad de ty. Sin embargo esta construcion es vélida

para cualquier to tal que ®(g,t) € C en una vecindad de ¢y contenida en C. La otra condicion es
analoga. Q. E. D.






Capitulo 3

Una generalizaciéon del teorema de la esfera

Finalmente en este capitulo se procedera con la demostraciéon del teorema principal. Ademas
del teorema de Toponogov, en la demostraciéon se usan dos resultados: el lema de Berger y la ley de
cosenos para la esfera.

LEmA 3.1 (Berger). Sea M wuna variedad riemanniana compacta y sean p,q € M tal que
d(p, q) = diam(M). Entonces para todo W € T,M existe una geodésica minimizante v de p = v(0)
a q tal que g(%(0), W) > 0.

PROPOSICION 3.2 (Ley de Cosenos). Sea un tridngulo geodésico en S™ cuyos lados miden a, b
y c. Si a denota el dngulo opuesto al lado a, entonces

cos(a) = cos(b) cos(c) + sen(b) sen(c) cos(a).

La demostracion del lema de Berger se puede consultar en [Carmo|. Por otro lado la demos-
tracion de la ley de cosenos se puede consultar en [Petersen].

A partir de ahora siempre se considerara una n-variedad riemanniana M completa y conexa
cuya curvatura seccional K satisface

0<s<K<1l y —— <diam(M) < —

2V Ve

Ademas se tomaran p, g € M tal que dy(p, q¢) = diam(M). Estos existen pues M es compacta.
LEMA 3.3. g estd determinado de manera unica por p y viceversa.
DEMOSTRACION. Supoéngase que existe r € M tal que dgy(g,7) = diam(M). Usando la completez

de M se toma una geodésica minimizante ¢; que une a p con r. Por el lema de Berger, existe una
)
geodésica minimizante ¢ que une p con ¢ tal que

. . ™
a = <(0),(0) < 5
Finalmente, considérese ¢ una geodésica minimizante de ¢ a r.

Asi, se tiene el tridngulo geodésico Apgr. Sea (8 el angulo en g y v el dngulo en r.

21
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Tomese el triangulo de comparacion en S%(1/v/8) dado por el teorema de Toponogov. Este
tridngulo Ap*g*r*, cuyos lados son ¢*, ¢* y ¢, y cuyos angulos a*, 5* y ~*, satisface que

L(c) = L(c*) y a*<a< i
L(er) = L(cy) B*< B
L(e) = L(e*) v <.

Usando la ley de cosenos en este tltimo triangulo y que o* < 7/2:

cos(VOL(€)) = cos(VOL(c1)) cos(VL(c)) 4 sen(VEL(c1)) sen(VIL(c)) cos(a*)

Luego
0 < sen(vdoL(c))sen(vVoL(c)) cos(a*)
= cos(VOL(¢)) — cos(v/3L(c1)) cos(vOL(c))
= cos(v/d diam(M))(1 — cos(v/dL(c1)))
Lo que implica que
1 —cos(VOL(c1)) <0.
Esta desigualdad se da solamente si v/0L(c;) = 27k con k € Z. Por lo tanto, p = 7. Q. E.D.

LEMA 3.4. Sea x € M ~{p,q} y sean c1 y ca geodésicas minimizantes de x a p y g, respectiva-
mente. Entonces

<€(¢1(0),¢2(0)) >

vl 3

DEMOSTRACION. Supoéngase por contradiccion que « := <((¢1(0), ¢2(0)) < 7/2. Usando el lema
de Berger, existe una geodésica minimizante ¢ que une a ¢ con p tal que

B = A(&(0), ~és(L(e2)) < 5

Sea v el angulo en p. Asi, se tiene un triangulo geodésico con lados ¢, co y ¢, y dngulos «, By 7.
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Aplicando el teorema de Toponogov se tiene un tridangulo de comparacion en S?(1/v/3) con
lados c7, ¢ y ¢*, y dngulos o, 8* y ~v* tal que

L(c) = L(c*) Yy a*<a< g
L(c1) = L(c) < B
L(ca) = L(c3) 7L<y

Ahora se usa la ley de cosenos en S?(1/+/3):
cos(VOL(c)) = cos(VSL(e1)) cos(VEL(c2)) + sen(V3L(c1)) sen(v6L(ez)) cos(a*).
El altimo sumando es mayor 6 igual a cero pues o* < 7/2. Luego
0 > cos(V/d diam(M)) > cos(VL(c1)) cos(VEL(c3)).
De esto, cos(vV6L(c1)) y cos(v/3L(cz)) tienen signos distintos. Sin pérdida de generalidad, supongase
que cos(VL(c1)) € (0,1). Entonces
cos(VOL(c1)) cos(VEL(cz)) > cos(VEL(c)).

Lo que implica que

cos(V6 diam(M)) > cos(VOL(cz))
y esto a su vez que

diam(M) < L(cz),

lo cual es una contradiccion a la definicion de diametro. Por lo tanto, a > o* > 7/2. Q. E. D.

TEOREMA GENERALIZADO DE LA ESFERA. Sea (M, g) una n-variedad riemanniana completa
y conezxa, cuya curvatura seccional K es tal que

0<d<K

QL\/S < diam(M).

Entonces M es homeomorfa a S™.
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DEMOSTRACION. Sean p,q € M tal que dy(p, q) = diam(M). Por lema de Berger, Lema 3.1, ¢
es punto critico de dist,. Por el Lema 3.3, ¢ es el tnico punto critico de dist, en M ~\ {p}.
Sea ¢ > 0 suficientemente pequenio de manera que

exp,: B(0,e) — By(p,¢)

y
exp,: B(0,e) = By(q,¢)
sean difeomorfismos.
En By(p, ) \ {p} considérese el campo vectorial gradiente de la funcion dist,

X1 = grad (diStp|Bg(p,e)\{p}> ’

Este campo satisface (4) en By(p,e) \ {p} por como son las geodésicas que salen de p. Para ver
esto tomese un punto r € By(p,e) \ {p} y una geodésica ¢ que lo una con p, asi se tiene

9(X1(r), ¢(0)) = g(X1(r), =X1(r)) = —g(X1(r), X1(r)) < 0.
En By(q,¢) ~ {q} se considera el campo vectorial
Xy = —grad (distq\Bg(q@)\{q}) )

Este campo también cumple (4) en By(q, )~ {q}, tomese un punto u en ese conjunto y una geodésica
c1 que lo una con p y una geodésica ¢y que lo una con g. Entonces usando el Lema 3.4 se tiene que

0> g(¢1(0),¢2(0)) = g(¢1(0), X2(u)).

Ahora bien, haciendo uso del Corolario 2.2 y particiones de la unidad, se puede construir un
campo vectorial X tipo gradiente en M ~ {p,q} tal que coincide con X; en By(p,e/2) \ {p} y
coincide con Xy en By(g,e/2) \ {q}. Por la Proposicién 2.3, la distancia a p aumenta a lo largo de
las curvas integrales determinadas por el campo X. Més aiin, las curvas integrales tienen longitud
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finita y se pueden extender continuamente a p y q. Ademas cada € M \ {p, ¢} tiene una tnica
curva integral ¢, (¢) del campo X que pasa por z al tiempo t = 0.

Supongase que el punto v varfa sobre 9B, (p,/2) que es difeomorfa a S"~!. Después de cierto
tiempo t, la curva integral ¢, llega a 0B,(g,¢/2). La funcién

V> 1y,

es suave porque el campo vectorial X es suave en M \ {p, ¢}.
Dicho lo anterior, se tiene un difeomorfismo definido como sigue:

0By(p,e/2) x [0,1] — M ~ (By(p,£/2) U By(g,¢/2))
(x,t) — @t tg).

Pegando esta aplicacion con dos discos By (p,e/2) y By(g,¢/2) se tiene el homeomorfismo buscado,
lo cual demuestra el teorema. Q. E. D.






Comentarios finales

Como ya se menciono en la introducciéon de este trabajo, se han construido varias generaliza-
ciones del teorema de la esfera en varias direcciones. Se expondran varias de ellas y se mencionaré
donde se puede encontrar su demostracion.

1. Puntos criticos

El objetivo de la teoria de puntos criticos de funciones distancia, teoria que se introdujo de
manera muy bésica y parcial en este trabajo, es obtener una relacién entre la topologia y la geometria
de una variedad riemanniana via su estructura de espacio métrico. La forma de establecer este
vinculo es tratar de emular con funciones distancia a la teoria de Morse, que como es sabido con
ella se puede estudiar la estructura topologica de una variedad diferenciable. El problema de las
funciones distancia es la pérdida de diferenciabilidad, sin embargo ciertas propiedades basicas siguen
siendo validas para estas funciones.

Con esta teoria se puede probar la siguiente generalizacién del TGE que se debe a Karsten
Grove y cuya demostracion se puede consultar en [Grove).

TEOREMA 3.5. Sea M una n-variedad riemanniana compacta y sin frontera. Si existe un punto
p € M tal que dist, tiene solamente un punto critico distinto de p, entonces M es homeomorfa a
Sn.

Notese que precisamente el TGE puede verse como corolario de este teorema porque a través
de las hipotesis sobre la curvatura y sobre el didmetro se obtiene que:

(a) Usando el teorema de Bonnet, la variedad M es compacta.
(b) Con los Lemas 3.3 y 3.4, si p,q € M son tales que dy(p,q) = diam(M), la funcién dist,
tiene un sé6lo punto critico distinto a p que es q.

Por lo tanto, se puede aplicar este teorema para obterner la conclusion del TGE. La demostracion
del teorema de Grove es muy interesante porque usa la version para funciones distancia de la teoria
clasica de Lusternik-Schnirelman.

2. Subvariedades

Ahora se presenta un teorema de la esfera que, aunque no es precisamente una generalizacion
del teorema clésico de la esfera, extiende el resultado a una nueva clase de variedades riemannianas
desde el punto de vista de teoria de subvariedades. Este teorema se debe a Katsuhiro Shiohama y
Hongwei Xu y su demstracion se puede consultar en [Shiohama-Xul].

TEOREMA 3.6. Sea M wuna n-subvariedad orientada y completa de F™VP(c) con ¢ > 0, donde
FntP(¢) es la variedad riemanniana simplemente conexa y completa de dimension n+p y curvatura

27
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seccional c. Sin # 3 y si
A(M) :=sup(S — a(n, H,c)) <0,
M

donde
3

n 5 n(n—2)
2n—1)"  2(n—1)
n = 2, H es la curvatura media de M y S es la norma al cuadrado de la sequnda forma fundamental
de M. Entonces M es homeomorfa a una esfera. Mds ain, M es difeomorfa a una esfera si n = 3.

a(n,H,c) :=nc+ Vn2H* 4+ 4(n — 1)cH?,

Por la aparente diferencia del enunciado de este resultado con los demas expuestos aqui, vale
la pena comentar que la hipotesis sobre el nimero A(M) es una condicion sobre la curvatura y la
importancia del por qué se define de esa manera se nota en la demostracion del teorema. Primero
porque permite acotar la curvatura de Ricci por debajo por 0 y de ahi se concluye con el teorema
de Myers que M es compacta y tiene grupo fundamental IT; (M) finito. Por otra parte, permite
calcular los grupos de homologia de M para después, mediante el uso de resultados de topologia
algebraica como el teorema de Hurewicz y el teorema de Whitehead, determinar que M tiene el
mismo tipo de homotopia de S™ y finalmente, con la solucién de la conjetura de Poincaré, concluir
que M es homeomorfa a S™.

3. Espacios de Alexandrov

Los espacios de Alexandrov forman una clase de espacios métricos que tienen dos propiedades
importantes con relaciéon a la geometria riemanniana. La primera es que aparecen de manera natural
en la frontera del espacio de todas las variedades riemannianas con curvatura acotada por debajo y
la segunda es que comparten muchas propiedades con las variedades riemannianas. Asi, este ultimo
resultado es un teorema de la esfera para espacios métricos que generalizan de cierta manera a las
variedades riemannianas.

Este resultado fue desarrollado por Karsten Grove y Peter Petersen, y su demostracion puede
ser consultada en [Grove-Petersen 2].

TEOREMA 3.7. Sea X un espacio de Alexandrov n-dimensional con curvatura mayor o igual a
1 y radio mayor a w/2, entonces X es homeomorfo a S™.



Apéndice A

Unos resultados de comparacion

En este apéndice se expondrén el teorema de comparacién de Rauch y un teorema de Ber-
ger, asi como un par de corolarios de ellos. Estos resultados permiten, a partir de la comparaciéon
de la curvatura seccional de dos variedades, obtener un cotejo de las longitudes de curvas en di-
chas variedades. Estos resultados no se demostraran pero sus pruebas pueden ser encontradas en
[Cheeger-Ebin] o en [Carmo].

TrEOREMA A.1 (Rauch). Sean M una n-variedad riemanniana y M una (n + k)-variedad rie-

manniana con k > 0. Sean ~v: [0,a] — M y 7: [0,a] — M geodésicas unitarias. Y sean J y J
campos de Jacobi a lo largo de v y v, respectivamente, tal que

JO) = J(0)=0,
9(DJ(0),5(0)) = §(D:J(0),7(0)),
|DiJ(0)]g = |Dtj(0)|§~

Supdngase que i no contiene puntos conjugados en (0,a] y que, para todo t, para todo x € T yM
yxe T;/(t)M, se tiene
K(2,7(t) = K(2,%(1)),
donde K (x,y) denota la curvatura seccional con respecto al plano generado por x yy. Entonces
‘J|§ < |J|g~
Ademds, si para algin ty € (0,a), se tiene que |J(to)| = |J(to)|, entonces
f((j(t)v :Y/(t)) - K(J(t)f-Y(t))a vt e [Oa tO}'

COROLARIO A.2. Sean M y M n-variedades riemannianas. Supongase que para todo p € M,

peEM, o CT,M, o CTsM, setiene que
3(5) < Ky(o).

Seanp € M, p € M y una isometria lineal fija i: TI;M — Tp,M. Sea r > 0 tal que las restricciones

expﬂée(no) Y expp|Be(r’0) sean aplicaciones difeomorfas. Sea ¢: [0,a] — expﬁ(Be(r, 0)) € M una

curva diferenciable y se define la curva diferenciable c: [0,a] — exp,(Be(r,0)) C M como
c(s) = exp, 0io expgl(é(s)), s €10,qal.
Entonces L(¢) > L(c).
Para enunciar el segundo teorema conviene introducir las siguientes nociones.

DEFINICION. Sea S una subvariedad de la variedad riemanniana M. Se dice ¢ es un punto focal
de S si es valor critico de exp, para algin p € S, donde N,S denota el complemento ortogonal

de T,S en T, M.

v,
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DEFINICION. Sea M variedad riemanniana. Sean p € M y z € T,M fijos. Considérese el
conjunto
ot ={y e T,M | g(x,y) = 0}.
Como exp,,: T,M — M es un difeomorfismo local alrededor de 0, existe una vecindad U del cero en
z* tal que exp,,
definida por z.

|U es un encaje. A la subvariedad N = exp,(U) se le llama subvariedad geodésica

TrEOREMA A.3 (Berger). Sean M wuna n-variedad riemanniana y M una (n + k)-variedad
riemanniana con k > 0. Sean ~: [0,a] — M y 7: [0,a] — M geodésicas unitarias. Supéngase que
para todo t, para todo x € TyoM yze T@(t)M, se tiene

K(z,7(t)) = K(z,7(t)).
Ademds supdngase que para ningint € (0,a] el punto 3(t) es punto focal de la subvariedad geodésica
S definida por ’y(O) Sean J y J campos de Jacobi a lo largo de v y 7, respectivamente, tal que

[7(O)]g = 17(0)lg:  9(J(0),5(0)) = (J(0),%(0)) v [DeJ(0)lg =[DeJ (0)]5-
Entonces |J(t)|, > |J(t)];5-
COROLARIO A.4. Sean M una n-variedad riemanniana y M una (n+ k)—vqriedad TLEMANNIANG
con k> 0. Sean v: [0,a] = M y#7: [0,a] = M geodésicas unitarias. Sean E y E campos vectoriales

unitarios paralelos a lo largo de v y 7y tales que son perpendiculares siempre ay y 7, respectivamente.
Sea c: [0,a] = M curva suave definida por

c(t) = exp. ) (f(t) E(1)),
donde f:]0,a] = R es una funcidn suave, y sea ¢: — M definida por
&(t) = exps ) (f(8) E(1))-
Supdngase que K>K y supdngase que para cada t la geodésica 7: [0,a] — M definida por
1(s) = exps ¢ (s (1) E(1))
no contiene puntos focales de la subvariedad geodésica definida por 1(0). Entonces
L(c) = L(¢).
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