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Introducción

A principios de los años sesenta Harry Rauch, Wilhelm Klingenberg y Marcel Berger demos-
traron lo que ahora se conoce como el teorema de la esfera clásico que dice lo siguiente:

Teorema de la esfera. Sea (M, g) una n-variedad riemanniana compacta y simplemente

conexa, cuya curvatura seccional K es tal que

1

4r2
< K 6 1

r2
.

Entonces M es homeomorfa a Snr , donde Snr denota la esfera de radio r en Rn+1
.

El objetivo de esta tesina es la presentación y demostración de una generalización de dicho
teorema dada por Karsten Grove y Katsuhiro Shiohama en 1977. A este teorema se le llamará en
este trabajo el teorema generalizado de la esfera (TGE):

Teorema generalizado de la esfera. Sea (M, g) una n-variedad riemanniana completa

y conexa, cuya curvatura seccional K es tal que

0 < � 6 K

y

⇡

2

p
�
< diam(M).

Entonces M es homeomorfa a Sn.

De las hipótesis del teorema se puede observar lo siguiente:
1. Si hace un reescalamiento de la métrica se puede suponer que

0 < � 6 K 6 1.

2. Por el teorema de Bonnet, M es además compacta y se tiene
⇡

2

p
�
< diam(M) 6 ⇡p

�
.

Cabe destacar que esta generalización no es la única, se han hecho generalizaciones en varias
direcciones. Unas de ellas pertenecen a la teoría de subvariedades y otras a la teoría de espacios de
Alexandrov.

A lo largo de este trabajo se usarán nociones y resultados básicos de geometría riemanniana
que pueden encontrarse en [Cheeger-Ebin], [Lee 2] y [Gromoll-Klingenberg-Meyer].
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Capítulo 1

Teorema de Toponogov

El teorema de Toponogov (ó teorema de comparación de Toponogov) es un resultado muy
importante en la demostración del TGE que nos permite comparar triángulos entre dos variedades.
La primera versión de este resultado fue publicada por Victor Andreevich Toponogov en 1959 y se
han hecho algunas mejoras a este resultado. Como observación se puede mencionar que la primera
demostración que se dió del teorema clásico de la esfera usaba este teorema.

En este capítulo se demostrará dicho teorema y para entender lo que éste dice se requieren las
siguientes definiciones.

Definición. Un triángulo geodésico en una variedad riemanniana M es un conjunto de tres
segmentos geodésicos parametrizados por longitud de arco (�1, �2, �3) de longitudes l1, l2, l3 tal que
�i(li) = �i+1(0) y li + li+1 > li+2. Sea

↵i = ^(��̇i+1(li+1), �̇i+2(0))

el ángulo entre ��̇i+1(li+1) y �̇i+2(0), con 0 6 ↵i 6 ⇡. Los índices se toman módulo 3.

α3

γ3

γ2α2

α1

γ1

γ1(l1) = γ2(0)

γ1(0) = γ3(l3)

γ2(l2) = γ3(0)

Definición. Sean �1 y �2 segmentos geodésicos en M tal que �1(l1) = �2(0) y

↵ = ^(��̇1(l1), �̇2(0)).

A esta configuración se le llama bisagra y se denota por (�1, �2,↵).

3



4 1. TEOREMA DE TOPONOGOV

γ2

α

γ1

γ1(l1) = γ2(0)

Definición. Se define MH como la 2-variedad riemanniana completa y simplemente conexa
con curvatura seccional constante H. Se denotará a la distancia riemanniana en MH por dH .

Teorema 1.1 (Toponogov). Sea M una n-variedad riemanniana completa con curvatura sec-

cional K > H.

(A) Sea (�1, �2, �3) triángulo geodésico. Supóngase que �1 y �3 son minimizantes y si H > 0,

supóngase que L(�2) 6 ⇡/
p
H. Entonces en MH

hay un triángulo geodésico (�̄1, �̄2, �̄3) tal

que L(�i) = L(�̄i), ↵̄1 6 ↵1 y ↵̄3 6 ↵3. Excepto en el caso H > 0 y L(�i) = ⇡/
p
H para

algún i, el triángulo en MH
está determinado de manera única.

(B) Sea (�1, �2,↵) una bisagra. Supóngase que �1 es minimizante y si H > 0, también supóngase

que L(�2) 6 ⇡/
p
H. Sean �̄1, �̄2 ⇢ MH

segmentos geodésicos tales que �̄1(l1) = �̄2(0),
L(�i) = L(�̄i) = l1 y ↵ = ^(� ˙�̄1(l1), ˙�̄2(0)). Entonces

dg(�1(0), �2(l2)) = dH(�̄1(0), �̄2(l2).

La demostración del teorema de Toponogov se dividirá en 10 partes. Cualquier condición sobrep
H debe ser ignorada si H 6 0. Además en el caso H > 0 se considerará " > 0 tal que H � " > 0

y se trabajará con MH�".

Parte 1. Sea (�̄1, �̄2,↵) una bisagra en MH�" con L(�̄i) 6 ⇡/
p
H, i = 1, 2. Conforme ↵ crece

de 0 a ⇡, f(↵) := dH�"(�̄1(0), �̄2(l2)) crece de manera estrictamente monótona de |l1 � l2| a

D = mı́n

⇢
2⇡p
H � "

, l1 + l2

�
.

Demostración. Considérese �̄1 fija y �̄2 variando.
Si H 6 0, por el teorema de Cartan-Hadamard (Teorema 1.39 en [Cheeger-Ebin]), MH es

simplemente conexa, en especial exp�̄1(0) es difeomorfismo. Así, dH�"(�̄1(0), �̄2(l2)) es una función
suave de ↵ en (0,⇡).

Si H > 0, dH�"(�̄1(0), �̄2(l2)) es también una función suave de ↵. Para ver esto, es suficiente
ver que dH�"(�̄1(0), �̄2(l2)) < ⇡/

p
H � " porque esto implicaría que �̄2(l2) está dentro de una bola

geodésica con centro en �̄1(0) y se tendría el resultado. Supóngase que

dH�"(�̄1(0), �̄2(l2)) =
⇡p

H � "
,

entonces �̄1 [ �̄2 es la unión de dos segmentos geodésicos que unen puntos antipodales en MH�",
una 2-esfera con curvatura H � ". Como cada segmento tiene longitud menor a ⇡/

p
H � " y como
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cada �̄i es un segmento geodésico, �̄1 [ �̄2 es una geodésica suave que une a �̄1(0) y �̄2(l2). Esto
implica que ↵ = ⇡, lo que es una contradicción y, por lo tanto f es suave.

Ahora se verá el crecimiento de f . Para ello nótese que conforme �̄2(l2) se mueve, traza un
círculo de radio l2 alrededor de �̄2(0). Se afirma que la geodésica minimizante de �↵ de �̄1(0) a
�̄2(l2) es perpendicular a dicho círculo sólo cuando ↵ = 0 ó ↵ = ⇡. Si lo fuera, �[��̄2 formaría otra
geodésica suave de �̄1(0) a �̄2(l2). Lo cual es imposible si H 6 0 por el teorema de Cartan-Hadamard
y si H > 0 se tendría que l1 = ⇡/

p
H � " > ⇡/

p
H, lo cual contradice la hipótesis sobre l1.

γ1(l1) = γ2(0)

γ1(0)

γ2(l2)

Vα

Dicho lo anterior, i.e., la «no perpendicularidad» de las geodésicas �↵ y usando la fórmula de
primera variación con la variación por geodésicas �↵,

d

d↵

����
↵=↵0

L(�↵) = �
Z L(�↵0 )

0
hV,Dt�↵0igdt

| {z }
(a)

+ hV (L(�↵0)),�↵0(L(�↵0))ig| {z }
(b)

,

con ↵0 > 0 fijo y donde L denota el funcional de longitud V es el campo de variación de �↵. Por
un lado, (a) es cero pues �" es geodésica y (b) es distinto de cero por la «no perpendicularidad».
Así, f 0

(↵) 6= 0 para ↵ 2 (0,⇡). Por lo tanto, f es estrictamente monótona. Como f(⇡) = D y
f(0) = |l2 � l1| < D por la geometría de MH�", entonces f es creciente. Q. E. D.

Parte 2. En MH�" un triángulo con lados de longitud menor o igual a ⇡/
p
H está determinado

salvo congruencias por la longitud de sus lados.

Demostración. Sea (�̄1, �̄2, �̄3) un triángulo en MH�" con L(�̄1) 6 ⇡/
p
H. Considérese

(�̄1, �̄2, �̄3) otro triángulo en MH�" tal que L(�̄i) = L(�̄i).
Para L(�̄1) y L(�̄2), de la Parte 1 se tiene que L(�̄3) determina de manera única ↵3. Ahora

bien, de la homogeneidad de MH�" (pues es S2r, R2 ó H2
r), existe una isometría que manda a �̄1 en

�̄1, �̄2 en �̄2 y, por lo dicho antes, �̄3 en �̄3. Q. E. D.
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Parte 3. Sea (�1, �2,↵3) una bisagra en M tal que �1 es minimizante y L(�2) 6 ⇡/
p
H.

Entonces son equivalentes:
(a) Sea �3 una geodésica minimizante de �2(l2) a �1(0). Entonces existe un triángulo (�̄1, �̄2, �̄3)

en MH�" con L(�i) = L(�̄i) y ↵̄3 6 ↵3.
(b) Sea (�̄1, �̄2,↵3) una bisagra en MH�" con L(�1) = L(�̄i), i = 1, 2. Entonces

l2 � l1 6 dg(�1(0), �2(l2)) 6 dH�"(�̄1(0), �̄2(l2)).

Demostración. (a))(b). Dado (�̄1, �̄2,↵3) como en (b), se forma el triángulo geodésico
(�1, �2, �3), donde �3 es una geodésica minimizante de �2(l2) a �1(0).

Se supone que {�1, �2, �3} forma efectivamente un triángulo, i. e., l1 + l3 > l3 y l2 + l3 > l1. En
caso contrario se tendría que l3 < l2 � l1 ó l2 � l1 < �l3 y junto con (a) se tendría trivialmente el
resultado.

Por (a) se tiene un triángulo (�̄1, �̄2, �̄3) en MH�" con L(�i) = L(�̄i) y ↵̄3 6 ↵3. Así, conforme
↵̄3 aumente a ↵3 manteniendo L(�̄1) y L(�̄2) constantes, la función dH�"(�̄1(0), �̄2(l2)) es no-
decreciente por la Parte 1. Por lo tanto,

l2 � l1 6 l3 = dg(�1(0), �2(l2)) = dH(�̄1(0), �̄2(l2))
(⇤)
6 dH(�̄1(0), �̄2(l2)),

(*) se obtiene al hacer el aumento del ángulo en MH�".
(b))(a). Sea �3 una geodésica minimizante de �2(l2) a �1(0). Por (b), si �̄1, �̄2 ⇢ MH�" y

^(� ˙�̄1(l1), ˙�̄2(0) = ↵3, entonces

dH(�̄1(0), �̄2(l2)) > dg(�1(0), �2(l2)) = l3 > l2 � l1.

Además, como (�1, �2, �3) satisface la desigualdad del triángulo, se tiene que l3 > l1 � l2. Es
decir, |l2 � l1| > l3 = dg(�1(0), �2(l2)). Juntando esto y la Parte 1, se puede reducir el ángulo ↵3

entre �̄1 y �̄2 hasta un ángulo ↵̄3 de manera que

dH(�̄1(0), �̄2(l2)) = dg(�1(0), �2(l2)).

Si �̄3 es la geodésica minimizante entre �̄1(0) y �̄2(l2), entonces �̄1, �̄2 y �̄3 forman un triángulo
geodésico con L(�1) = L(�̄1), L(�2) = L(�̄2), L(�3) = L(�̄3) y ↵3 6 ↵̄3. Q. E. D.

Para continuar con la demostración se necesitan unos resultados para la comparación de longi-
tudes de ciertas curvas, sin embargo dichos resultados serán expuestos en el apéndice A.

Ahora, previo a la Parte 4, se ocupa una definición para la mejor exposición y desarrollo de la
demostración del teorema.

Definición. Sea (�1, �2,↵3) una bisagra. Se dirá que esta bisagra es pequeña si
r

2

= máx

i=1,2
{L(�1)}

y exp�2(0) |Br(0) es un encaje.
Sea (�1, �2, �3) un triángulo. Se dirá que este triángulo es pequeño si cada una de las bisagras

(�i, �i+1,↵3) es pequeña.

Parte 4. (A) se satisface para triángulos pequeños y (B) se satisface para bisagras pequeñas.

Demostración. Primero se mostrará (B) para bisagras pequeñas y después se aplicará la
Parte 3 para probar (A) en triángulos pequeños.

Sea (�1, �2,↵3) una bisagra pequeña en M y sea (�̄1, �̄2,↵3) una bisagra en MH�" tal que
L(�i) = L(�̄i), i = 1, 2. Sean p = �(l1) y p̄ = �̄1(l1). Además considérense �̄3 una geodésica
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minimizante que une a �̄2(l2) con �̄1(0) y una isometría inyectiva i : Tp̄M
H�" ! TpM tal que

i( ˙�̄1(l1)) = �̇1(l1) e i( ˙�̄2(0)) = �̇2(0).

γ2

α�

γ1

γ2(l2)

γ1(0)

γ3γ1(l1)
γ2(0)

γ2

α�

γ1

γ2(l2)

γ1(0)

cγ1(l1)
γ2(0)

i

MH-H

M

p

p

Se define la curva en M como

c = expp �i exp�1
p̄ (�̄3),

que conecta �2(l2) con �1(0). Como la bisagra es pequeña, se puede aplicar el Corolario A.2 del
teorema de comparación de Rauch y se tiene que

L(c) 6 L(�̄3).

Por lo tanto, (B) se satisface para bisagras pequeñas.
Ahora bien, tómese fijo un vértice en un triángulo pequeño (�1, �2, �3), sea �2(0) tal vértice.

Usando la Parte 3, la bisagra (�1, �2,↵3) y lo anterior, existe un triángulo (�̄1, �̄2, �̄3) en MH�"

con L(�i) = L(�̄i) y ↵̄3 6 ↵3. Recordando la Parte 2 se sabe que los triángulos en MH�" están
determinados por la longitud de sus lados. De ahí, si se toma cualquier otro vértice y se aplica el
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procedimiento anterior, se obtendría el mismo triángulo. En consecuencia, existe un único triángulo
en MH�" con L(�i) = L(�̄i) y ↵̄i 6 ↵i, i.e., se tiene (A) para triángulos pequeños. Q. E. D.

Considérese ahora lo siguiente.

Definición. Sean (�1, �2,⇡/2) una bisagra en M y (�̄1, �̄2,⇡/2) una bisagra en MH�" con
L(�i) = L(�̃i).

γ1

γ2

γ3

γ1

γ2

K

M

MH-H

E(0)=�γ1(l1)

γ2(t)

E(t)

expγ
2
(t) 

f(t) E(t) γ1(0)

γ2(l2)

γ1(0)

γ2(l2)

E(t)

Sea �̄3 una geodésica minimizante de �̄1(0) a �̄2(l2), que se puede escribir como

�̄3(t) = exp�̄2(t) f(t)
¯E(t),

donde ¯E es un campo vectorial unitario, paralelo a lo largo de �̄2 y perpendicular ˙�̄2, y f : [0, l2] ! R
es una función apropiada. Sea E un campo vectorial unitario, paralelo a lo largo de �2, perpendicular
a �̇2 y con E(0) = ��̇1(l1). Se dice que (�1, �2,⇡/2) es una bisagra recta delgada si las hipótesis del
Corolario A.4 del teorema de Berger se aplican a las curvas

exp�2(t) f(t)E(t)

y
�̄3(t) = exp�̄2(t) f(t)

¯E(t).

Lo cual es equivalente a pedir que para ningun t hay puntos focales de la subvariedad geodésica
determinada por E(t) a lo largo de la geodésica

s
⌘7�! exp�2(t) sE(t)

para s < f(t).
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Parte 5. (B) se satisface para bisagras rectas delgadas.

Demostración. Es inmediato del Corolario A.4. Q. E. D.

Definición. Sea (�1, �2,↵) una bisagra en M con ↵ > ⇡/2 y considérese (�̄1, �̄2,↵) la bisagra
correspondiente en MH�" con L(�i) = L(�̄i). Sean �̄3 la geodésica minimizante de �̄2(l2) a �̄1(0) y
�̄ : [0, l] ! MH�" el segmento geodésico que emana de �̄2(0) que satisface

• g( ˙�̄(0), ˙�̄2(0)) = 0,
• ˙�̄(0) = �� ˙�̄1(l1) + � ˙�̄2(0) con �,� > 0, y
• �̄(l) es el primer punto de �̄ que toca a �̄3.

γ2

γ1

γ3

V

Sea � : [0, l] ! M el segmento geodésico que emana de �2(0) tal que
• g(�̇(0), �̇2(0)) = 0,
• �̇(0) = ���̇1(l1) + ��̇2(0) y
• L(�) = L(�̄).

V

γ2

γ1

Se dice que (�1, �2,↵) es una bisagra obtusa delgada si (�1,�,↵� ⇡/2) es una bisagra pequeña
y si (�, �2,⇡/2) es una bisagra recta delgada.

Parte 6. (B) se satisface para bisagras obtusas delgadas.

Demostración. Por la desigualdad del triángulo en M se tiene

dg(�1(0), �2(l2)) 6 dg(�1(0),�(l)) + dg(�(l), �2(l2)).

Por la Parte 4,
dg(�1(0),�(l)) 6 dH�"(�̄1(0), �̄(l)).

Por la Parte 5,
dg(�(l), �2(l2)) 6 dH�"(�̄(l), �̄2(l2)).
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Entonces
dg(�1(0), �2(l2)) 6 dH�"(�̄1(0), �̄(l)) + dH�"(�̄(l), �̄2(l2)) = dH�"(�̄1(0), �̄2(l2)).

Q. E. D.

Definición. Sea una (�1, �2,↵) una bisagra con ↵ < ⇡/2. Sea �2(l) el punto más cercano a
�1(0). Sea

⌧ = �2|[0,l] , ✓ = �2|[l,l2]
y � : [0, k] ! M una geodésica minimizante de �1(0) a �2(l). Se dice que (�1, �2,↵) es una bisagra
aguda delgada si (�1, ⌧,�) es un triángulo pequeño, 0 < l < l2 y (�, ✓,⇡/2) es una bisagra recta
delgada.

γ1

γ2

W

V T

γ2(l)

Parte 7. (B) se satisface para bisagras agudas delgadas.

Demostración. Por la Parte 4, existe un triángulo (�̄1, ⌧̄ , �̄) en MH�" con L(�̄1) = L(�1),
L(⌧̄) = L(⌧), L(�̄) = L(�) y ^(� ˙�̄1(l1), ˙⌧̄(0)) = ↵̄ 6 ↵. Además, ^(� ˙⌧̄(l),� ˙�̄(k)) = ↵̄1 6 ⇡/2.

Sea ¯✓ : [l, l2] ! MH�" geodésica definida por ¯✓(l) = ⌧̄(l) y ˙

¯✓(l) = ˙⌧̄(l), y sea �̄2 = ⌧̄[ ¯✓. Entonces

^(� ˙�̄(k), ˙¯✓(l)) = ⇡ � ↵̄1 > ⇡

2

.

Como (�, ✓,⇡/2) es una bisagra recta delgada y usando las Partes 1 y 5 se tiene que
dH�"(�̄(0), ¯✓(l2)) > dg(�(0), ✓(l2)).

Pero �̄(0) = �̄1(0), �(0) = �1(0), ¯✓(l2) = �̄2(l2) y ✓(l2) = �2(l2). Así,
dH�"(�̄1(0), �̄2(l2)) > dg(�1(0), �2(l2)).

Finalmente, como ↵̄ 6 ↵ y usando de nueva cuenta la Parte 1, aumentando el ángulo de ↵̄ a ↵
se tiene lo que se quería:

dH�"(�̄1(0), �̄2(l2)) > dg(�1(0), �2(l2))

con la bisagra (�̄1, �̄2,↵). Q. E. D.

Definición. Un triángulo (�1, �2, �3) se dice que es delgado si (�2, �1,↵3) y (�2, �3,↵1) son
bisagras delgadas.

Observación. El teorema se satisface para triángulos delgados por las Partes 5, 6, 7 y 2.

Ahora se probará el teorema de manera general. Considérese una bisagra (�1, �2,↵) como en
(B). Sea N 2 N fijo y sea

⌧k,l = �2|h kl2
N ,

(k+l)l2
N

i ,

donde k y l son enteros positivos con 0 6 k + l 6 N . Sea �k geodésica miniizante de �1(0) a
�2(kl2/N) y sea Tk,l = (�k, ⌧k,l,�k+l).
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γ2(l2)

γ1(0)

γ1=V0

W0,1

V
N

γ2
W
k,l

V
k

V1
T
k,l

α

Se puede suponer que L(�1) + L(�N ) > L(�2) porque en caso contrario se tendría que

L(�1) + L(�N ) < L(�2) 6
⇡p
H

<
⇡p

H � "
.

Las dos últimas desigualdades se cumplen si H > 0 usando el teorema de Bonnet y sólo son
necesarias en ese caso. En cualquier caso lo anterior implicaría a su vez que se puede construir con
geodésicas minimizantes una bisagra (�̄1, �̄2,↵) en MH�" con L(�1) = L(�̄1) y L(�2) = L(�̄2), y
usando la desigualdad del triángulo,

dH�"(�̄1(0), �̄2(l2) > L(�̄2)� L(�̄1).

Es decir,
dH�"(�̄1(0), �̄2(l2) > L(�̄2)� L(�̄1) = L(�2)� L(�1 > L(�N ) = dg(�1(0), �2(l2)

y se tendría (B).
Ahora se afirma que Tk,l forma un triángulo. i.e., todas las desigualdades del triágulo se satisface.

Para ver esto, se consideran las siguientes desigualdades
L(�1) + L(�N ) > L(�2),(1)
L(⌧0,k) + L(�k) > L(�1),(2)

L(⌧k+l,N�k�l) + L(�k+l) > L(�N ).(3)
La desigualdad (1) se satisface por lo anterior, (2) se cumple porque usando la desigualdad del
triángulo y el hecho de que �k y �1 son minimizantes,

L(⌧0,k) + L(�k) > dg(�2(0), �2(kl2/N)) + L(�k) > L(�1).

Y (3) se sigue de que tanto �k+l como �N son minimizantes y usando la desigualdad del triángulo,
L(⌧k+l,N�k�l) + L(�k+l) > dg(�2((k + l)l2/N), �2(l2)) + L(�k+l) > L(�N ).

De ahí,
L(⌧0,k)+L(�k)+L(⌧k+l,N�k�l)+L(�k+l) > L(�1)+L(�N ) > L(�2) = L(⌧0,k)+L(⌧k,l)+L(⌧k+l,N�k�l).
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Y por lo tanto, L(�k) + L(�k+l) > L(⌧k,l), es decir, Tk,l es triángulo.
A continuación se afirma que si N es suficientemente grande, los triángulos (�k, ⌧k,1,�k+1) son

todos delgados. Para mostrar esto considérense las geodésicas minimizantes �t de �1(0) a �2(t) y
sea C el conjunto de las geodésicas en M , el cual es compacto.

Nota. En el caso H > 0 cabe destacar que para aplicar el corolario A.4 en la Parte 5, y
consecuentemente en las Partes 6 y 7, si (�1, �2,↵3) es una bisagra delgada, entonces se requiere
que

L(�2) 6
⇡p
H

<
⇡p

H � "

para construir la bisagra correspondiente en MH�". Así, como las geodésicas �t son minimizantes
y por el teorema de Bonnet se tiene que

L(�t) 6 diam(M) 6 ⇡p
H

<
⇡p

H � "
.

Por lo tanto en este sentido sí se tiene lo requerido para que (�k, ⌧k,1,�k+1) sea triángulo delgado.

Para continuar la demostración de la afirmación anterior se requiere hacer un paréntesis con la
siguiente definición.

Definición. Sea M una variedad riemanniana completa, p 2 M y � : [0,1) ! M geodésica
normalizada que parte de p. Si t > 0 es suficientemente pequeño, dg(�(0), �(t)) = t, es decir, �|[0,t]
es minimizante. Si �|[0,t1] no es minimizante entonces tampoco lo será para t > t1. Por continuidad,
el conjunto de números para los cuales dg(�(0), �(t)) = t es de la forma [0, t0] ó [0,1). En el primer
caso, �(t0) se llama el punto de corte de p a lo largo de � y en el segundo caso se dice que dicho
punto no existe. Se define el lugar de corte de p, denotado ór CM (p), como la unión de todos los
puntos de corte de p a lo largo de todas las geodésicas que parten de él. Se puede demostrar que
expp es difeomorfismo en una bola de radio menor o igual a la distancia de p a CM (p). Ahora
considérese la función

f : SM ! R [ {1}
dada por:

f(p, V ) =

⇢
t0 si �V (t0) es punto de corte de p a lo largo de �V ,
1 si no existe el punto de corte de p a lo largo de �V ,

donde
SM := {(p, V ) 2 TM | |V |g = 1}

es el haz tangente unitario, �V denota la geodésica normalizada que parte de p con velocidad inicial
V y a R [ {1} se le da la topología inducida por la base

B = {(a, b)|a, b 2 R} [ {(a,1] = (a,1) [ {1}|a 2 R}.
Se puede demostrar que si M es completa, entonces f es continua. Como consecuencia de esto se
tiene que CM (p) es cerrada. Las demostraciones de estas afirmaciones pueden ser encontradas en
[Carmo].

Ahora, si se restringe f a C, el dominio seguirá siendo compacto y por lo tanto f alcanza un
mínimo. Sea ' el valor mínimo de f si éste pertenece a R y en caso contrario sea ' cualquier número
real. Como cada �t es compacta, se puede dar una vecindad tubular Ut de radio '. Más aún, como
se construyó ', se tiene que

exp�t(s) : B(0,') ! Bg(�t(s),')
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es difeomorfismo para todo s y para todo t, donde B(0,') denota la bola abierta en T�t(s)M con
centro en el origen y radio ', y Bg(�t(s),') denota la bola geodésica con centro en �t(s) y radio '.

Finalmente, considérese N suficientemente grande de manera que ' > 1/N . Usando esta N , '
y las vecindades tubulares, (�k, ⌧k,1,�k+1) ⇢ Uk \ Uk+1, donde Uk denota la vecindad tubular de
�k de radio '.

γ1(0)

V
k V

k+1

W
k,1

U
k

U
k+1

Por construcción, las geodésicas están suficientemente cerca de manera que (�k, ⌧k,1,�k+1) es
delgado.

Parte 8. Si (A) es verdad para Tl,k con k fija y para todo l, entonces (B) es verdad para Tl,k+1

con k fija y para todo l.

Demostración. Suponiendo (A) para Tl,k, hay un triángulo ¯Tl,k = (�̄l, ⌧̄l,k, �̄l+k) en MH�"

tal que

L(�k) = L(�̄k) y ↵̄l 6 ↵l

L(⌧l,k) = L(⌧̄l,k) ¯�l+k 6 �l+k,
L(�l+k) = L(�̄l+k)

donde ^(��̇l(L(�l)), ⌧̇l,k(ll2/N)) y �l+k = ^(��̇l+k(L(�l+k)),�⌧̇l,k((l + k)l2/N)).
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V
l
(0)

V
l

V
l+k

W
l,k

T
l,k

α
k E

l+k

W
l+k,1

Nótese que �k+l + ↵k+l = ⇡. Ahora se extiende ⌧̄l,k agregando un segmento ⌧̄l+k,1 de longitud
L(⌧k+l,1). Argumentando de manera totalmente análoga a como se probó la Parte 7, pero con lo
dicho antes a esta afirmación, se prueba que

dg(�l(0), ⌧l,k+1((k + l + 1)l2/N)) 6 dH�"(�̄l(0), ⌧̄l,k+1((k + l + 1)l2/N))

con la bisagra (�l, ⌧l,k,↵l), i.e., lo que se quería demostrar. Q. E. D.

Parte 9. (B) y (A) son válidos en MH�".

Demostración. (B) se satisface por inducción, la base de inducción se tiene por lo descrito
antes de la Parte 8 y el paso inductivo por la Parte 8. (A) se cumple por las Partes 3 y 4. Q. E. D.

Por lo tanto, se tiene el teorema de Toponogov para cuando H 6 0. Falta el caso H > 0.

Parte 10. Si H > 0, (B) y (A) se tienen en MH .

Demostración. Como se tiene (B) para MH�", se sabe que para todo " > 0 suficientemente
pequeño,

dH�"(�̄
"
1(0), �̄

"
2(l2)) > dg(�1(0), �2(l2),

donde �̄"
1 , �̄

"
2 ⇢ MH�" y forman un ángulo ↵3. La función de la izquierda es continua con respecto

a ", así que haciendo tender " a cero se tiene
dH�"(�̄1(0), �̄2(l2)) > dg(�1(0), �2(l2).

Con un argumento similar se muestra (A) con las Partes 3 y 2. Q. E. D.

Observación. Si en (A) se pide también que �2 sea minimizante, entonces se tiene un triángulo
de comparación (�̄1, �̄2, �̄3) en MH tal que L(�i) = L(�̄i) y ↵̄i 6 ↵i, i 2 {1, 2, 3}. Esto en virtud de
las Partes 2, 3 y 9, además de los argumentos de convergencia en la Parte 10.



Capítulo 2

Puntos críticos de funciones distancia

A lo largo de este capítulo se considerará una n-variedad riemanniana (M, g) que es completa
y conexa, y A ⇢ M cerrado.

Definición. Considérese la función distancia a A:

distA : M �! R
p 7�! dg(A, p),

donde dg denota la distancia riemanniana de (M, g).
Un punto q 2 M se dice que es punto crítico para distA ó punto crítico para A si para cualquier

vector v 2 TqM hay una geodésica minimizante de c : [0, 1] ! M de q a A tal que

g(v, ċ(0)) > 0.

Un punto r 2 M se dice que es punto regular para distA ó punto regular para A si existe un
vector w 2 TrM tal que para cualquier geodésica minimizante c : [0, 1] ! M de q a A se tiene que

g(w, ċ(0)) < 0.

Ejemplo. M = S1 ⇥ R ⇢ R3.

p=(x0 ,y0 ,z0)

q=(-x0 ,-y0 ,z0)

q y p son los puntos críticos de p

q y p son los puntos críticos de p.

Ejemplo. M = S1 ⇥ S1.

15
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p

q1

q2

q3Lugar de corte de p

q1, q2, q3 y p son los puntos críticos de p.

Lema 2.1. Para cualquier punto regular q 2 M de distA hay un campo vectorial X en alguna

vecindad U de q tal que

(4) g(Xq̃, ċ(0)) < 0

para cualquier q̃ 2 U y cualquier geodésica minimizante de q̃ a A.

Demostración. Como q es regular para A, existe un vector unitario Xq 2 TqM tal que

g(Xq, ċ(0)) > 0

para cualquier geodésica c de q a A. Ahora se extiende Xq a un campo vectorial suave arbitrario X
en alguna vecindad abierta de q. Este campo vectorial satisface la condición (4) en alguna vecindad
abierta suficientemente pequeña pues de lo contrario se puede dar una sucesión {qi}i2N de puntos
en M que convergen a q y una sucesión {ci}i2N de geodésicas de qi a A que satisfacen

g(Xqi , ċi(0)) > 0.

Una geodésica límite c de {ci}i2N sería una geodésica minimizante de q a A tal que

g(Xq, ċ) > 0,

lo cual es una contradicción. Q. E. D.

Definición. Un campo vectorial unitario X en una vecindad U que satisface (4) se llama
campo vectorial tipo gradiente para distA.

El lema anterior muestra la existencia local de los campos vectoriales tipo gradiente para distA
alrededor de puntos regulares.
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Corolario 2.2 (Existencia de campos vectoriales tipo gradiente globales). Bajo las mismas

condiciones del lema anterior se tiene que

(a) El conjunto de puntos regulares para A es abierto.

(b) En el conjunto abierto U de puntos regulares existe un campo vectorial tipo gradiente para

distA.

Demostración. El inciso (a) se sigue inmediatamente del lema anterior.
Para el inciso (b), se pueden pegar los campos vectoriales locales tipo gradiente para distA

dados por el lema anterior usando una partición de la unidad. Así, se obtiene un campo ˜X en U que
satisface (4). Esto último se tiene de la finitud local de la partición de la unidad y de la observación:
si v1, · · · , vm son vectores unitarios en un espacio vectorial euclidiano que satisfacen que hvi, wi < 0

para toda i, entonces cualquier combinación lineal convexa

v =

mX

i=1

�ivi,

con �i > 0 y
Pm

i=1 �i = 1, también satisface hv, wi < 0. Finalmente, tómese

X =

˜X

k ˜Xk g

. Q. E. D.

Proposición 2.3. Sea U ⇢ M abierto y X un campo vectorial tipo gradiente para distA en U .

Sea � el flujo de �X y  el flujo de X. Entonces

(a) distA es estrictamente decreciente a lo largo de cualquier curva integral de �X.

(b) En cualquier subconjunto compacto C de U la razón de decrecimiento está controlada por

una constante de Lipschitz, i. e., hay una constante ✓ > 0 tal que

(5) distA(�(q, t0 + ⌧)) 6 distA(�(q, t0))� ⌧✓

mientras �(q, t0 + �) 2 C para 0 6 � 6 ⌧ . Equivalentemente se tiene

(6) distA( (q, t00 + ⌧)) > distA( (q, t00)) + ⌧✓

Demostración. Obsérvese primero que es suficiente probar (b) pues este implica (a).

Nótese ahora que X satisface la desigualdad

g(�Xq, ċ(0)) > ✓

para algún ✓ > 0, para cualquier q 2 C y cualquier geodésica minimizante c de q a A. Si esto no
fuera cierto, habría una sucesión {qi}i2N de puntos en C y geodésicas minimizantes ci de qi a A
tal que g(Xqi , ċi(0)) > 0. Por compacidad se tendría una subsucesión convergente que se denotará
igual, qi �! q 2 C, y una geodésica límite c de q a A tal que g(Xq, ċ(0)) > 0, lo cual contradice
que q es regular.
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q

Φ(q,t)

X
q

U

A

C

Considérese la función h(t) := distA(�(q, t)). A partir de ésta se va a construir ˜h como sigue.
Sea p 2 A tal que dg(p,�(q, t0)) = distA(�(q, t0)), con q 2 C y t0 de manera que �(q, t0) 2 C.
Sea c geodésica minimizante unitaria, i.e., parametrizada por longitud de arco, de �(q, t0) a p. Sea
⌘ 2 (0, L(c)) fijo y sea

˜h(t) := ⌘ + dg(c(L(c)� ⌘),�(q, t)).

p q

C
U

A c(L(c)-K)

)(q,t)

)(q,t
0
)

Esta función satisface
• ˜h es diferenciable en una vecindad de t0 si ⌘ es lo suficientemente grande de manera que
�(q, t0) pertenezca a una vecindad normal de c(L(c)� ⌘).
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• ˜h(t)
(⇤)
> dg(p,�(q, t))

(⇤⇤)
> distA(�(q, t)) = h(t). (*) se cumple por la desigualdad del trián-

gulo y (**) por definición.
• ˜h(t0) = L(c) = dg(p,�(q, t0)) = h(t0).

Usando las coordenadas normales mencionadas antes, se calcula la derivada de ˜h en t0:

˜h0
(t0) = g(grad distc(L(c)�⌘)(�(q, t0)),�X(�(q, t0)))

= g(�ċ(0),�X(�(q, t0)))
6 �✓

Así, ˜h es decreciente cerca de t0 y como ˜h(t) > h(t):

h(t0 + ⌧)� h(t0)

⌧
6

˜h(t0 + ⌧)� ˜h(t0)

⌧
.

Esto implica que
h(t0 + ⌧)� h(t0)

⌧
6 ĺım

⌧!0

˜h(t0 + ⌧)� ˜h(t0)

⌧
=

˜h(t0) 6 �✓.

Luego
h(t0 + ⌧) 6 h(t0)� ⌧✓.

Es decir, la condición (5) se cumple en una vecindad de t0. Sin embargo esta construción es válida
para cualquier t0 tal que �(q, t) 2 C en una vecindad de t0 contenida en C. La otra condición es
análoga. Q. E. D.





Capítulo 3

Una generalización del teorema de la esfera

Finalmente en este capítulo se procederá con la demostración del teorema principal. Además
del teorema de Toponogov, en la demostración se usan dos resultados: el lema de Berger y la ley de
cosenos para la esfera.

Lema 3.1 (Berger). Sea M una variedad riemanniana compacta y sean p, q 2 M tal que

d(p, q) = diam(M). Entonces para todo W 2 TpM existe una geodésica minimizante � de p = �(0)
a q tal que g(�̇(0),W ) > 0.

Proposición 3.2 (Ley de Cosenos). Sea un triángulo geodésico en Sn cuyos lados miden a, b
y c. Si ↵ denota el ángulo opuesto al lado a, entonces

cos(a) = cos(b) cos(c) + sen(b) sen(c) cos(↵).

La demostración del lema de Berger se puede consultar en [Carmo]. Por otro lado la demos-
tración de la ley de cosenos se puede consultar en [Petersen].

A partir de ahora siempre se considerará una n-variedad riemanniana M completa y conexa
cuya curvatura seccional K satisface

0 < � 6 K 6 1 y
⇡

2

p
�
< diam(M) 6 ⇡p

�
.

Además se tomarán p, q 2 M tal que dg(p, q) = diam(M). Estos existen pues M es compacta.

Lema 3.3. q está determinado de manera única por p y viceversa.

Demostración. Supóngase que existe r 2 M tal que dg(q, r) = diam(M). Usando la completez
de M se toma una geodésica minimizante c1 que une a p con r. Por el lema de Berger, existe una
geodésica minimizante c que une p con q tal que

↵ = ^(ċ(0), ċ1(0)) 6
⇡

2

.

Finalmente, considérese c̄ una geodésica minimizante de q a r.
Así, se tiene el triángulo geodésico 4pqr. Sea � el ángulo en q y � el ángulo en r.

21
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q

p

r

α

γ

E

Tómese el triángulo de comparación en S2(1/
p
�) dado por el teorema de Toponogov. Este

triángulo 4p⇤q⇤r⇤, cuyos lados son c⇤, c̄⇤ y c⇤1, y cuyos ángulos ↵⇤, �⇤ y �⇤, satisface que

L(c) = L(c⇤) y ↵⇤ 6 ↵ 6 ⇡
2

L(c1) = L(c⇤1) �⇤ 6 �
L(c̄) = L(c̄⇤) �⇤ 6 �.

Usando la ley de cosenos en este último triángulo y que ↵⇤ 6 ⇡/2:

cos(

p
�L(c̄)) = cos(

p
�L(c1)) cos(

p
�L(c)) + sen(

p
�L(c1)) sen(

p
�L(c)) cos(↵⇤

)

Luego

0 6 sen(

p
�L(c1)) sen(

p
�L(c)) cos(↵⇤

)

= cos(

p
�L(c̄))� cos(

p
�L(c1)) cos(

p
�L(c))

= cos(

p
� diam(M))(1� cos(

p
�L(c1)))

Lo que implica que

1� cos(

p
�L(c1)) 6 0.

Esta desigualdad se da solamente si
p
�L(c1) = 2⇡k con k 2 Z. Por lo tanto, p = r. Q. E. D.

Lema 3.4. Sea x 2 M r {p, q} y sean c1 y c2 geodésicas minimizantes de x a p y q, respectiva-

mente. Entonces

^(ċ1(0), ċ2(0)) >
⇡

2

Demostración. Supóngase por contradicción que ↵ := ^(ċ1(0), ċ2(0)) 6 ⇡/2. Usando el lema
de Berger, existe una geodésica minimizante c que une a q con p tal que

� := ^(ċ(0),�ċ2(L(c2))) 6
⇡

2

.

Sea � el ángulo en p. Así, se tiene un triángulo geodésico con lados c1, c2 y c, y ángulos ↵, � y �.
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q

p

x

c1

c2

α
c

E

γ

Aplicando el teorema de Toponogov se tiene un triángulo de comparación en S2(1/
p
�) con

lados c⇤1, c⇤2 y c⇤, y ángulos ↵⇤, �⇤ y �⇤ tal que
L(c) = L(c⇤) y ↵⇤ 6 ↵ 6 ⇡

2
L(c1) = L(c⇤1) �⇤ 6 �
L(c2) = L(c⇤2) �⇤ 6 �.

Ahora se usa la ley de cosenos en S2(1/
p
�):

cos(

p
�L(c)) = cos(

p
�L(c1)) cos(

p
�L(c2)) + sen(

p
�L(c1)) sen(

p
�L(c2)) cos(↵

⇤
).

El último sumando es mayor ó igual a cero pues ↵⇤ 6 ⇡/2. Luego

0 > cos(

p
� diam(M)) > cos(

p
�L(c1)) cos(

p
�L(c2)).

De esto, cos(
p
�L(c1)) y cos(

p
�L(c2)) tienen signos distintos. Sin pérdida de generalidad, supóngase

que cos(

p
�L(c1)) 2 (0, 1). Entonces

cos(

p
�L(c1)) cos(

p
�L(c2)) > cos(

p
�L(c2)).

Lo que implica que
cos(

p
� diam(M)) > cos(

p
�L(c2))

y esto a su vez que
diam(M) < L(c2),

lo cual es una contradicción a la definición de diámetro. Por lo tanto, ↵ > ↵⇤ > ⇡/2. Q. E. D.

Teorema generalizado de la esfera. Sea (M, g) una n-variedad riemanniana completa

y conexa, cuya curvatura seccional K es tal que

0 < � 6 K

y

⇡

2

p
�
< diam(M).

Entonces M es homeomorfa a Sn.
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Demostración. Sean p, q 2 M tal que dg(p, q) = diam(M). Por lema de Berger, Lema 3.1, q
es punto crítico de distp. Por el Lema 3.3, q es el único punto crítico de distp en M r {p}.

Sea " > 0 suficientemente pequeño de manera que

expp : B(0, ") ! Bg(p, ")

y
expq : B(0, ") ! Bg(q, ")

sean difeomorfismos.
En Bg(p, ")r {p} considérese el campo vectorial gradiente de la funcion distp

X1 = grad
⇣

distp|Bg(p,")r{p}

⌘
.

Este campo satisface (4) en Bg(p, ") r {p} por como son las geodésicas que salen de p. Para ver
esto tómese un punto r 2 Bg(p, ")r {p} y una geodésica c que lo una con p, así se tiene

g(X1(r), ċ(0)) = g(X1(r),�X1(r)) = �g(X1(r), X1(r)) < 0.

En Bg(q, ")r {q} se considera el campo vectorial

X2 = �grad
⇣

distq|Bg(q,")r{q}

⌘
.

Este campo también cumple (4) en Bg(q, ")r{q}, tómese un punto u en ese conjunto y una geodésica
c1 que lo una con p y una geodésica c2 que lo una con q. Entonces usando el Lema 3.4 se tiene que

0 > g(ċ1(0), ċ2(0)) = g(ċ1(0), X2(u)).

p

r

q

u

X1(r)

c

c1 c2

X2(u)

B
g
(p,H)

B
g
(q,H)

Ahora bien, haciendo uso del Corolario 2.2 y particiones de la unidad, se puede construir un
campo vectorial X tipo gradiente en M r {p, q} tal que coincide con X1 en Bg(p, "/2) r {p} y
coincide con X2 en Bg(q, "/2)r {q}. Por la Proposición 2.3, la distancia a p aumenta a lo largo de
las curvas integrales determinadas por el campo X. Más aún, las curvas integrales tienen longitud
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finita y se pueden extender continuamente a p y q. Además cada x 2 M r {p, q} tiene una única
curva integral 'x(t) del campo X que pasa por x al tiempo t = 0.

Supóngase que el punto v varía sobre @Bg(p, "/2) que es difeomorfa a Sn�1. Después de cierto
tiempo tv la curva integral 'v llega a @Bg(q, "/2). La función

v 7�! tv

es suave porque el campo vectorial X es suave en M r {p, q}.
Dicho lo anterior, se tiene un difeomorfismo definido como sigue:

@Bg(p, "/2)⇥ [0, 1] �! M r (Bg(p, "/2) [Bg(q, "/2))

(x, t) 7�! 'x(t · tx).
Pegando esta aplicación con dos discos Bg(p, "/2) y Bg(q, "/2) se tiene el homeomorfismo buscado,
lo cual demuestra el teorema. Q. E. D.





Comentarios finales

Como ya se mencionó en la introducción de este trabajo, se han construido varias generaliza-
ciones del teorema de la esfera en varias direcciones. Se expondrán varias de ellas y se mencionará
donde se puede encontrar su demostración.

1. Puntos críticos

El objetivo de la teoría de puntos críticos de funciones distancia, teoría que se introdujo de
manera muy básica y parcial en este trabajo, es obtener una relación entre la topología y la geometría
de una variedad riemanniana vía su estructura de espacio métrico. La forma de establecer este
vínculo es tratar de emular con funciones distancia a la teoría de Morse, que como es sabido con
ella se puede estudiar la estructura topológica de una variedad diferenciable. El problema de las
funciones distancia es la pérdida de diferenciabilidad, sin embargo ciertas propiedades básicas siguen
siendo válidas para estas funciones.

Con esta teoría se puede probar la siguiente generalización del TGE que se debe a Karsten
Grove y cuya demostración se puede consultar en [Grove].

Teorema 3.5. Sea M una n-variedad riemanniana compacta y sin frontera. Si existe un punto

p 2 M tal que distp tiene solamente un punto crítico distinto de p, entonces M es homeomorfa a

Sn.

Nótese que precisamente el TGE puede verse como corolario de este teorema porque a través
de las hipótesis sobre la curvatura y sobre el diámetro se obtiene que:

(a) Usando el teorema de Bonnet, la variedad M es compacta.
(b) Con los Lemas 3.3 y 3.4, si p, q 2 M son tales que dg(p, q) = diam(M), la función distp

tiene un sólo punto crítico distinto a p que es q.
Por lo tanto, se puede aplicar este teorema para obterner la conclusión del TGE. La demostración
del teorema de Grove es muy interesante porque usa la versión para funciones distancia de la teoría
clásica de Lusternik-Schnirelman.

2. Subvariedades

Ahora se presenta un teorema de la esfera que, aunque no es precisamente una generalización
del teorema clásico de la esfera, extiende el resultado a una nueva clase de variedades riemannianas
desde el punto de vista de teoría de subvariedades. Este teorema se debe a Katsuhiro Shiohama y
Hongwei Xu y su demstración se puede consultar en [Shiohama-Xu].

Teorema 3.6. Sea M una n-subvariedad orientada y completa de Fn+p
(c) con c > 0, donde

Fn+p
(c) es la variedad riemanniana simplemente conexa y completa de dimensión n+p y curvatura

27
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seccional c. Si n 6= 3 y si

⇤(M) := sup

M
(S � ↵(n,H, c)) < 0,

donde

↵(n,H, c) := nc+
n3

2(n� 1)

H2 � n(n� 2)

2(n� 1)

p
n2H4

+ 4(n� 1)cH2,

n > 2, H es la curvatura media de M y S es la norma al cuadrado de la segunda forma fundamental

de M . Entonces M es homeomorfa a una esfera. Más aún, M es difeomorfa a una esfera si n = 3.

Por la aparente diferencia del enunciado de este resultado con los demás expuestos aquí, vale
la pena comentar que la hipótesis sobre el número ⇤(M) es una condición sobre la curvatura y la
importancia del por qué se define de esa manera se nota en la demostración del teorema. Primero
porque permite acotar la curvatura de Ricci por debajo por 0 y de ahí se concluye con el teorema
de Myers que M es compacta y tiene grupo fundamental ⇧1(M) finito. Por otra parte, permite
calcular los grupos de homología de M para después, mediante el uso de resultados de topología
algebraica como el teorema de Hurewicz y el teorema de Whitehead, determinar que M tiene el
mismo tipo de homotopía de Sn y finalmente, con la solución de la conjetura de Poincaré, concluir
que M es homeomorfa a Sn.

3. Espacios de Alexandrov

Los espacios de Alexandrov forman una clase de espacios métricos que tienen dos propiedades
importantes con relación a la geometría riemanniana. La primera es que aparecen de manera natural
en la frontera del espacio de todas las variedades riemannianas con curvatura acotada por debajo y
la segunda es que comparten muchas propiedades con las variedades riemannianas. Así, este último
resultado es un teorema de la esfera para espacios métricos que generalizan de cierta manera a las
variedades riemannianas.

Este resultado fue desarrollado por Karsten Grove y Peter Petersen, y su demostración puede
ser consultada en [Grove-Petersen 2].

Teorema 3.7. Sea X un espacio de Alexandrov n-dimensional con curvatura mayor o igual a

1 y radio mayor a ⇡/2, entonces X es homeomorfo a Sn.



Apéndice A

Unos resultados de comparación

En este apéndice se expondrán el teorema de comparación de Rauch y un teorema de Ber-
ger, así como un par de corolarios de ellos. Estos resultados permiten, a partir de la comparación
de la curvatura seccional de dos variedades, obtener un cotejo de las longitudes de curvas en di-
chas variedades. Estos resultados no se demostrarán pero sus pruebas pueden ser encontradas en
[Cheeger-Ebin] o en [Carmo].

Teorema A.1 (Rauch). Sean M una n-variedad riemanniana y

˜M una (n+ k)-variedad rie-

manniana con k > 0. Sean � : [0, a] ! M y �̃ : [0, a] ! ˜M geodésicas unitarias. Y sean J y

˜J
campos de Jacobi a lo largo de � y �̃, respectivamente, tal que

J(0) =

˜J(0) = 0,

g(DtJ(0), �̇(0)) = g̃(Dt
˜J(0), ˙�̃(0)),

|DtJ(0)|g = |Dt
˜J(0)|g̃.

Supóngase que �̃ no contiene puntos conjugados en (0, a] y que, para todo t, para todo x 2 T�(t)M

y x̃ 2 T�̃(t)
˜M , se tiene

˜K(x̃, ˙�̃(t)) > K(x, �̇(t)),

donde K(x, y) denota la curvatura seccional con respecto al plano generado por x y y. Entonces

| ˜J |g̃ 6 |J |g.

Además, si para algún t0 2 (0, a], se tiene que | ˜J(t0)| = |J(t0)|, entonces

˜K(

˜J(t), �̃0
(t)) = K(J(t), �̇(t)), 8t 2 [0, t0].

Corolario A.2. Sean M y

˜M n-variedades riemannianas. Supóngase que para todo p 2 M ,

p̃ 2 ˜M , � ⇢ TpM , �̃ ⇢ Tp̃
˜M , se tiene que

˜Kp̃(�̃) 6 Kp(�).

Sean p 2 M , p̃ 2 ˜M y una isometría lineal fija i : Tp̃
˜M ! TpM . Sea r > 0 tal que las restricciones

expp̃

��
B̃e(r,0)

y expp

��
Be(r,0)

sean aplicaciones difeomorfas. Sea c̃ : [0, a] ! expp̃(
˜Be(r, 0)) ⇢ ˜M una

curva diferenciable y se define la curva diferenciable c : [0, a] ! expp(Be(r, 0)) ⇢ M como

c(s) = expp �i � exp�1
p̃ (c̃(s)), s 2 [0, a].

Entonces L(c̃) > L(c).

Para enunciar el segundo teorema conviene introducir las siguientes nociones.

Definición. Sea S una subvariedad de la variedad riemanniana M . Se dice q es un punto focal

de S si es valor crítico de expp

��
NpS

para algún p 2 S, donde NpS denota el complemento ortogonal
de TpS en TpM .
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Definición. Sea M variedad riemanniana. Sean p 2 M y x 2 TpM fijos. Considérese el
conjunto

x?
= {y 2 TpM | g(x, y) = 0} .

Como expp : TpM ! M es un difeomorfismo local alrededor de 0, existe una vecindad U del cero en
x? tal que expp

��
U

es un encaje. A la subvariedad N = expp(U) se le llama subvariedad geodésica

definida por x.

Teorema A.3 (Berger). Sean M una n-variedad riemanniana y

˜M una (n + k)-variedad

riemanniana con k > 0. Sean � : [0, a] ! M y �̃ : [0, a] ! ˜M geodésicas unitarias. Supóngase que

para todo t, para todo x 2 T�(t)M y x̃ 2 T�̃(t)
˜M , se tiene

˜K(x̃, ˙�̃(t)) > K(x, �̇(t)).

Además supóngase que para ningún t 2 (0, a] el punto �̃(t) es punto focal de la subvariedad geodésica

˜S definida por

˙�̃(0). Sean J y

˜J campos de Jacobi a lo largo de � y �̃, respectivamente, tal que

|J(0)|g = | ˜J(0)|g̃, g(J(0), �̇(0)) = g̃( ˜J(0), ˙�̃(0)) y |DtJ(0)|g = |Dt
˜J(0)|g̃.

Entonces |J(t)|g > | ˜J(t)|g̃.

Corolario A.4. Sean M una n-variedad riemanniana y

˜M una (n+k)-variedad riemanniana

con k > 0. Sean � : [0, a] ! M y �̃ : [0, a] ! ˜M geodésicas unitarias. Sean E y

˜E campos vectoriales

unitarios paralelos a lo largo de � y �̃ tales que son perpendiculares siempre a �̇ y

˙�̃, respectivamente.

Sea c : [0, a] ! M curva suave definida por

c(t) = exp�(t)(f(t)E(t)),

donde f : [0, a] ! R es una función suave, y sea c̃ : ! ˜M definida por

c̃(t) = exp�̃(t)(f(t) ˜E(t)).

Supóngase que

˜K > K y supóngase que para cada t la geodésica ⌘̃ : [0, a] ! ˜M definida por

⌘̃(s) = exp�̃(t)(s f(t) ˜E(t))

no contiene puntos focales de la subvariedad geodésica definida por

˙⌘̃(0). Entonces

L(c) > L(c̃).

γ
γ(0)E(0)

c
M

γγ(0)
E(0)

c M
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