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Introduccién

Uno de los problemas clésicos de la geometria riemanniana consiste en
estudiar las subvariedades de un espacio ambiente dado, este problema puede
ser reformulado en términos de inmersiones.

El problema reciproco resulta sumamente interesante, es decir, ;cuando
una variedad admite una inmersién (isométrica) en un espacio determinado?
Un ejemplo de la importancia de la existencia de inmersiones es el siguiente
teorema: (Véase | D

Teorema 0.1 Sea M™, n > 2, una variedad riemanniana conexa, compacta
y orientable, si existe una inmersion f : M™ — R con curvaturas prin-
cipales distintas de cero en cada punto de M™ entonces M"™ es difeomorfa a

Sr.

Las condiciones para la existencia de inmersiones isométricas de una
variedad de dimensién n en una forma espacial de dimensiéon n + 1 se ha
estudiado en textos cldsicos como | ] 0 en el articulo de | ]. Se
muestra que las ecuaciones de Gauss y Codazzi son condiciones suficientes y
necesarias para la existencia de tal inmersién al espacio ambiente que resulta
ser Unica salvo isometrias globales.

En espacios més complicados dichas ecuaciones no constituyen una con-
dicién suficiente, como se demuestra en [ |. En esta tesina se expondrén
las condiciones necesarias y suficientes para la existencia y unicidad de in-
mersiones isométricas en los espacios S” x R y H" x R (véase (4.1)).

La tesina estd presentada de la siguiente forma: en la seccién 1 se hace un
recordatorio del tensor de curvatura, el operador de forma y las ecuaciones
de Gauss y Codazzi para espacios con curvatura seccional constante. En la
2 se usa el material de marcos méviles para establecer ecuaciones entre el
operador de forma y el tensor de curvatura que resultan fundamentales para
la prueba del teorema. En la seccién 3 se recuerdan algunos resultados ttiles
de la teoria de hipersuperficies para los espacios S" x R y H" x R. Por ltimo,



en la seccién 4 se prueba el teorema que asegura la existencia de inmersiones
isométricas en los espacios mencionados bajo ciertas condiciones.

1. Algunos hechos de Geometria Riemanniana

Consideremos M una variedad riemanniana orientable de dimensién n+1
y M una subvariedad de M de dimensién n, también orientable y orientada
mediante un campo vectorial unitario N normal a M en cada punto de M.
Sean V y V las conexiones de M y M respectivamente y R y R los tensores
de curvatura riemanniana i.e. para cualesquiera X,Y,Z € 2 (M) tenemos

R(X,Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ+ V[X’y}Z (1)

Sea S el operador de forma de M en M dado por S(X) = —(VxN)T para
X € Z (M), esto es, el cambio del vector normal en la direccién de X.
Entonces las siguientes ecuaciones son ciertas:

(R(X,Y)Z,W)\—(R(X,Y)Z,W) = (SX, Z)(SY,W)—(SY, Z)(SX, W) (2)

VxSY —VySX — S[X,Y] = R(X,Y)N (3)
estas son las ecuaciones de Gauss y Codazzi respectivamente.
Si M es una forma espacial, i.e. un espacio de curvatura seccional cons-
tante, como la esfera S"*1, el espacio euclidiano R™*! o el espacio hiperbélico
H"+! entonces las ecuaciones anteriores se transforman en lo siguiente

<R(X7 Y)Z’ W>_K(<Xv Z><Yv W> - <K Z><X’ W))

— (SX, Z)(SY,W) — (SY, Z)(SX, W) (4)

VxSY — VySX — S[X,Y] =0 (5)

en estas ecuaciones k representa la curvatura seccional de M i.e. Kk = 1,0, —1
para SPH1 R* v H* ! respectivamente.

Bajo estas condiciones la métrica y la segunda forma fundamental se
encuentran definidas intrinsecamente en M siempre y cuando tengamos de-
finido el operador de forma S.

2. Marcos moviles

En esta seccion se dara el material necesario para la prueba del teorema
(4.1) y fijaremos la notacién a seguir.

Sea M una subvariedad riemanniana de dimensién n de M yy
{e1,€2,...,e,} un marco local ortonormal de M y {w',w?,...,w"} las 1-
formas duales i.e.

w(ej) = 0}



Consideremos S el operador de forma de M. Definimos las siguientes 1-

formas. Sean i,j € {1,2,...,n} entonces
w;'- = Z (Ve ei)w”
k

w;”rl = Z (Sex, ej)wk

k
J L n+1
Wnt1 = —wj
n+l . _
wn—&-l =0

Sea
Ve, €5 = ng,jep’ k,j,pe{i2,...,n}.
p

Asi tenemos que
A _ TP
(Verejiep) =T 5,

por lo que

vﬁkej - E <v6kej7ep>ep'
P
Ahora consideremos

Sek:ZB,@ei, i,k € {1,2,...?7,},

entonces como Se, = —V,, N tenemos
<S€k, ei) - _<vekN7 ei) - /B]lca

por lo que
Sek = — Z (VekN, €i>€i.
i
Por 1ltimo definimos '
g = (Rlek, er)es, eq).

Teorema 2.1 Las siguientes ecuaciones son ciertas
dw' + g wy Aw? =0
p

Zwﬁ“ AwP =0
P

, . 1 - .
s+ Yo = -2 S Ryt n
p k l

9)

(10)

1
duftt + ) wptt Al = 52 Y (Ve Ser— Ve, Ser — Slex, e, ej)w’ Al
kol

p

(11)



Prueba Recordemos que si 6 es una 1-forma la derivada exterior actia en
un par de campos vectoriales X, Y como sigue:

do(X,Y) = X(0(Y)) — Y (0(X)) — 0([X,Y]), (12)
por lo que

dwi(ep, eq) = ep(wi(eq)) - eq(wi(ep)) - Wi[epa eq
= ep(dé) - wi(‘s;iz) - wi([ep, eq)) = —Wi([epv eq))

= —w'(Ve,eq = Ve, €p),

ahora ‘ .
eq — Ve,ep) = —wfl(ep) + w;(eq)

ya que

Wi(vepeq = Ve,ep) = —wi(z Fl;,qek - Z Flg,pel) = _F;,q + Ffm =
k /

= —(Ve,eq, €:) + (Ve ep,€1) (13)
= _W;(ep) + W;lu(eq)v
ademas
Z wi N Wk(ezw eq) = Z(w,i(ep)wk(eq) - w,i(eq)wk(ep)) = Wé(ep) - w;’;(eq)
k k
(14)
por lo que de (13) y (14) tenemos
dw’ —i—Zw;/\wp =0,
P
esto prueba (8). Para probar (9) tenemos lo siguiente
Do AW epeq) = D () (e) — i et ()
k k
= iy T (ep) = wp T eq) = (S(ep) eq) — (Sleq) )

la dltima igualdad es cierta ya que el operador de forma es simétrico con
respecto a la métrica.

Para probar (10) recordemos que w; = 3, (Ve, €5, e;)wk, entonces usando
la compatibilidad de la conexién con la métrica tenemos

dwy = " d({eis Veyes)) A + (es, Veyej) A de” (15)
k



ahora
d(<eu ekej Zel ((es ekej )wl
l

asi de lo anterior, la ecuacién (15) y usando (8) tenemos
dwé = Z Z e1((ei, Ve,ei))wh Awh + Z(ei, Ve €5)dw
koo k
= ZZ ((Ves€i, Veres)) + (e, VelVekej)wl A Wk (16)
koo

- ZZ(ei,Vekej>wlk Awl.
ko1

Por otro lado, al usar la definicién de wlk, el altimo sumando de la ecuacion
anterior se convierte en

Z Z(ei, Ve.ei)wf Awh = ZZ Z(ei, Verej) ek, Ve er)w? A w'!
kool k1 g
= ZZ<€i> Vveqel€j>wq A wlv
I 4

la ultima igualdad de la ecuacién anterior es cierta ya que al usar simbolos
de Christoffel obtenemos

ZZz<ei’vekej><ekaveqel>wq /\(,L)l e
k l q
= Z Zz<el7 Zrz7jet><€k7 ng’les>wq /\ U.)l —
k l q

ZZ( i,jrf;l—kr IQl"" +Fnjrql>wq/\wl'
I q

(17)

(18)

por otro lado ya que
VVeer€i = Vi, 1t e, Z Il Ve,e;

tenemos

Z Z(ei, Vv, ei)w! A wh = ZZ(ei, Zfé’lvetej)wq Awl =
ZZZF (€i, Ve, e5)w? AW —ZZZFql el,ZFmesw Al =
ZZZF w A w —ZZ z‘f‘FQ,ng,z‘f‘ —i—Fn] ql)w AW

(19)



de (18) y (19) concluimos que la igualdad es cierta.
Ahora, usando la compatibilidad de la métrica y los simbolos de Chris-
toffel tenemos

Zw /\w ZZZ (€i, Ve,ep) ep,Veke]>w AWk
= —ZZZ Ve€isep) ep,Vekej>w AWk = (20)
k l p
=— Z Z(qui, Ve w! Awh.
k l

Asi al juntar (20), (17) y (16) y usando la compatibilidad de la métrica
tenemos

dw —I—Zw Awf ZZ €i, Ve,Veej — Vy,, i)l AwP (20)

Sumando esta identidad consigo misma, cambiando los indices k y I, re-
cordando la definicién del tensor de curvatura y que w® A w! = —wh A W
tenemos

2<dw§-+2w;/\w§> ZZ (ei, R(ex, € ej>w A WP
P

y de esta igualdad se desprende (10).
Para probar la ecuacién (11) tenemos que

w;-LH = Z(Sek, ej P

k

entonces

"H ZZel Sek,e]w A w +Z (Seg, ej)dw” =
:ZZ (Ve,Sek, e5) —l—(Sek,Vele] wh Aw —ZZ Sex, e)wi A w!
koo

k1

el ultimo término de la expresion anterior se transforma al usar la definicién
de wlk y los simbolos de Christoffel en

ZZ(Sek,ej>wlk At = ZZZ(Sek,ej><ek,Veqel>wq Ao =
k1 k1 q
=D > (Sej, Ve enw? Au!
I g



Por otro lado usando la definicién de w;’ tenemos que

ng+1 /\wﬁ) - ZZ<S€k7€p>wk /\wﬁ) =
- ZZZ<S€k’eP><€pavel€j>wk Al =
E p 1
=3 ) (Sex, Ve A,
kool

entonces usando la simetria del operador .S tenemos

alwg”rl + Zw;”'l /\w? = ZZ ((VelSek,ej) — <Sej,Velek>)wl Al =
P k l

=3 (ej, Ve, Sep — SV ep)w! Awh
kol

Sumando esta identidad consigo misma, cambiando los indices k y [, y re-
cordando que w* A w! = —w! A w* tenemos

2 <dw;”+1 —l—ngH /\w?) = Z Z(ej, Ve, Ser— Ve, Se;— Sley, ek]>wl AW,
D k1
de esta expresion se obtiene (11).

3. (Qué sucede con las hipersuperficies orientables
de " xR y H" x R?
En esta seccién M serd una hipersuperficie orientable de S™ x R o de

H" x R.
Denotaremos por L™ a R™ con la siguiente forma cuadrética

— (dz)? + (dz")? + - - - + (dz™)?,

este espacio recibe el nombre de espacio de Lorentz.
Consideremos las siguientes inclusiones

ST = {202, ... ™) e R (29)2 + Z(x’)Q =1},

H" = {(1,07l,17 B .’:L‘n) c Ln—&-l; —(.%‘0)2 + Z(:L,z)Q — 1,:L‘O > 0}’
i
de esto podemos concluir que

S" xR cR*™2, H*xRc L2, (17)



En el caso de S” x R sea k = 1 y E"*2 = R"™2 y en el caso de H" x R sea
k= —1y E"?2 = L"*? y escribamos T" = S" o H".

Denotemos por V, V y V las conexiones de M, T" x R y E"*+? respecti-
vamente y por N el vector normal unitario a T x R en E"*2, entonces en
un punto z = (2%, 2!, ..., 2" 2"*!) € T" x R tenemos

N(z) = (xo, zh, ... ,z",0) =z — (z, eny1)entl; (18)

también denotamos por N el vector normal unitario a M en T™ x R. De-
notemos por S al operador de forma de M en T" x R y por S al operador
de forma de T" x R en E"*2, el signo de S se escogié de tal forma que la
siguiente ecuacién sea cierta

VxY =VxY + (§X,Y)N
por lo tanto recordando que (N, N) = s, tenemos
(SX.Y) = r(VxY,N)

asi

SX = —m%XN

— — a, 0
S(X)=—-rdN(X)=k| — X +(X, —)— 19
() = —kdN () = b~ X +(X, ) ) (19)
esto se puede ver de la siguiente forma sea « : (—e,€) — H" x R tal que
a(0) =z y ¢/(0) = X, entonces

_ d [—
dN(X) = (Noa)(0)= <N o a(s))
ds <=0
d
1 CORaoR ey (20)
ds s=0
0,0
X c‘)t> ot’
y por lo tanto la férmula (19) es cierta.
Sea {e1,ea,...,e,} un marco local ortonormal de M y e, 41 = N y eg =

N|as , sean w},w?“ y wl'f] las férmulas definidas por (6) y consideremos

para v € {0,1,2,...,n+ 1}

Ve ey = veke'\/ + Fgﬁeo (21)

entonces _ o
(Vepeys€0) = (Ve €y, €0) + mfgﬁ = ﬁfgﬁ (22)

pero eg = N, asi (Ve ey,60) =0y n(éekev, eo) = (Se, ey), asi definimos
wa(er) = (Ve,eq,e0) = T, = (Sep, eq) = —rler, ey) + K ex, 5 )\

8



la dltima igualdad se desprende de la férmula (20). Ademds definimos

wg = (Ve,e0,€4) — nwg (23)
entonces tenemos que o
Ve, e8 = ng‘(ek)ea (24)
«
Sea {Ey, E1, ..., Eny1} el marco canénico ortonormal de E"2 donde (Ey, Eg) =

Ky Eny1 = %, entonces
€g = Z A%Ea
(6%

Por lo que tenemos

Vees = > dAG(ex)Ea,

Consideremos la matriz A € #,.2(R) cuyos « renglén y S columna es
Ao, B) = Af ie.

A§ A? A% e A% 1
Ag A% A% A Ag+1

A=| A4p A7 Ay AT, (25)
A8+1 Aiwrl A721+1 T AZE

la matriz anterior cumple A*GA = G donde G se encuentra definida de la
siguiente forma

kK 0 -+ 0
0 1 --- 0

G=]. (26)
0o 0 --- 1

esto es debido a que (Ey, Ey) = k, ademds de la ecuacién A'GA = G obte-
nemos que det(A4) = 1.
Por otro lado usando (24) la misma expresion puede ser escrita como

Vees =D > wier)ASEq (27)
oy

asi tenemos que

AQ =dA

donde Q(a, 8) = wj € M 2(QYU)), de igual forma dA € .y, 2(QH(U))
La matriz A es invertible al ser una matriz de cambio de base, por lo
tanto la ecuacion anterior puede ser escrita como

0O=A"14 (28)



entonces de la ecuacién A*GA = G obtenemos

A'GA=G
d(A'GA) = dG =0
dAY(GA) + A'd(GA) =0

(dA")(GA)
(dAD(GA) + AY((dG)A + GdA) = 0
(AN (GA) + AH(GdA) = 0
(AN (GA) + AH(GdA) = 0

puesto que Q = A71dA tenemos que AQ = dA y por lo tanto Q' A" = dA?.
Asi podemos concluir que

QA'GA + A'GAQ =0

QA'GA+ G =0 (30)
Q'G+GQ=0.
Asi tenemos que
A€ SOT(E"?), Qe so(E"?) (31)
donde
SO(E""2) = {Z € My 15(R); Z1GZ = G, det(Z) = 1} (32)
y
s0(E"?) = {Q € M0 G+ GQ =0} (33)

4. Inmersiones isométricas en S”" x R y H” x R

Sea M una variedad riemanniana simplemente conexa de dimension n.
Consideremos Sy : Ty M — T, M una familia suave de operadores simétricos
con respecto a la métrica 7" un campo vectorial sobre el haz tangente de M
tal que ||T]| <1y v una funcién suave en M tal que v < 1.

Recordemos que para una hipersuperficie de T" x R donde T" = S™
o H" las ecuaciones de Gauss-Codazzi toman la forma (1) y (2), entonces
motivados por este hecho decimos que una variedad riemanniana cumple las
condiciones de compatibilidad para T™ x R si se tiene lo siguiente

- ||T|?+0v?=1.
» Para X,Y,Z € 2 (M) tenemos

R(X,Y)Z = (SX, Z)SY — (SY, Z)SX
k((X, Z)Y — (Y, Z)X — (Y, T)X, Z)T) (34)
— (X, TYZ,T)Y + (X, T)Y, Z)T + (Y, T)(Z,T)X)

VxSY — VySX — S[X,Y] = kv((Y,T)X — (X, T)Y) (35)

10



VxT = vSX (36)

dv(X) = —(SX,T) (37)

Estas ecuaciones vienen motivadas de forma inversa, es decir, es posible
demostrar que dichas ecuaciones se cumplen para hipersuperficies de varie-
dades de formas espacioales (algo que no se realizard en esta tesina) y lo
que se pretende demostrar en el siguiente teorema es que estas condiciones
son suficientes para establecer la existencia de una inmersion isométrica, es
decir, pensar a la variedad de dimensién menor como una “hipersuperficie”
salvo inmersion isométrica. Los detalles del teorema se dan a continuacion.

Teorema 4.1 Sea M una variedad riemanniana de dimension n con métri-
ca (-,-) y V su conexion riemanniana. Sea S, : TyM — T,M una familia
suave de operadores simétricos con respecto a la métrica, T un campo vec-
torial en el haz tangente de M y v una funcién suave en M tal que v? < 1.
Supongamos que la variedad M cumple las condiciones de compatibilidad
con respecto a T x R, entonces existe una inmersion isométrica f : M —
T™ x R tal que el operador de forma con respecto al vector normal dado por

f es
df o Sodf! (38)

y tal que

0

Frie df(T) + vN; (39)
esta isometria es unica salvo isometria global de T™ x R que preserve la
orientacion tanto de T™ como de R.

Prueba Consideremos un marco local ortonormal {e1,...,e,} en M y las
formas w®, w"t!, Wi, Wy 1, wZﬂ definidas en la seccién 2 usando la familia
de operadores Sy. Definamos

T = (T,e), TV :=p, TV:=0 (40)

ademas motivados por el hecho de que v representaria el coeficiente de la

parte normal de la representacién de % en términos del haz tangente y el

normal y que T es la parte tangente en esa representacién definamos

wi(ex) = K(TIT* = 67),  wy s (ex) == mT", )
wh = —kwy, withi=—kwh ., wg =0
y consideremos la siguiente 1-forma
n(X) = (T, X) (42)



entonces en el marco local {eq,...,e,} tenemos
y= YT
k
y de la misma forma deinimos la siguiente matriz de formas
Q= (w§) € Mn2(2(U))

Para establecer el teorema es necesario usar algunos resultados.

Lema 4.2 n es una forma cerrada i.e. dn = 0.

Prueba Para esto consideremos un par de campos vectoriales X, Y € 27 (M),
entonces

(X, Y) = X(0(Y)) = Y (n(X)) = (X, V)
=X(T,Y)-Y(I,X) - (T,[X,Y])
=(VxT.Y)+ (T,VxY) —(VyT.X) — (T,Vy X) — (T, [X,Y])
=(VxT,Y)—(VyT,X)+ (T, VxY - VyX) — (T, [X,Y])
— (VxT,Y) — (Vy T, X)
= wSX,Y)—- (vSY,X)=0

Lema 4.3 Para o € {0,1,...,n,n+ 1} tenemos

n+1
o _ Yoy
dT* = E T7w) (43)
v=0
Prueba Para probar este lema consideremos primero « € {1,...,n}. En-
tonces es suficiente probar que ambas expresiones coinciden en el marco
ortonormal {ej,es,...,e,}. Para esto tenemos

dT(er) = d(T,eq)(ex) = ex(T,eq) = (Ve T, eq) + (T, Ve ea)
= (vSek,eq) + (T, Ve, €q)

donde la ultima igualdad de la expresion anterior es consecuencia de las
ecuaciones de compatibilidad. Por otro lado tenemos

n+1 n
> Trwi(er) = TOwg(er) + ) T (Veyeasey) + Tl (er)
=0 =0

n
=0+ (Ve,€as ZT“’&Y) + T (Sey, eq)
y=1

= (Ve,ea, T) + v(Sex, €q)

12



por lo tanto ambas ecuaciones coinciden para « € {1,,..,n}. Ahora supon-
gamos que o = 0 entonces

ar’ =0 (45)
y por otro lado
n+1 n
Y Twiler) =) Trwq(ex) +vug ™ (e) =
v=0 v=1

n
= Z —mT”wg(ek) — 27"

(46)
= —TTTF + 6F) — 2T*
v=1
= (14T +TF — 21k = 0.
Para el caso donde o = n + 1 tenemos
AT (ex) = dv(er) = —(Sex, T) (47)

por otro lado

n+1

1
ZTV w4y (er) ZT“’ w4y (er) E:T%w’"”r ek)

= —ZT7 Sep, ey) = Sek,z:T'Ye7 —(Sey, T).
(48)
asi la férmula es cierta.
Lema 4.4 Se tiene que dQ2+ QA Q = 0.

Prueba Consideremos ¥ = dQ2 + Q A Q, entonces usando la ecuacién (10)
tenemos para i,j € {1,2,...,n}

. 1 . k 1 1 1 i 0
‘I’E':_gZZR;ﬂUw Aw' +wh g AwlT + wh A w) (49)
ko1

al considerar las ecuaciones de compatibilidad tenemos que

};lj = (R(ey, e1)ej, e;) = (Sey, e5)(Ser, e;) — (Sey, e5)(Seg, i)+
k((er, €j) (e, €i) — (er, €5)(ex, ei) — (€1, T)ew, ) (T, ei)+ (50)
(e1,T)(ej, T)(ex, €:))

Asi definiendo

Ry, = w(6hs! — obol — T'ish — TRTIsL+ TFTISLTITISY)  (51)

13



(o . ; —i
por otro lado es facil ver usando las definiciones que wj A w?(ek, er) = Ry,
asi tenemos que

Riyj = whyy Al (eg, e0) + wh A wj(ex, €) (52)

con lo que obtenemos que \Il; =0.

Para mostrar que \I/;-"H = 0 consideremos lo siguiente, por la ecuacién
(11) tenemos lo siguiente

1
\I/;.“rl =5 Z Z(VekSel — V., Sex — Slex, el], e;)w® Aw! +wdT A w?
kool

ahora usando las ecuaciones de compatibilidad tenemos que
(Ve,Ser, Ve, Ser, — Slex, el], ) = w(T' T 416k — TR 6%

por otro lado usando las definiciones y haciendo un calculo de rutina tenemos
que
wi A w; Oen, e) = K(TkT”H(;l TlT"‘H(Sé-)

por lo tanto \I'?H = 0. Para probar que \11? = 0 consideremos lo siguiente
k
\I’?(em €q) = dw?(ep, eq) + Z wlg A wpy1(ep, €q) (53)
k
ahora
dw?(ep, eq) = Hd(Tjn—wj)(ep, eq) = ﬂ(de(ep)n(eq)HTjdn(ep, eq)—dwj(ep, eq))
pero por el lema (4.2) n es una forma cerrada; asi, por la ecuacién (8)
tenemos que
dw? = k(dTV A — dw?) = kdT? /\17+/<;Zwi A wk
k

por lo tanto la ecuacién (53) se transforma al usar las definiciones de las
formas en

\Iig(ep, eq) = “(de(ep)n(eq) - de(eq)n(ep) + Z wi A wk(ep, eq))
k

=+ Z wd A wf(ep, eq) +wh g A w}‘“(ep, eq) =
k

“(de(ep)U(eq) - de(eq)n(ep) + wz(ep) - wi;(eq))

o1 S Tk - T Tl )+ ulen) — we))
k k

K:(Tan—H n+1( ) . Tan+lw?+1(€p))

“(dT]( p)n(eq) — de(eq)n(ep) + wf;(ep) - wi(eq)

“(dT]( a)n(eq) — dT’ (ep)n(eq)) + w?(eq) - w?(ep) =0

+

_l’_

+

(54)
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la ultima igualdad se sigue ya que w? = —wf;: Para demostrar que ¥° 1=0

consideremos lo siguiente

k
\I/2+1(ep, eq) = dw2+1(ep, eq) + Z w,ﬂ A wp i1 (ep, €q)

=

= K(TUT" " (ep) — TT™ (ey))
+ K <Tp Z TFwy 1 (eq) = T Z Tkwﬁﬂ(ep))
k k

”(*wfwrl(eq) + wgﬂ(ep)) =0

(55)

usando el lema 4.3 y la simetria del operador S con respecto a a la métrica
obtenemos lo deseado. \118 = 0 ya que w8 = 0 y usando las propiedades
del producto exterior obtenemos el resultado, Analogamente \IIZI} = 0 por

razones semejantes. ¥/, =0 ya que ¥/ | = —\I/?H =0

Sea y € T" y consideremos Z(y) el conjunto de matrices en SOT(E"+?)
tal que los coeficientes del tltimo renglén son T7(y), este conjunto es una
variedad ya que el siguiente mapeo

F: SOT(E"?) — S(E"*?)

que a cada matriz en SOT(E""2) le asocia su tltimo renglén y donde
S(E™*2) = {z € R"*2; (z,z) = 1} es una submersion.

Lema 4.5 Supongamos que las ecuaciones de compatibilidad para H™ x R
se cumplen. Sea yo € T" y Ay € Z(yo). Entonces existe una vecindad Uy de
Yo en M™ y un 1inico mapeo A : Uy — SO+ (E"*2) tal que

ATNA=Q, VyeU, Aly) € Z(y), Aly) = Ao (56)
Prueba Consideremos U un abierto coordenado de T" y sea
7 :={(y,2) e U x SOT(E""*); Z € Z(y)} (57)
se probara que
Tiy 7 = {(u,Q) € T,U & TS0 (E"2); 3™ = (dT7),(w)}  (58)

para esto en cada punto y € M" existe un abierto U y un mapeo y — M (y) €
SOT(&7+2) tal que el tltimo renglén de M (y) es (T?(y))g . Ahora para Z
arbitraria en Z(y) tenemos que

ZeZy), siysdlosi Z= (5 (1)) M(y) (59)

donde B es una matriz en SO(E"*!), al considerar una parametrizacién

suave de (B 0

0 1) M (y) obtenemos que el mapeo (y,v) — (y, ¥ (v)M(y)) es
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una parametrizacion local de #. Asi es claro que dim.% = n + w Si

pensamos a % como el siguiente producto fibrado

F " SOT(E"+?) (60)

T

U Rn+2
T

donde T es el campo vectorial y p es la proyeccién en el ultimo renglén de
la matriz se desprende facilmente que

T2 = {(.C) € T,U & TzSOT(E"?); (5 = (dT7), (u)}

Consideremos 7 : % — SOT(E"*?) C .#,12(R), entonces tenemos que
dry,z) + Ty, 2)F — Mni2(R). Definamos la siguiente matriz de 1-formas

para (u,() € T(y 77

Ow,2) : Tiy,2)F — Mni2(R)

71 o (61)
@(%Z)(u, ():=2 d?T(y’Z)(U,C) —Qy(u) =2""¢C—Qyu)

lo siguiente por probar es que ker ©(, ) := %(y, Z) tiene dimensién n. Para
esto, Oy, z) € 50(E"?) ya que se probd que Q € so(E"2). Ahora

(Z20)3H = (27 dr — Q) = (dm)t — (Z) T = (dm)ptt = > 20t

gl
(62)
asi
(20,2 (w, )5 = (O™ =Dzt (63)
pero por las propiedades del espacio tangente de .# tenemos que C”+1 =
(dTP),(u), por lo que
(Z20(y,2)(u, Q)3T = (dT7), ZTV wh = (64)

la dltima igualdad se desprende del lema (4.3). Esto nos dice que la imagen
de ©(y,z) se encuentra contenida en el siguiente espacio

H = {H € so* (E"*?); (ZH)' = 0} (65)
y este espacio tiene dimensién "(n2+1). Parar probar lo anterior hay que

considerar varias cosas:

1. H € A siysélosi ZH € ker(dr)yz. donde 7 : SOT(E"2) — S(E"+2)
es la proyeccién en el iltimo rengléon que es una submersion.
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2. Tﬁ(yyz) D) {(O,ZH);H S jf}

3. La restriccién de O, z) a {(0,ZH); H € 5} es el mapeo (0, ZH) —
H.

1) es facil de ver por la definicién de 7, 2) es claro a partir de las definiciones
de T.7 y A al igual que 3) usando la definicién de O, 7). Al usar las
propiedades anteriores tenemos que

7 SOT(E"2) — S(E™+2)
es una submersién por lo que

dim(ker drz) = dim(SOT (E"?)) — dim(S(E"?))
_ (”+1)2("+2) (1)

nn+ 1)

—

, . ., 1
as{ la dimensién de 7 es %

fismo, tenemos que

y como O, 7 : TF, 7y — H es epimor-

dim(ker ©(, 7)) =n
Lo siguiente por probar es que la distribucién D(y, Z) es involutiva o
integrable para esto consideremos lo siguiente:
©=Ztdr-Q
dO =d(Z tdr) — dQ
dO =d(Z™ Y Ndr 4+ Z7 dPr — dQ
d® = —Z%dr Ndr — dQY = —Z 'dn N Z7 dr — dQ

usando que © = Z~!dr — dS) tenemos

dO = —Z Ydr A Z7Vdr — dQ
= —(0+QA(O+Q)—dD
=-OAO-OAQ-—QANO—-QAQ—dD

usando que df2 + Q2 A 2 = 0 tenemos que para un par de campos vectoriales
X, Y en T dQ(X,Y) =0, por otro lado

dQ(X,Y) = XQY) - YQ(X) — Q[X,Y]

asi concluimos que ©[X,Y] = 0 y por lo tanto la distribucién es integrable.
Ahora tomemos 7 una variedad maximal integrable del punto (yo, Ag) € -7,
se probard que la variedad & la podemos expresar localmente como la gréfica
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de una funcién de la forma A : Uy — SOT(E"*2). Para esto considemos la
pareja (0,€) € T(y, 4,), entonces

G(yo,Ao)(()? f) =0= Aalg

asi tenemos que en este caso £ = 0 y por lo tanto la inica forma de que un
vector en T{,, 4,9/ tenga primera coordenada 0 es que sea el vector 0, por
lo tanto localmente podemos expresar a la variedad &/ como una funcién
A: U — SO (E™?) donde ¢(yo) = Ag y ademas

A71dA =0
Por construccion esta funcion es localmente tnica.

Prueba Prueba del Teorema Principal
Consideremos yp € M" y Ay € Z(yo) sabemos por el teorema anterior
que existe un abierto yg € Uy y un mapeo tnico A : Uy — SO (E"*2) tal
que
ATHdA=Q, A(y) = A

podemos asumir sobre U; que es simplemente conexa.

Definamos las siguientes funciones 9 := AJy f? := A}, por el lema (4.2)
sabemos que 7 es una 1-forma cerrada en M" por lo tanto existe una funcién
1 tal que 7t =dny "t (yo) = to € R. En este punto tenemos dos
posibles casos

» Para S" tenemos ()% + Y, (f)? =1, asi (fO, f1,...,f") es" 1
« Para B tenemos —(0) + 5, (72 = ~(A49)° + 53, () + (4 1)2 =
—1,asf (fO, fL,..., f") € H™
por lo tanto f = (f9,..., f**!) € T" x R. Ahora como dA = AQ tenemos
paraa <n+1
df*(er) = (dA)g (er) = dAG (ex)
=AY (ex) = > Afwi(en) + Anpwf ™t (er)
] J

J
=AY - TITF) — A T T
J

:Aa—TkZAgTﬁ
8

Y k a An+1

= Ay —TFY  AgAL
8

:Ag
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también
df" ™ (ex) = nlex) = TF = A}

asi df (eg) se encuentra dada por la columna k-ésima de A . Ahora como
A es una matriz invertible quiere decir que df tiene rango n por lo tanto
f es una inmersién y ademas (df (ep), df(eq)) = 9y, esto debido a que A €
SO (E"*2). Puesto que {ex} es un marco ortonormal unitario tenemos que
f es una isometria. Las columnas de A forman una base ortogonal para
E"+2 esto es claro al ser A invertible, también puesto que {e;}} es un
marco ortonormal para M, entonces las columnas de 1 a n forman una
base ortonormal de Ty, f(M") y la columna 0 es la proyeccién de f en
T" x 0, i.e. el vector normal unitario de f(M") en E"*2 y la columna n + 1
representa el vector normal unitario de f(M™) en T™ x R ambos en el punto
f(y). Ahora recordemos que (SX,Y) = k(VxY, N), entonces

(Vx, X5, N) = (Vgp(e, df(ej) N) =
= (dX;(Xk), N ZdAa Xp)An =

:ZZABWJ‘ Ay = ZAn+1An+1w LX)
a g

= w;Hrl(Xk) = <S€k,€j> = <Sdf_ (Xk)adf_ (XJ» =
= (df Sdf 1 (Xy), X;)

de esto obtenemos que el operador de forma es df o S o df~!. Ahora como
A € Z(y) tenemos que A = (N, X1,79,...,X,, N) donde N es el vector
normal unitario a f(M") en T" xR y N es el vector normal unitario a F'(M™)
en E"*2. Ahora /0t = (0,...,1) en el marco canénico de E"*2, asi usando
que A € &/ (y) usando la descripcién de A tenemos que

— =) T'X; +T""'N = df(T) + vN

Lo siguiente sera probar que la inmersién anterior es tnica salvo isometria
global. Para esto consideremos f : U3 — T" x R otra inmersién que cumple
las propiedades del teorema donde Us es un abierto simplemente conexo de
Yo que por simplicidad consideraremos Uz C Us. Sea {X,} el marco local
ortonormal generado por esta inmersién i.e. X; = df(e;), Xg el vector normal
unitario a f(M") en E"*? y X,, ;1 el vector normal unitario a f(M") en T™ x
R en el punto f(yo). Bajo una isometria global podemos suponer que f(yo) =
f(Wo) ¥ Xa(yo) = Xa(yo). Sea A = {Xo, X1,...,Xny1}, entonces A(yo) =
A(yo) y AdA = Q y claramente A(y) € Z(y), entonces por la unicidad
mostrada en el lema (4.5) tenemos que A = A. Considerando la columna

cero de ambas matrices obtenemos que f* = f' para todo i € {0,1,..,n} y
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puesto que df"t! = = d?lﬂ
por lo tanto f = f.

Para probar que esta inmersion local puede ser extendida a todo M"™ de
una unica forma consideremos lo siguiente: Sea y; un punto en M", enton-
ces como el espacio es simplemente conexo tenemos que existe una curva
I':[0,1] - M" tal que I'(0) = yo y I'(1) = y;1. Cada punto en la trayectoria
de I' tiene una tnica inmersién isométrica local satisfaciendo las propieda-
des del teorema. Puesto que el espacio [0, 1] es compacto, podemos extraer
una subcubierta finita Wi, W, ... W, entonces usando que las inmersiones
son localmente tnicas podemos obtener una tnica extension, asi f(y1) se
encuentra definida de forma tnica, y el valor no depende de la curva I’

escogida.

y o) = 7 (o), ast il =y

5. Conclusiones

El trabajo presentado da condiciones necesarias y suficientes para el
establecimiento de inmersiones de variedades de codimensién 1 a los espacios
S™ x Ry H® x R, el material necesario para responder a esto fue definir lo
que seria el operador de forma y la segunda forma fundamental junto con las
ecuaciones fundamentales de Gauss y Codazzi para estas formas espaciales.

El problema de encontrar inmersiones isométricas en formas espaciales
ha sido estudiado ampliamente en [ |, existe un teorema que asegura
que bajo ciertas condiciones es posible establecer una inmersién isométrica
(local) a una forma espacial con curvatura k (para detalles véase | ],
[ ]) la prueba es basicamente encontrar los operadores que hacen falta
para poder definir el operador de forma y la segunda forma fundamental
y encontrar 1 formas que sean cerradas para poder construir la funcién
de inmersién, estas ideas fueron usadas en la construccién de la inmersién
estableida en el teorema (4.1)

Las ecuaciones de Gauss y Codazzi son suficientes y necesarias para la
geometria de subvariedades. El problema de encontrar inmersiones isométri-
cas en espacios de curvatura seccional no constante o de codimensién su-
perior sigue siendo un problema abierto. Una posible generalizacién de este
resultado seria encontrar inmersiones a S x R™ y H” x R™ de variedades
de codimensién 1 o mayor.
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