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Estas notas son un complemento para el curso de Algebra Lineal II de la Facultad
de Ciencias, UNAM. Por supuesto, el tema es cubierto con profundidad en diversos
libros, algunos de los cuales aparecen en la bibliografia al final.

1. Transformaciones multilineales

Definici6én 1.1. Sean Vj,..., Vi, W espacios vectoriales sobre el mismo campo K.
Una transformaciéon T : V) x --- x Vi — W es multilineal, o mds precisamente k-
lineal, siparacadai=1,...,k, y cualesquiera v;, w; € V;, 1 € K se tiene

T(vy,...,Avi+w;,...,v;) =AT(V1,...,Viy..., Vi) + T(V1,...,W;,..., Vf)

Es facil convencerse de que dados V1,..., Vi, W, entonces el conjunto de trans-
formaciones multilineales de V; x---x V. en W es también un espacio vectorial sobre
K. En realidad, aqui sélo consideraremos el caso en que W =K y los espacios vec-
toriales V1,..., Vi son o bien un espacio vectorial fijo V o su dual V*. Ademaés y por
conveniencia, colocaremos al principio los factores duales.

Definicién 1.2. Sea V un espacio vectorial sobre un campo K y sean r, s enteros no
negativos. Un tensor de tipo (r, s) en un espacio vectorial V es una transformacioén
multilineal T: (V*)" x V¥ — K. Denotamos al conjunto de tensores de tipo (r, s) por
(V). Como definicién especial, un tensor de tipo (0,0) es un elemento del campo;
en otras palabras, 7 (V) = K.

Es facil ver que ;" (V) es un espacio vectorial sobre K, con las operaciones defi-
nidas de manera natural.

Ejemplo 1.3. Un tensor de tipo (0,1) en V es una transformacién lineal 7: V — K;
es decir, ZO(V) = V*. En este caso se habla de un vector covariante. En general, un
tensor de tipo (0, s) es un tensor covariante.

Ejemplo 1.4. Un tensor de tipo (1,0) en V es una transformacién lineal 7: V* — K,
de modo que 301 (V) =V**, el doble dual de V. Como sabemos, existe una inclusion
i:V — V** queacadave Vleasocialatransformacién i, : V* — K dada pori,(0) =
0(v). En el caso de que V tenga dimension finita, i es un isomorfismo y podemos
identificar cada v € V con su imagen i, € 901 (V). Asi, podemos cometer un cierto
abuso de notacién y escribir v: V* — K dada por v(6) = 6(v). Un tensor de este tipo



también se conoce como un vector contravariante. En general, un tensor de tipo
(r,0) es un tensor contravariante.

Ejemplo 1.5. Cuando ry s son diferentes de cero, hablamos de un tensor mixto. Un
ejemplo de este tipo es la evaluacién ev € 911 (V) dada por ev(8, v) =0 (v).

Observacién 1.6. Notemos que, en el caso en que V tenga dimension finita, 7 (V*)
es isomorfo a .7;° (V).
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De ahora en adelante:
1. V denotard un espacio vectorial de dimension finita ;
2. {e1,...,e,} sera una base de V;
3. {0!,...,0" sera la base dualde V* asociada ala base anterior, definida

por a)i(ej) =6;..

. J

Como en el caso de las transformaciones lineales, veremos que cada elemento de
I (V) queda determinado por sus valores en unas bases dadasde Vy V*:Sean T €
TI(V),0%,...,0" € V* yuy,...,vs € V. Usando las bases mencionadas en el recuadro,
podemos escribir

n n .
p_ p . _ J, ..
0 —Elaiw, vq_'§1bqej’
i= j=

dondep=1,...,ryg=1,...,s.Sean
T =T 0" ey ei), 1S it in i s S1 e))

estos coeficientes se llaman los componentes de T respecto de la base dadade V'y
de la base dual correspondiente.
Entonces
T©",....0" v1,...,v) = Y T} " aj - al b{' b, ®)

donde la suma se realiza variando todos los indices iy,..., i, ji,..., js desde 1 hasta
n.

Observacion 1.7. Algunos de los lectores ya estardn acostumbrados a la llamada
convencion de Einstein para la suma, que consiste en eliminar el simbolo X, enten-
diendo que en una expresién como (2) se sumard sobre aquellos indices que apa-
rezcan a la vez como subindices y como superindices. En estas notas conservaré el
simbolo de la suma para mayor claridad, aunque las expresiones seran vélidas eli-
minando el simbolo y respetando tal convencion.

3Qué ocurre con los componentes de un tensor al cambiar la base de V (y su
base dual correspondiente)? Digamos que {ey, ..., €,} es otra base de V, mientras



que {@',...,@"} es su base dual correspondiente. Sabemos que existe la matriz de
cambio de base A = (Aj.,), de modo que

noo.
5 J
ep=2 Ajej, 3)
j=1
2z . . il
También tenemos la matriz de cambio de base B = (Bl? ) tal que
~i' N~ il
w = Z B; w’;
i=1
pero observemos/recordemos que B es precisamente A™!:
e SN S nil i s _ N~ pil 4k
0y=0"(@y)= ) Bj Ajw'(e))= Y B; A6;=) BiAj,
i,j=1 i,j=1 k=1
de modo que mejor escribiremos la pentltima ecuacién como

.1 n .1 .
@ =Y (A hl e @

i=1

SiTe zO(V), es decir, T: V — K, usamos (3) para ver que sus componentes con
respecto de cada base estdn relacionados como sigue:

Ty=T@EnN=T

S
ZAj’ef
j=1

n . n .
— J ) = J .
=) AL T(ep =3 A,Tj.
]:1 ]:1
En otro ejemplo, si T € Z)l (V), entonces T: V* — K y de (4) tenemos que

‘1 i " i : LG s
T =T@) =Y (AN Tw)=Y A HiT
i=1 i=1

Como ultimo ejemplo antes del caso general, consideremos T € 711 (V).Si
Ti=TWwe) vy Th=T@ e,

usando las ecuaciones (3) y (4), tenemos que

n
Fil _ —1\i' 4] i
Tj’ = i;il(A ); Aj'Tj'

Proposicién 1.8 (Transformacién de componentes de un tensor). Si T € .7/ (V) tie-

ne componentes

ii i i
lelmj: =Tw",...,0",ej,...,ej)

l; ~ i i
=T (w1,...,0,e

! ...,eji_),



con respecto de las bases definidas antes de esta proposicion, entonces

= s
iy

_ -1 il -1 i; j s rig iy

L eds’
donde la suma se realiza variando los indices i, ..., ir, j1,..., js del an.

Observacién 1.9. Es una practica comun definir un tensor por medio de sus com-
ponentes, pidiendo que estos se transformen de acuerdo con la ecuacién (5). Como
hemos visto, los componentes de un tensor se obtienen con referencia a una base,
de modo que podemos decir que en estas notas hemos preferido definir a los tenso-
res de una manera libre de coordenadas.

Ejercicio 1.10. Sea T € ﬂll(V) un tensor que tiene las mismas componentes con
respecto de cualquier base. Muestre que existe c € K tal que T jl =cb j

Ejercicio 1.11. Sea T € .7/ (V) un tensor que tiene las mismas componentes con
respecto de cualquier base. Muestre que T =0 o bien r = s.

Ejercicio 1.12. Pruebe que si los componentes de un tensor T € %O(V) satisfacen
T;j = Tj; (obien T;j = —T};) conrespecto de una base, entonces satisfacen la misma
condicién con respecto de cualquier base.

2. Basesydimensiénde .7 (V)

Como V es un espacio vectorial de dimension finita, entonces es de esperar que
cada .7;" (V) también lo sea. Esto es cierto y de hecho no es complicado dar una base
explicita para este espacio; con este fin definiremos una operacién que nos permite
obtener nuevos tensores a partir de otros.

Definicién 2.1. Sean T} € ﬁsfl WMyTe ﬁs;z (V). Definimos el producto tensorial de

Ty y T> como la transformacién T; ® T» € ﬂsffszrz (V) dada por

1 I+
TI®TZ(9 ;-“)61 z)vl,---!ysl+5‘2)

1 r r+l1 r+r
:T(Q )--'vel)vl)--'rvsl)TZ(gl ’_“’01 Z,Usl+1!"-’vsl+82)-

Ejercicio 2.2. Muestre que para cualesquiera tensores 11, T, T3 y a1, a» € K, se tiene
que

1. T1 ® (T, ® T3) = (T) ® T») ® T3; por tanto, por un argumento de induccién, po-
demos escribir un producto T; ® --- ® Ty para cualquier k € N sin necesidad de
paréntesis.

2. T +aTh)eTs=aT1®T3+a T ® T;.

3. Iz +aT)=a1T3T1+ax T30 Ts.



Ejercicio 2.3. Muestre que los componentes de un producto tensorial son el pro-
ducto de los componentes de sus factores; en forma explicita, si T; € %1” WMyThe
T2 (V), muestre que

iy +1) fyeir Uy +1) 1y +1)
(MeTy), 2 =T, ;' (T, 2
J1 J(s1+82) J1Jsy Jisp+1) " J(s1+82)
Como antes, veamos unos ejemplos de cémo producir bases para los espacios

de tensores mediante este producto tensorial, antes de pasar al caso general.

Ejemplo 2.4. Evaluemos los productos tensoriales de los elementos de la base dual
{w!,...,0™ enlos elementos de la base {ey,...,e,}:

k1 <k
W @ e, ) =0 (e )0 () =615,

Ahora bien, si
n . n .
— J1 _ J2
V1= Z byej y v2= Z byej,,
j1=1 j2=1
entonces
k k k < j k < j
0w (v, 1) = w4 Zb{leh w2 Zb{zejz
=1 J2=1

n

J1p iz ski cko _ 3 ki k2
j]Z:lbl b2 6j16j2_b1 b2
1j2=

para cualesquiera k1, k> =1,...,n.Si T € %O(V), tenemos que

n . .
T(v1,v2) = Z T]'ljzbflbéz’

Juj2=1
lo que podemos escribir como
n . .
Tw,v)= Y Tjpo’ @0, v),
Juj2=1

o de forma mas breve,
n
_ Y J2
T= Z Tj, o' @ .
Juj2=1
Esto muestra que el conjunto

{wjl w1 < j1,jo = n}

genera a %O(V). Veamos que también es un conjunto linealmente independiente:
Si consideramos una combinacién lineal

n . .
Y a0t ew’=0,
Juje=1



esto quiere decir que al evaluar esto en cualquier pareja (v, v2) obtendremos un
cero. En particular, al evaluar en (e, ex,), tenemos

n n
. . ~ i
Z aj, 0" ® w” (ey,, ex,) = . Z ajj, 0, 6 = Ak ky»
Juj2=1 Juj2=1

lo que implica la independencia lineal de los w/! ® w/2; por tanto, forman una base
de Z)(V).

Ejemplo 2.5. Analicemos ahora el espacio de tensores mixtos zl(V). Considere-
mos los productos tensoriales

{eil®wj1 : ISil,jISn}; (6)

definidos por e;, ® /1 (0, v) = e;, (0)w’! (v) (recordando nuestro abuso de notacién).
En particular, al evaluar en (wkl ,er,), tenemos

j k k j ki gJ
€ ®w'! (0™, ell) =ej (w 1)(1)]1 (ell) = 61‘11 6;11
para cualesquiera ki, k.

Ejercicio 2.6. Antes de revisar el siguiente resultado, intente mostrar que el conjun-
to dado en (6) es una base de ﬂll (V).

Teorema 2.7. El conjunto de productos tensoriales
{e,-l ®-~-®eir®wh®---®w“ 1< il,...,ir,jl,...,jgﬁn}

es una base de I, (V). De hecho, cada T € F (V) se expresa como

T= ZT” i e ® ~®e,~r®wj‘®---®a)js, (7
donde
T]1 ] =Tw",...,0" ej,...,ej)

y la suma se realiza variando los indices iy, ..., i, j1,..., js del an.

Demostracién. Primero mostraremos la segunda afirmacion, es decir, que cada T €
(V) tiene la expresion indicada. Sean

n ] no.
Hp:Zafw’; uq:beiej;
ia =

donde p=1,...,ryqg=1,...,s. Evaluando el lado derecho de (7), tenemos

ZT” i e ®-®e; ewl'®---@wl@B,...,0",11,...,v5)
=y T;';jjj’? e, (91)~--el~, O (v1) - W (vg)
=y T al bj'--bl =T@",...,0", v1,..., v,

l



lo que prueba que estos productos tensoriales generan a .7;" (V). Para probar su in-
dependencia lineal, consideremos una combinacién

Qi . . 1g... is — -
Zajl---jrs e, ® - ®e;, ®w®---®ws =0;

al evaluar lo anterior en (w*,...,w*r, ey,...,e), obtenemos

— iveir sk skrsit | sds _ jkiekr
0= aj 75 8;) 0,0y 6 =y,
para cualesquiera ki, ...,k Ih,...,1o =1,...,n, de modo que los productos tensoria-
les considerados son linealmente independientes. O

Corolario 2.8. SiV es un espacio vectorial de dimension finita n, entonces
dim .7 (V)=n""".

Ejercicio 2.9. Muestre que si v, w € V son linealmente independientes, entonces
v® w # we v. Esto muestra que en general el producto tensorial no es conmutativo.

Ejercicio 2.10. Aunque en el teorema 2.7 mostramos que cualquier tensor se puede
expresar como una combinacién lineal de productos tensoriales, esto no implica
que todo tensor sea un producto tensorial. Dé un ejemplo.

3. Interpretacionesy contracciones

De la manera en que hemos definido los tensores, estos son funciones; es de-
cir, toman valores en el campo K asociado al espacio vectorial V. Sin embargo, en
varios contextos surgen transformaciones importantes que no necesariamente asu-
men valores en el campo y que pueden asociarse o interpretarse en términos de un
tensor.

Por ejemplo, consideremos una transformacién lineal L: V — V. Podemos aso-
ciara L un tensor L€ 911 (V) de la manera siguiente:

L©,v) =0(L(v)).
Por otro lado, dados Le 7}/ (V) y ve V,
60— L©,v)

define un elemento de V**. Recordando el isomorfismo i : V — V**, existe un tinico
w € V tal que i, () = L6, v) (o con nuestro abuso de notacién, w(0) = L(6, v)); por
ultimo, definimos L(v) = w.

Ejercicio 3.1. Con base en lo anterior, muestre que 911 (V) esisomorfo a L(V, V), el
espacio de transformaciones lineales de V en V. Construya un razonamiento andlo-
go para ver que 911 (V) también es isomorfo a L(V*, V*).



Ejercicio 3.2. Encuentre una interpretacion tensorial para cada uno de los espacios
de transformaciones lineales L(V*, V), L(V, V*) y L(V*, V); en otras palabras, mues-
tre que cada uno de ellos es isomorfo a algtin .7;" (V).

Recordemos que dada una transformacioén lineal L: V' — V, ésta tiene asociados
ciertos nimeros invariantes que no dependen de su expresién con respecto de una
base particular. Los mds conocidos son su traza y su determinante, que se pueden
expresar directamente en términos de los componentes del tensor asociado.

Proposicién 3.3. SiT e zl(V), el numero

n .
2T
i=1

es un invariante de T'; es decir, no depende de la base elegida para calcular los com-
ponentes de T. Este ntimero se llama latrazade T.

Demostracion. Sean {ey,...,e,} y {€1,...,€,} bases de V, relacionadas mediante (3).

Consideramos también sus bases duales {w!,...,0"} y{@",...,&"}, relacionadas me-
. ~=/

diante (4). Sean T]? y T;, los componentes de T con respecto de estas bases. Enton-

ces, por la Proposicion 1.8,

n n n n n
—— RN P
£7 - £ 3 uhian= 3 (Euian
i'=1 i'=1i,j=1 i,j=1\i'=1
n i n
l 4
= Z 61’ Tj = Z Tl ’
i,j=1 i=1
lo que muestra que la expresién no depende de la base elegida. O

Otra manera de caracterizar a la traza es la siguiente.

Proposicién 3.4. Existe una tinica transformacion lineal C : ﬂll(V) — K tal que
Clv®60)=0(v) paratodoveVyfeV*,

Demostracion. Dado T € ﬂll(V), por la ecuacién (7) sabemos que

n
T=) Tjei®w!
i,j=1

y por las condiciones sobre C debe ocurrir que

CN= ) TiCleew)= Y Tiowl(e)= ) Tj&l=Y T;
i,j=1 i,j=1 i,j=1 i=1

por la proposicién 3.3, esta expresion no depende de la base elegida. O

Maéds adelante mostraremos que el determinante también es un invariante aso-
ciado a un tensor. Por el momento extenderemos la transformacién C de la pro-
posicién anterior para obtener una operacién que lleva tensores de orden (r, s) en
tensores de orden (r —1,s — 1), llamada contraccién. La idea es simplemente elegir
indices p € {1,...,r} y g € {1,..., s} y aplicar la transformacién C en los “espacios”
seleccionados. Mds precisamente, tenemos la siguiente definicién.



Definicién 3.5. Si T € 7 (V), pef{l,...,rty g €{1,...,s}, 1a contraccion CZT es el
tensor en ZT_’II(V) cuyo valor en ©01,...,0"1 v1,...,vs_1) es la contraccién C del
tensor de orden (1, 1) dado por

SO,v) = T(el,...,?,...,ef—l, Vl,..., lI),..., Vs_1).

p q

En términos de las basesde Vy V*,
n n
CO =Y sk=Y S ep),
k=1 k=1
de modo que

n
C;T(Ql,...ﬁp_l,vl,..., vg-1) =, T(Hl,...,wTk,...,@r_l, Ulyerr @hreny Us—1).
1

k=1 p y

De esta expresion también podemos calcular los componentes de CZ T en tér-
minos de los de T

[ ' i
€y} =CpT", 0™ ey, )
p
n . i . n 3
_ iyeekeees ir-
=) T",...,0". 0" ej,... e.. e )= T ""!
k=1 ! f k=1 TR
P q q

4. Ladanzadelos indices

El nombre de esta seccion estd inspirado en el nombre de la seccién The debauch
of indices del libro [5], titulo que podria traducirse como La seduccién de los indices.
Otra aclaracion previa es que en esta secciéon consideraremos sdlo el caso en que el
campoK esRoC.

Como sabemos, en general no existe un isomorfismo canénico entre un espacio
vectorial V y sudual V*. Esto trae como consecuencia que, en general, no exista una
forma de identificar los tensores covariantes con los contravariantes. Sin embargo,
si dotamos al espacio V de un producto escalar, entonces podemos definir un iso-
morfismo adecuado. Recordemos que un producto escalar en un espacio vectorial
V esun tensor g € %O(V) simétrico y positivo-definido.

Observacion 4.1. Podriamos extender nuestra definicién de producto escalar ad-
mitiendo que en vez de que sea positivo-definido fuese no degenerado, pero por el
momento sélo consideraremos el primer caso.

Observaciéon 4.2. Aunque en ocasiones es usual denotar al producto por ¢, ), usare-
mos la letra g justamente para poder manipular mejor los indices de nuestros ten-
sores.



Ejercicio 4.3. Muestre que la matriz G con las componentes del tensor g, es decir,
gij = g(e;, ej), es invertible. Denotamos por g'/ las entradas de G L

Proposicién 4.4. Sea V un espacio vectorial con un producto escalar g. Dado v eV,
definimos T, : V — K por
Ty(w) =g, w).

Entonces la transformacion v — Ty, es un isomorfismo de V sobre V*.

Demostracién. Dejaremos como ejercicio mostrar que T, € V* y que la transforma-
cion es lineal. Para ver que es inyectiva, supongamos que vy, v2 € V cumplen que
Ty, = Ty,, lo cual implica que g(v;, w) = g(v2, w) para todo w € V. Como g es un
producto escalar, tenemos que v = Uy.

Para ver que la transformacién es suprayectiva, debemos ver que para cada T €
V* existe v € V tal que T = T,,. Escribamos

n 3 n .
v=) ble; 'y T=) aw.
j=1 i=1

;Cual debe ser la relacién entre los componentes b’ y a;2 Si suponemos que T =
T,, entonces

. n .
ai=T(e)=Ty(e) =gv,e) =) blgleje)=) blgj.
j=1 Jj=1

Haciendo uso de la matriz G™!, tenemos

n
b =3 ag";
i=1

en otras palabras, el vector v con estos componentes cumple que T = T),. O

Aunque es probable que los lectores ya conocieran una demostracién de la pro-
posicién anterior, realizamos los célculos por una razén adicional. Este procedi-
miento muestra la forma de traducir un tensor contravariante ve V =V** = ?01 V)
en un tensor covariante T, € %O(V) y viceversa: La idea basica es multiplicar por g;;
(o por g/, segun el caso) y hacer una contraccion.

Para reforzar esta idea, denotemos los componentes de v por T/ ylos de T, por
T;. Obsérvese que no hay posibilidad de confusién entre estas notaciones, por el
uso de subindices y superindices. Las relaciones obtenidas entre los componentes
se ven ahora como

Ti=) T'gi vy T/=) Tig'.
j:l i=1

Como ya es costumbre en estas notas, haremos un ejemplo mas en dimensién

baja antes de enunciar el caso general.
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SeaTe ZZ(V); esdecir, T: V* x V* x V — K, con componentes

T]ll1 2 =T" 0?ej).
Gracias a nuestro isomorfismo entre V' y V*, podemos obtener a partir de T tenso-
res en cualquier .7;" (V) siempre que r + s = 3 y sin temor a la confusién, podemos
denotar a todos ellos con la misma letra T, distinguiéndolos mediante sus compo-

nentes. Por ejemplo, podemos obtener un tensor en 921 W), T:V*xVxV —=I, con
componentes

n _ niz . .
Tj1j2 - Z le 8izjzr
ir=1
otro tensor en %3(V), T:V*xV*xV* -, con componentes

n
i1igiz _ iz i3
T = Z ;" ghh,
1=1
y asi sucesivamente. Obsérvese que en este caso es de gran utilidad trabajar con los

componentes del tensor, pues aparentemente solo estamos subiendo o bajando los
indices.

Proposicién 4.5. Sean V un espacio vectorial con un producto escalarg y T € T (V)
un tensor con coeficientes
ivedr _ e iy i .
ede = T(w™,...,07",ej,...,ej,).
Seanpe{l,...,rtyqeil,...,s}. Elisomorfismo entre V y V* inducido por g permite

bajar el indice del lugar p y definir un tensor T € ?sfr‘ll (V) con componentes

. o~ . n . . .
iy iy
T. 7. = T. . i
Jidsdsa iz_'l J1Js glp]s“’
=

donde el simbolo™ indica que el indice ha sido omitido. De manera andloga, se puede

subir el indice del lugar g y definir un tensor T € 9;:11 (V) con componentes

Tll"‘ir\lr+l — T{l"'{r . ]qlr+1.
hogo = 2 Tji .8

Ejercicio 4.6. Demuestre la proposicion anterior.

5. Tensores covariantes

El lector podrd intuir que en muchos casos podremos traducir el estudio de los
tensores mixtos en el estudio de tensores de un solo tipo, es decir, podremos estu-
diar el espacio de aquellos tensores que s6lo son covariantes o el espacio de los ten-
sores contravariantes. A partir de ahora, nos fijaremos sélo en el espacio .Z2(V) de
los s-tensores covariantes; es decir, en el espacio de las transformaciones s-lineales

11



T : V¥ — K. También de ahora en adelante usaremos la notacién .7 °(V*) para es-
te espacio (recuerde o vea la observacion 1.6). La raz6n principal para utilizar esta
notacién es que pronto daremos una mayor importancia al espacio dual V*.

Antes de definir dos subconjuntos importantes de .7 °(V*), necesitamos hacer
un breve recordatorio: Si m es un niimero natural, denotamos por X, al conjunto de
permutaciones de {1,..., m}. Toda permutacién o € X, es producto (o composicién)
de transposiciones, cuyo ntimero puede variar pero cuya paridad es fija para cada o.
Asi, se dice que una permutacion es par o impar si es el producto de un nimero par
o impar de transposiciones. Ademas, se define el signo de una permutacién como
signo(o) = +1 si o es par y signo(o) = —1 si o es impar.

Sea T € 75(V*)yo € Z;. Definimos un nuevo tensor T? € .7 5(V*) por

T (V1,...,Vs) = T(Vgq),--+» Vo(s)-
Ahora si, estamos listos para una definicion.
Definicién 5.1. Sea T € 7 5(V*).
1. Sis=2, T es un tensor simétrico siy sélo si
T(y,...,Viseo s Vjy ooy Us) = T(V1, .0, Vjyenn, Viyenn, Us)
para cualesquiera i, j € {1,..., s}. En forma equivalente,

T’ =T paratodaoceZX;.

2. Sis=2, T esun tensor alternante o antisimétrico si y sélo si
T(W1see s Visees UVjyooay V) = =T(V1,..0, Vjyensy Viyenn, Us)
para cualesquiera i, j € {1,..., s}. En forma equivalente,

T? =signo(0) T paratodao € Z;.

3. Cualquier tensoren .7°(V*) =K oen .7 (V*) = V* es simétrico y alternante
alavez.

Ejercicio 5.2. Verifique las equivalencias afirmadas en la definicién anterior. Ade-
mads, enuncie y demuestre una caracterizacion de los tensores simétricos (respecti-
vamente, alternantes) en términos de los componentes del tensor.

Ejemplo 5.3. El producto escalar usual en K", donde K =R o C, es un tensor simé-
trico.

Ejemplo 5.4. SidimV = n, entonces el tensor “determinante” en .7"(V*) que aso-
cia a (vy,...,Vy) el determinante de la matriz cuya j-ésima columna estd formada
por las coordenadas de v; (con respecto de alguna base fija) es un tensor alternante.

Ejercicio 5.5. Demuestre que el conjunto de s-tensores simétricos .#*(V*) es un
subespacio vectorial de .7 °(V*). De manera anédloga, demuestre que el conjunto de
s-tensores alternantes A*(V*) es un subespacio vectorial de 7 *(V*).
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Observacion 5.6. La notacion para los espacios mencionados en el ejercicio ante-
rior varfa un poco dependiendo del contexto en que se esté trabajando. En el caso
de los tensores alternantes, se usan notaciones como A*(V) (\bigwedge), A*(V) o
AS(V*). En los tltimos dos casos, se usa una letra lambda maytscula por comodi-
dad, aunque en realidad el simbolo correcto debe ser una cuiia.

La siguiente proposicién muestra una relaciéon entre #*(V*) y AS(V*) para el
caso s =2.

Proposicién 5.7. 72(V*) = FS?(V*) @ A2(V*).

Demostracion. Ya hemos visto que la interseccion entre FEVH) y A2(V*) es el cero,
de modo que sélo hay que probar que cualquier T € .72(V*) se escribe como la
suma de un tensor simétrico y uno alternante. Pero es claro que para cualesquiera
v, eV,

T(n,v2) =

T(vy,v2) + T(vp,v1) ) N ( T(vy,v2) = T(v2, V1)
2 2

donde el primer término del lado derecho define un tensor simétrico, mientras que
el segundo término define un tensor alternante. O

El siguiente ejercicio muestra que la proposicién anterior no se puede extender
a dimensiones mayores que 2.

Ejercicio 5.8. Sea {w', w?, v} la base dual de la base canénica de R3. Muestre que
o' ® w? ® w® no se puede expresar como la suma de un tensor simétrico mas otro
alternante.

La demostracion de la proposicion anterior muestra un procedimiento general
para obtener tensores simétricos y alternantes. He aqui el caso general.

Proposicién 5.9. Las transformaciones Simg, Altg : 75(V*) — 7 5(V*) dadas por

Sim(T):l' Y 1% y Alt(T):l' Y signo(o) T°

fO0€EXg fOo€eXg
son proyecciones sobre #°(V*) y AS(V*), respectivamente.

Demostracion. Haremos la demostracion del caso alternante y dejaremos el caso
simétrico como ejercicio. Primero mostraremos que Alt(T) es alternante. Si 7 € Z,
entonces

1 1
(Al(T)" =~ ) signo(o)(T7)" = J Y signo(o) T".
‘OEXg ‘OEXg
Multiplicamos por (signo(r))? = 1 y notamos que signo(r o o) = signo(m)signo(c)

para obtener

Alt(TH™® = signo(n)l' Z signo(roa)T™?

‘oEXg

signo(n)% ) signo(d) T% = signo(m) Alt(T).

*O0EXg
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Por otro lado,

1 X _ 1 B
Al(T) = Y signo(0)T7 = 3 > T=T.
ogeXg O€Zs
lo que muestra que si T ya es alternante, entonces Alt(7) = T O

Dados dos tensores simétricos (resp. alternantes) 71, T, en general su producto
tensorial T; ® T» no es simétrico (resp. alternante). Sin embargo, podemos usar los
operadores Sim y Alt para definir nuevos productos que lleve parejas de tensores de
un tipo en tensores del mismo tipo.

Definicién 5.10. Sean Ti, T, tensores covariantes.

1. Si Ty, T» son simétricos, su producto simétrico es

T1 T, =Sim(T) ® T»).

2. Si Ty, T» son alternantes, su producto cufia o producto exterior es

Ty AT, =Alt(T; ® T).

Ejercicio 5.11. Calcule en forma explicita el producto simétrico 6,6, y el producto
cufia 91 /\92 de 81,62 evV*.

Ejercicio 5.12. Muestre que para cualesquiera 71, T», T3 tensores simétricos y a;, a, €
K, se tiene que

1. T, =T, Ty;
2. i (T>T3) = (11 1>) T3;
3. (ah+aD)=aT1 T3+ a1y Ts.

Ahora estudiaremos algunas propiedades del producto cufia. Para demostrar
que este producto es asociativo, usaremos el siguiente lema.

Lema 5.13. SiAlt(Ty) =0, entonces Ty ATo =0=T, A Tj.

Demostracién. Para fijar ideas, supongamos que T; tiene orden s; y T» tiene orden
s2. Entonces

1
TiAT, =Al(T; ® T) = ——— ) signo(0)(T1 ® T»),
(81 + 82)! ges

donde X es el grupo de permutaciones de {1,...,s; + s»}. La idea es fijarnos en un
subgrupo G de Z, separar la suma anterior en una suma sobre una unién ajena de
clases derechas G, y mostrar que cada sumando se anula.
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El subgrupo G serd el de aquellas permutaciones de {1,...,s; + 2} que fijan a
los elementos s; +1,..., 51 + s2. Es claro que G es isomorfo a 5, y que para « € G,
(T TH)" = T{T ® T» (aqui usamos dicho isomorfismo); esto implica

neG neG

Y signo(m)(Th ® T,)" = (Z signo () Tl”) ® Tp) =Alt(T1) @ T, = 0.
Dado o € %, consideremos la clase derecha G, = {m oo, € G}; tenemos

g
Z signo(m o 0)(T1 ® T»)"*’ = signo(o) ( Z signo(m) (T} ® Tg)”) =0.

neG neG

Por ultimo, X es la unién ajena de clases derechas G, de modo que al sumar sobre
todas las clases derechas obtenemos que T A T = 0. La demostracién de que 7> A
T =0 es andloga. O

Proposicién 5.14. El producto curfia es asociativo; es decir.
(Y ANT)NT3 =Ty AN(T2 A T3).
Demostracion. Mostraremos que (17 A To) A Tz = Alt(T ® T» ® T3). Por definicién,
(Ti ANT) A T3 =Alt((Th A T2) ® T3),
y por linealidad,
(MIATIANT;-AI(T1 @ To @ T3) =Alt (T ATo — T1 ® To) ® T3).
Para poder aplicar el lema anterior, observemos que
At AT, -T1®To) =(T1 AT) —Alt(T, ® Ts) =0,

de modo que
Alt(i AT, - Ty ® To)® T3) =0.

La demostraciéon de que T1 A (T A T3) = Alt(T ® T» ® T3) es similar. O

Ejercicio 5.15. Muestre que el producto cuna es distributivo; es decir, que para cua-
lesquiera T1, T», T3 tensores alternantes y aj, a; € K, se tiene que

T +aT)NTs=a1TiANT5+ax Ty A T;.

Nuestra intencion ahora es la de determinar una base para el espacio de tenso-
res alternantes AS(V*). Si T esta en este espacio, al menos sabemos que podemos
escribirlo como

_ g Js
T=) Tj.jw'e -ew",

de modo que si aplicamos el operador Alt a esta expresién, tenemos
_ Wl A AW
T—ZTh...hw A AP,

lo que nos dice que el conjunto {w/! A --- A w/s} es generador de A*(V*). Pero es facil
convencerse que este conjunto no es linealmente independiente:
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Ejercicio 5.16. Demuestre que si 6,0, € V*, entonces
01 N0,=—-0,N04;
en particular, esto implica que 6, A 6; =0 paratodo 6, € V*.
Teorema 5.17. El conjunto de tensores alternantes
{0 A AW | 1<fi<jo< - <jsa<js<n},
es una base de NS(V'*).

Demostracion. Dejaremos al lector como ejercicio mostrar que este conjunto gene-
raa A%(V*), de modo que resta mostrar que los elementos son linealmente indepen-
dientes. Observemos primero que si o € X,

jl Js\O (. L) — j1 Js
(W' ®--®w') (e,l,...,e,s)—éa(m 60(1.5),

que es distinto de cero siy s6lo si o es la permutacién o tal que (i) = ji,...,00(is) =
Js- Asi,

) ) 1 ) ; )
W' A AW (e, ... i) = q Z signo(o)(w’' ®---@ W)’ (e;),...,ei,)
fO0€EXg

= %signo (00).
Finalmente, consideremos la combinacién lineal
Y aj..j 0 A A0l =0,
y evaluémosla en (e;, ..., e;,). Por los célculos anteriores, tenemos que
1 . 1.
ESlgnO(UO)aao(i1)~~~ao(is) = Es1gno(00)ajl‘..js =0

para cualesquiera 1 < j; < jo, <--- < js—1 < js < n, de modo que los elementos son
linealmente independientes. O

Ejercicio 5.18. Complete la demostracién del teorema, mostrando que el conjunto
dado generaa A (V™).

Corolario 5.19. SidimV =n yl < s < n, entonces
n
S

Ejercicio 5.21. Demuestre que si s > n, entonces A°(V*) = {0}.

dimA®(V*) =

Ejercicio 5.20. Demuestre el corolario anterior.
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Definicién 5.22. El digebra exterior de V* es la suma directa
AV =A° (Ve Al (V) e A" (VH),

donde A°(V*) = K. Con la operacién de producto cuiia, A(V*) tiene una estructura
de dlgebra sobre K.!

Ejercicio 5.23. Muestre que el dlgebra exterior A(V*) es un dlgebra no conmutativa;
maés precisamente, muestre que si T € A1(V*) y T, € A%2(V*), entonces

ThANT, = (_1)8132 oA T.

El siguiente es un ejercicio un poco mds complejo:

é ;Cudlesladimension del espacio &#*(V*) de los tensores simétricos de or-
den s sobre un espacio vectorial V de dimensién n? Calcule esta dimensién
al menos en algunos casos particulares.

Divertimento: El tensor de Levi-Civita’

En la siguiente seccién veremos que los tensores alternantes tienen una muy es-
trecha relacion con los determinantes. Por el momento veremos un caso muy sen-
cillo de esta relacién, comenzando con el caso n = 2. Recordando el Corolario 5.19,
observemos que dim A2 (R?) = (g) =1, de modo que cualquier elemento diferente de
cero constituye una base de este espacio. Si {e;} es la base canénica de R® y o!,w?
es su base dual, sabemos también que w! A w? es un elemento diferente de cero; de
hecho, por el ejercicio 5.11, tenemos que

1 1
o' Aw? (e, er) = > (wl ® w? - w? ®w1) (e1,e2) = >

Aunque se trate de un ejemplo de dimensién baja, la igualdad anterior muestra
que la definicién del producto cufa contiene unas constantes que pueden ser un
tanto molestas a la hora de hacer algunos célculos. Por otro lado, recordemos que la
existencia de fracciones como 1/2 hacen que la ecuacién Alt(T) = T sea véliday por
ello es que optamos por definir Alt de esta manera.

Para no estar cargando todo el tiempo el factor 1/2, podemos elegir como base
al tensor € € A?(R?) tal que £(ey, e;) = 1. Usando la notacién anterior, € = 20! A w?.
Observemos que los componentes de ¢ en términos de los productos tensoriales
o' ®w/ son

0, i=},
eij=¢€lejej) =41, i=1,j=2,
-1, i=2,j=1.

1Recordemos que un dlgebra sobre K es un espacio vectorial A sobre K que ademds tiene un producto
bilineal y distributivo entre elementos de A.
2Cortesia de Alejandro Mendoza Diaz de Le6n.
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En términos de permutaciones, si i =0 (1) y j = 0(2), entonces
£;j =signo(o).

Ahora pasemos al caso de dimensién 3. Definimos ¢ € A3 (R%) mediante el sim-
bolo de Levi-Civita €; j dado por

0, si dos indices son iguales,
gijk=¢€le,ejep) =4 . . L
signo(o), sio esunapermutaciénde 1,2,3.

Ejercicio 5.24. Muestre que

(lll alZ alS

det| a?' 422 428 =Z€ijkllhdz]6lgk-

Bl a2 o3 ik

Ejercicio 5.25. Con base en el ejercicio anterior, muestre que si {é1, 2, €3} es una
base ortonormal de R3, entonces £(é1, &3, &3) = +1.

Ejercicio 5.26. Sean v =Y v/ ejyw=% wk e vectores en R3. Muestre que las coor-
denadas del producto cruz v x w satisfacen

(v x w)i = Zsijkvjwk.
jk

La siguiente proposicién se demuestra mediante un (largo) célculo.
Proposicién 5.27.
€ijk€imn =0i10 jmOkn+0im0 jnbri+0:in6j10km—0im010kn—0:16jn0xm—06ind jmOi-
Ejercicio 5.28. Con base en la proposicién anterior, demuestre:

1. Z?:l EijkEimn = 6jm6kn - 6jn5km-

2. Z?:l €ijk€ijn = 20kn-

3 —
3. Zizlgijkgijk =6.
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Aunque el lector no lo crea, ya conoce una expresioén relacionada con los célculos
anteriores.

Proposicién 5.29. Sean u, v, w € R3. Entonces
ux((vxw)={u,w)v—{u,v)w.

Demostracién. Parademostrar laigualdad, calcularemos las coordenadas de los vec-
tores. Usando dos veces el ejercicio 5.26,

wx@xw)' =Y e wxw)* =Y &jrermuv'w™,
I jkim

y por el primer inciso del Ejercicio 5.28,

(uX(VXLU))i = % (5i15jm—5,-m6jl)ujvlwm
jkim

Zumwmvi—Zulvlwi
m 7

(u, wyv —(u, vyw)',

de donde se sigue el resultado. O

6. Eldeterminante

En las secciones anteriores hemos considerado tensores sobre un mismo espa-
cio vectorial V; ahora consideraremos una transformacion lineal A: V — W entre
dos espacios vectoriales sobre K y relacionaremos los tensores definidos sobre estos
espacios.

Recordemos que si A: V — W, entonces tenemos la transformacion transpuesta
(0o adjunta) A* : W* — V* dada por A*(0)(v) = 8(Av). Esta definicion se extiende
directamente al caso de cualquier tensor T € .7 5(V*):

(A*T)(11,...,vs) = T(Avy,..., Avy).
Ejercicio 6.1. Muestre las siguientes propiedades de A*:
1. (Linealidad) Dados Ty, T» € 7 5(V*) y a1, az € K, entonces

AT +aD)=aA*Ti+a, A* Ty.
2. SiTy € T(V*)y T € T%2(V*), entonces
A'(M®T)=(A"T) ® (A*T>).
3. Si Ty € ASY(V*) y T, € AS2(V™), entonces
A" (T1ATy) = (A"T) AN(A™Ty);

asi, la transformacién A* : A(W™) — A(V*) es un homomorfismo de dlgebras.
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4. Si B: W — U es una transformacion lineal, entonces
(BoA)" = A*oB*.

Consideremos un caso particular importante del tltimo inciso del ejercicio an-
terior. Supongamos que A: V — V es lineal y sea A* : A"(V*) — A"(V*), donde
como de costumbre dim V = n. Por el Corolario 5.19, la dimensién de A" (V*) es 1,
de modo que A* T = ¢T para alguna constante c € K ytodo T € A" (V*).

Proposicién 6.2. SiA:V — V eslinealy T € A" (V*), entonces
A*T = (det AT,
donde det A es el determinante de la transformacion A: V — V.

Demostracién. Sea B : V — R" un isomorfismo cualquiera entre V y R” y det el n-
tensor “determinante” en R”, es decir, para cualquiera vy, ..., v, € R", det(vy, ..., vy)
es el determinante de la matriz dada por las coordenadas de estos vectores, respecto
de cualquier base de R". Entonces B*(det) € A"(V*) y A*B*(det) = ¢B*(det); como
B es un isomorfismo, tenemos que (B*)~! = (B™1)* (ejercicio) y

(BAB™Y)*(det) = (B™1)* A* B*(det) = ¢(B~1)* B* (det) = c(det);

si evaluamos ambos extremos de esta expresion en la base candnica {ey, ..., e,} de
R”, tenemos

c=(BAB Y)*(det)(ey,...,e,) = det(BAB ey, ...,(BAB Ye,) = det(BAB™') = det(A),

lo que demuestra la proposicion. O
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