Probabilidad

La probabilidad es un método por el cual se obtiene la
frecuencia de un acontecimiento determinado mediante
la realizacién de un experimento aleatorio, del que se co-
nocen todos los resultados posibles, bajo condiciones su-
ficientemente estables.

La teoria de la probabilidad se usa extensamente en dreas
como la estadistica, la fisica, la matematica, las ciencias y
la filosofia para sacar conclusiones sobre la probabilidad
discreta de sucesos potenciales y la mecdanica subyacente
discreta de sistemas complejos, por lo tanto es la rama
de las matemadticas que estudia, mide o determina a los
experimentos o fendmenos aleatorios.

1 Historia

La definicién de probabilidad surge debido al deseo del
ser humano por conocer con certeza los eventos que suce-
derén en el futuro. Es por eso que a través de la historia se
han desarrollado diferentes enfoques para tener un con-
cepto de la probabilidad y determinar sus valores.

El diccionario de la Real Academia Espafiola define
«azar» como una casualidad, un caso fortuito, y afirma
que la expresién «al azar» significa «sin orden».!"! La idea
de Probabilidad estd intimamente ligada a la idea de azar
y nos ayuda a comprender nuestras posibilidades de ganar
un juego de azar o analizar las encuestas. Pierre-Simon
Laplace afirmd: “Es notable que una ciencia que comenz6
con consideraciones sobre juegos de azar haya llegado a
ser el objeto mas importante del conocimiento humano”.
Comprender y estudiar el azar es indispensable, porque
la probabilidad es un soporte necesario para tomar deci-
siones en cualquier 4mbito.*!

Segtin Amanda Dure, “Antes de la mitad del siglo XVII,
el término 'probable’ (en latin probable) significaba apro-
bable, y se aplicaba en ese sentido, univocamente, a la
opinién y a la accion. Una accién u opinién probable era
una que las personas sensatas emprenderian o manten-
drian, en las circunstancias.”’!

Aparte de algunas consideraciones elementales hechas
por Girolamo Cardano en el siglo XVI, la doctrina de
las probabilidades data de la correspondencia de Pierre
de Fermat y Blaise Pascal (1654). Christiaan Huygens
(1657) le dio el tratamiento cientifico conocido mas
temprano al concepto. Ars Conjectandi (péstumo, 1713)
de Jakob Bernoulli y Doctrine of Chances (1718) de
Abraham de Moivre trataron el tema como una rama de
las matemaéticas. Véase El surgimiento de la probabilidad

(The Emergence of Probability) de lan Hacking para una
historia de los inicios del desarrollo del propio concepto
de probabilidad matematica.

La teoria de errores puede trazarse atras en el tiempo has-
ta Opera Miscellanea (péstumo, 1722) de Roger Cotes,
pero una memoria preparada por Thomas Simpson en
1755 (impresa en 1756) aplicé por primera vez la teo-
ria para la discusién de errores de observacion. La reim-
presion (1757) de esta memoria expone los axiomas de
que los errores positivos y negativos son igualmente pro-
bables, y que hay ciertos limites asignables dentro de los
cuales se supone que caen todos los errores; se discuten
los errores continuos y se da una curva de la probabilidad.

Pierre-Simon Laplace (1774) hizo el primer intento para
deducir una regla para la combinacién de observaciones
a partir de los principios de la teoria de las probabilida-
des. Represent6 la ley de la probabilidad de error con una
curvay = ¢(x) , siendo x cualquier error e y y su proba-
bilidad, y expuso tres propiedades de esta curva:

1. es simétrica al eje y ;

2. el eje x es una asintota, siendo la probabilidad del
error oo igual a 0;

3. la supertficie cerrada es 1, haciendo cierta la existen-
cia de un error.

Dedujo una férmula para la media de tres observaciones.
También obtuvo (1781) una férmula para la ley de facili-
dad de error (un término debido a Lagrange, 1774), pero
una que llevaba a ecuaciones inmanejables. Daniel Ber-
noulli (1778) introdujo el principio del méximo producto
de las probabilidades de un sistema de errores concurren-
tes.

El método de minimos cuadrados se debe a Adrien-Marie
Legendre (1805), que lo introdujo en su Nouvelles métho-
des pour la détermination des orbites des cométes (Nuevos
métodos para la determinacion de las érbitas de los come-
tas). Ignorando la contribucién de Legendre, un escritor
irlandés estadounidense, Robert Adrain, editor de “The
Analyst” (1808), dedujo por primera vez la ley de facili-
dad de error,

o(x) = ce e

siendo ¢ y h constantes que dependen de la precision de
la observacién. Expuso dos demostraciones, siendo la se-
gunda esencialmente la misma de John Herschel (1850).
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Gauss expuso la primera demostracion que parece que se
conoci6 en Europa (la tercera después de la de Adrain)
en 1809. Demostraciones adicionales se expusieron por
Laplace (1810, 1812), Gauss (1823), James Ivory (1825,
1826), Hagen (1837), Friedrich Bessel (1838), W. F.
Donkin (1844, 1856) y Morgan Crofton (1870). Otros
personajes que contribuyeron fueron Ellis (1844), De
Morgan (1864), Glaisher (1872) y Giovanni Schiapare-
1li (1875). La férmula de Peters (1856) para r , el error
probable de una tinica observacion, es bien conocida.

En el siglo XIX, los autores de la teoria general incluian
a Laplace, Sylvestre Lacroix (1816), Littrow (1833),
Adolphe Quetelet (1853), Richard Dedekind (1860),
Helmert (1872), Hermann Laurent (1873), Liagre, Di-
dion, y Karl Pearson. Augustus De Morgan y George
Boole mejoraron la exposicion de la teoria.

En 1930 Andréi Kolmogorov desarroll6 la base axioma-
tica de la probabilidad utilizando teoria de la medida.

En la parte geométrica (véase geometria integral) los co-
laboradores de The Educational Times fueron influyentes
(Miller, Crofton, McColl, Wolstenholme, Watson y Ar-
temas Martin).

2 Teoria

La probabilidad constituye un importante parametro en
la determinacién de las diversas casualidades obtenidas
tras una serie de eventos esperados dentro de un rango
estadistico.

Existen diversas formas como método abstracto, como la
teoria Dempster-Shafer y la teoria de la relatividad numé-
rica, esta dltima con un alto grado de aceptacion si se to-
ma en cuenta que disminuye considerablemente las posi-
bilidades hasta un nivel minimo ya que somete a todas las
antiguas reglas a una simple ley de relatividad.[< reaueridal

La probabilidad de un evento se denota con la letra
p 'y se expresa en términos de una fracciéon y no en
porcentajes!“@ equeridal “por lo que el valor de p cae en-
tre Oy 1. Por otra parte, 1a probabilidad de que un evento
“no ocurra” equivale a 1 menos el valor de p y se denota
con la letra g

P(Q) =1 - P(E)

Los tres métodos para calcular las probabilidades son
la regla de la adicidn, la regla de la multiplicacién y la
distribucién binomial.

2.1 Regla de la adicion

La regla de la adicién o regla de la suma establece que la
probabilidad de ocurrencia de cualquier evento en parti-
cular es igual a la suma de las probabilidades individua-
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les, si es que los eventos son mutuamente excluyentes, es
decir, que dos no pueden ocurrir al mismo tiempo.

P(A 0 B) =P(A) U P(B) = P(A) + P(B) si Ay B son
mutuamente excluyente. P(A o B) =P(A) + P(B) - P(A
y B) si A y B son no excluyentes.

Siendo: P(A) = probabilidad de ocurrencia del evento A.
P(B) = probabilidad de ocurrencia del evento B. P(A 'y B)
= probabilidad de ocurrencia simultanea de los eventos A
y B.

2.2 Regla de la multiplicacion

La regla de la multiplicacién establece que la probabili-
dad de ocurrencia de dos o mas eventos estadisticamente
independientes es igual al producto de sus probabilidades
individuales.

P(AyB)=P(A B)=P(A)P(B) si A y B son independien-
tes.

P(A 'y B) = P(A B) = P(A)P(BIA) si A y B son depen-
dientes.

Un lote contiene “100” items de los cuales “20” son de-
fectuosos. Los items son seleccionados uno después del
otro para ver si ellos son defectuosos. Suponga que dos
items son seleccionados sin reemplazamiento (significa
que el objeto que se selecciona al azar se deja por fuera

del lote). ;Cual es la probabilidad de que los dos items
seleccionados sean defectuosos?

Solucién:
Sea los eventos

Al = {primer item defectuoso}, A2 {segundo item de-
fectuoso}

entonces dos items seleccionados seran defectuosos,
cuando ocurre el evento AIN A2 que es la interseccion
entre los eventos Al y A2. De la informacién dada se tie-
ne que:

P(A1) =20/100 ; P(A2/A1) = 19/99

asi probabilidad de que los dos items seleccionados sean
defectuosos es

P(A1 N A2) = P(Al) P(A2/A1) (20/100)(19/99) 19/495
=0.038

Ahora suponga que selecciona un tercer item, entonces
la probabilidad de que los tres items seleccionados sean
defectuosos es

P(A1 N A2 N A3) = P(A1) P(A2/A1) P(A3/A1NA2)
(20/100)(19/99)(18/98) 19/2695 = 0.007

2.3 Regla de Laplace

La regla de Laplace establece que:

e La probabilidad de ocurrencia de un suceso imposi-
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ble es 0.

e La probabilidad de ocurrencia de un suceso seguro
es 1, es decir, P(A) = 1.

Para aplicar la regla de Laplace es necesario que los ex-
perimentos den lugar a sucesos equiprobables, es decir,
que todos tengan o posean la misma probabilidad.

e La probabilidad de que ocurra un suceso se calcula
asi:

P(A) = N? de casos favorables / N* de resultados posibles

Esto significa que: la probabilidad del evento A es igual al
cociente del niimero de casos favorables (los casos donde
sucede A) sobre el total de casos posibles.

2.4 Distribucion binomial

La probabilidad de ocurrencia de una combinacién es-
pecifica de eventos independientes y mutuamente exclu-
yentes se determina con la distribucién binomial, que es
aquella donde hay solo dos posibilidades, tales como mas-
culino/femenino o si/no.

1. Hay dos resultados posibles mutuamente excluyen-
tes en cada ensayo u observacion.

2. La serie de ensayos u observaciones constituyen
eventos independientes.

3. La probabilidad de éxito permanece constante de
ensayo a ensayo, es decir el proceso es estacionario.

Para aplicar esta distribucién al célculo de la proba-
bilidad de obtener un nimero dado de éxitos en una
serie de experimentos en un proceso de Bermnoulli, se
requieren tres valores: el nimero designado de éxitos
(m), el nimero de ensayos y observaciones (n); y la
probabilidad de éxito en cada ensayo (p).

Entonces la probabilidad de que ocurran m éxitos en un
experimento de n ensayos es:

P (x =m) = (nCm)(P™)(1-P)" ™

Siendo: nCm el nimero total de combinaciones posibles
de m elementos en un conjunto de n elementos.

En otras palabras P(x = m) =
[n!/(m!(n-m)H](p™)(1-p)"™

Ejemplo. La probabilidad de que un alumno apruebe la
asignatura Célculo de Probabilidades es de 0,15. Si en
un semestre intensivo se inscriben 15 alumnos (Cudl es
la probabilidad de que aprueben 10 de ellos?

Px = 100 = 15C10(0,15)*°(0,85)° =
151/(10!1(15-10)!)(0,15)19(0,85)> = 7,68 * 107
Generalmente existe un interés en la probabilidad
acumulada de “m o mds " éxitos o “m o menos” éxitos
en n ensayos. En tal caso debemos tomar en cuenta que:

Px<m)=Px=0)+Px=1)+Px=2)+Px=3)
+..+Px=m-1)

P(x>m)=Px=m+ 1) + Px = m+ 2) + P(x = m+3)
+...+ P(x=n)
Px<m)=Px=0)+Px=1)+Px=2)+Px=3)
+....+ P(x=m)

P(x=2m)=Px=m) + P(x =m+1) + P(x = m+2) +....+
P(x=n)

Supongamos que del ejemplo anterior se desea saber la
probabilidad de que aprueben:

a.— al menos 5

b.— mas de 12

a.— la probabilidad de que aprueben al menos 5 es:

P(x = 5) es decir, que:
1-Px<5)=1-[Px=0+Px = D+P(x =2)+P(x =
)+Px=4)] =

1 - [0,0874 + 0,2312 + 0,2856 + 0,2184 + 0,1156] =
0,0618

Nota: Al menos, a lo menos y por lo menos son locucio-
nes adverbiales sindnimas.

Ejemplo: La entrada al cine por lo menos tendrd un costo
de 10 soles (como minimo podria costar 10 soles 0 mas).
b.— la probabilidad de que aprueben mas de 12 es P(x >
12) es decir, que:

P(x>12) =P(x = 13)+P(x = 14)+P(x = 15)

P(x > 12) = 1,47 *107° +3,722 *107'! 44,38 *107"3 =
1,507 ¥107°

La esperanza matemdtica en una distribuciéon binomial
puede expresarse como:

E(x) =np = 15(0,15)=2,25

Y la varianza del nimero esperado de éxitos se puede cal-
cular directamente:

Var(x) = np(1-p)= 15(0,15)(1-0,15)=1,9125 Estadisti-
cas y probabilidades, con sus diferentes diagramaciones
como: diagrama de barras. diagrama de linea. y diagrama
de circulos que se aplican de acuerdo al tipo de estadisti-
cas y probabilidades matematicas.

3 Aplicaciones

Dos aplicaciones principales de la teoria de la probabi-
lidad en el dia a dia son en el andlisis de riesgo y en el
comercio de los mercados de materias primas. Los go-
biernos normalmente aplican métodos probabilisticos en
regulacion ambiental donde se les llama "andlisis de vias
de dispersion”, y a menudo miden el bienestar usando mé-
todos que son estocdsticos por naturaleza, y escogen qué
proyectos emprender basiandose en andlisis estadisticos
de su probable efecto en la poblacién como un conjun-
to. No es correcto decir que la estadistica estd incluida
en el propio modelado, ya que tipicamente los andlisis
de riesgo son para una Unica vez y por lo tanto requie-
ren mas modelos de probabilidad fundamentales, por e;j.
“la probabilidad de otro 11-S”. Una ley de nimeros pe-
quefios tiende a aplicarse a todas aquellas elecciones y
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percepciones del efecto de estas elecciones, lo que hace
de las medidas probabilisticas un tema politico. Un buen
ejemplo es el efecto de la probabilidad percibida de cual-
quier conflicto generalizado sobre los precios del petréleo
en Oriente Medio - que producen un efecto dominé en la
economia en conjunto. Un célculo por un mercado de ma-
terias primas en que la guerra es mds probable en contra
de menos probable probablemente envia los precios hacia
arriba o hacia abajo e indica a otros comerciantes esa opi-
nioén. Por consiguiente, las probabilidades no se calculan
independientemente y tampoco son necesariamente muy
racionales. La teoria de las finanzas conductuales surgié
para describir el efecto de este pensamiento de grupo en
el precio, en la politica, y en la paz y en los conflictos.

Se puede decir razonablemente que el descubrimiento de
métodos rigurosos para calcular y combinar los célculos
de probabilidad ha tenido un profundo efecto en la so-
ciedad moderna. Por consiguiente, puede ser de alguna
importancia para la mayoria de los ciudadanos entender
cémo se calculan los prondsticos y las probabilidades, y
cémo contribuyen a la reputacion y a las decisiones, es-
pecialmente en una democracia.

Otra aplicacién significativa de la teoria de la probabili-
dad en el dia a dia es en la fiabilidad. Muchos bienes de
consumo, como los automdviles y la electrénica de con-
sumo, utilizan la teoria de la fiabilidad en el disefio del
producto para reducir la probabilidad de averia. La pro-
babilidad de averia también esta estrechamente relacio-
nada con la garantia del producto.

Se puede decir que no existe una cosa llamada probabi-
lidad. También se puede decir que la probabilidad es la
medida de nuestro grado de incertidumbre, o esto es, el
grado de nuestra ignorancia dada una situacién. Por con-
siguiente, puede haber una probabilidad de 1 entre 52 de
que la primera carta en un baraja sea la J de diaman-
tes. Sin embargo, si uno mira la primera carta y la re-
emplaza, entonces la probabilidad es o bien 100% 6 0%,
y la eleccidn correcta puede ser hecha con precisién por
el que ve la carta. La fisica moderna proporciona ejem-
plos importantes de situaciones deterministas donde s6lo
la descripcion probabilistica es factible debido a informa-
cién incompleta y la complejidad de un sistema asi como
ejemplos de fendmenos realmente aleatorios.

En un universo determinista, basado en los conceptos
newtonianos, no hay probabilidad si se conocen todas las
condiciones. En el caso de una ruleta, si la fuerza de la
mano y el periodo de esta fuerza es conocido, entonces
el nimero donde la bola parara serd seguro. Naturalmen-
te, esto también supone el conocimiento de la inercia y la
friccion de la ruleta, el peso, lisura y redondez de la bo-
la, las variaciones en la velocidad de la mano durante el
movimiento y asi sucesivamente. Una descripcién proba-
bilistica puede entonces ser mas practica que la mecdnica
newtoniana para analizar el modelo de las salidas de lan-
zamientos repetidos de la ruleta. Los fisicos se encuen-
tran con la misma situacién en la teoria cinética de los
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gases, donde el sistema deterministico en principio, es tan
complejo (con el nimero de moléculas tipicamente del
orden de magnitud de la constante de Avogadro 6 - 1023 )
que s6lo la descripcion estadistica de sus propiedades es
viable.

La mecdnica cudntica, debido al principio de indeter-
minacién de Heisenberg, sélo puede ser descrita actual-
mente a través de distribuciones de probabilidad, lo que
le da una gran importancia a las descripciones probabi-
listicas. Algunos cientificos hablan de la expulsion del
paraiso. [ requeridal Otros no se conforman con la pérdi-
da del determinismo. Albert Einstein comentd estupen-
damente en una carta a Max Born: Jedenfalls bin ich iiber-
zeugt, dafs der Alte nicht wiirfelt. (Estoy convencido de que
Dios no tira el dado). No obstante hoy en dia no existe un
medio mejor para describir la fisica cudntica si no es a
través de la teoria de la probabilidad. Mucha gente hoy
en dia confunde el hecho de que la mecdnica cudntica se
describe a través de distribuciones de probabilidad con la
suposicién de que es por ello un proceso aleatorio, cuando
la mecénica cudntica es probabilistica no por el hecho de
que siga procesos aleatorios sino por el hecho de no poder
determinar con precision sus pardmetros fundamentales,
lo que imposibilita la creacién de un sistema de ecuacio-
nes determinista.

3.1 Repaso Probabilidad

Se muestran algunos problemas en los cuales encontraras,
paso a paso el procedimiento para realizar dichos proble-
mas de probabilidad I.

Problemas Probabilidad

3.2 Investigacion biomédica

La mayoria de las investigaciones biomédicas utilizan
muestras de probabilidad, es decir, aquellas que el inves-
tigador pueda especificar la probabilidad de cualquier ele-
mento en la poblacién que investiga. Las muestras de pro-
babilidad permiten usar estadisticas inferenciales, aque-
llas que permiten hacer inferencias a partir de datos. Por
otra parte, las muestras no probabilisticas solo permiten
usarse estadisticas descriptivas, aquellas que solo permi-
ten describir, organizar y resumir datos. Se utilizan cua-
tro tipos de muestras probabilisticas: muestras aleatorias
simples, muestras aleatorias estratificadas, muestra por
conglomerados y muestras sistematicas.

3.3 Funcion de Probabilidad Conjunta

Funcion de Probabilidad Conjunta
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