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Jdatea de Variable Complgja

Teorema del Residuo, Series de Laurent
Principio del Argumento, y Teorema de Rouche,
Aplicaciones

Evalla las siguientes integrales, usando el teorema del Residuo de Cauchy
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Demuestra, usando la serie de Taylor, la siguiente version compleja de la regla de L’Hopital: Sean f(z) y
f(2)

g(2) analiticas, ambas con ceros de orden k en z = z,. Entonces @ tiene una singularidad removible, y
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Si f es analitica en una region que contiene a un circulo y y a su interior, y tiene un cero de orden 1
1 zf'(2)
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Unicamente en z = z, en el interior o sobre y, muestra que z, =

Suponga que f tiene un cero en z = z, de multiplicidad k. Muestra que el residuo de f? enz =z, esk.

Expande en una serie de Laurent, en las siguientes regiones:

z(z—-1)(z-2)
a 0<|zl <1
b. 1<|zll<2
OPTATIVO Si fes analiticaen 0 < ||z — z,|| < &. Prueba que f tiene orden algebraico men z = z, siy
solo si zlir? (z — zy)™(f (2)) existe, peroes 0 0 .
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Si f'y g tienen orden algebraico h y k respectivamente en z = z, prueba que
a. Elorden algebraico [ de f + g satisface [ < max(h, k)
b. Elordenalgebraicode f-gesh+k
c. Elorden algebraicode f/gesde h — k
OPTATIVO Sea una funcién f definida y analitica en||z|| > R (para cualquier R > 0) se dice que tiene
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una singularidad aislada en oo, si f (;) tiene una singularidad removible en z = 0 0 es analiticaen z = 0.
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Similarmente se dice que f tiene un cero en co de orden m, si f (;) tiene una singularidad removible en
z = 0y la funcion extensidn tiene un cero de orden m en z = 0. Se dice que f tiene un polo de orden m

. 1 .
enz = oo,si f (;) tiene un cero de orden m en z = 0. Prueba que

a. Sif esenteray f tiene una singularidad removible en z = oo, entonces f es constante.

b. Si f esenteray no tiene una singularidad no esencial z = oo, entonces f es un polinomio.
Muestra que una singularidad aislada de una funcidn f es removible cuando alguna de las dos
condiciones se cumpla Re f o Im f este acotado dentro de una vecindad agujerada de la singularidad.
Sea D un subconjunto abierto de Cy z, € D. Sea f: D\{a} — C es analitica. Muestra que f' tiene una
singularidad removible en z = a, entonces f también tiene una singularidad removible en z = a.
OPTATIVO Si C es una circunferencia unitaria en el sentido positivo, que contiene el origen en su
interior y el polinomio P(2z) = a,z" + ap,_1z" 1 + a,_,2""% + -+ + a,z? + a,z + a, demuestra que

Jo 2@ 4z = 2mia, paratoda k € [0,1,2, ..., n]

Zk+1
Utiliza el principio del argumento para evaluar la integral en el contorno cerrado C

2z+1 .
a. fC ESI c=2



b. [, w=dzsi
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c. fc cot zdz es el contorno rectangular con vérticesen 10 +i,—4 +i,—4 —iy 10 — i

f'(2) . _ (z-3iz-2)% . _ _3 _
d. fc @ dzsi f(z) = proEeeci C =zl = Sy Izl =5
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. Sea f un polinomio. Muestra que la integral fe o dz = 2mixel grado de f, donde C es una

circunferencia con centro en el origen y radio suficientemente grande.
. Encuentra el nimero de ceros de cada uno de los siguientes polinomios dentro el circulo unitario ||z|| = 1
a. z’ —5z*4+z%2-2

2% —22%+2%2—-8z-2

27z — 18z + 10

z8+62z+10

28 —62°5—23+2

f. z27-2z25+623-z+1

. ¢Cuantas raices tiene la ecuacion

a. z*—5z+1enelanillol < |z|| <2

b. 4z*—29z%+25enelanillo2 < ||z|| <3

c. z7+10z3+ 14 enelanillol < ||z|| <2

d. 4z*+2(1—-i)z+1enelanillo - < [zl <17
. Sea f una funcién analitica en el interior del circulo unitario. Supongamos que ||f(z) — z|| < ||z]| enel
circulo unitario.
a. Muestra que ||f’ G)” <8
b. Muestra que f tiene un solo cero en el interior de la bola unitaria.
. Evalua la integral dada
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. Con el uso de la Teoria de Residuos, encuentra la inversa de la transformada de Laplace £L~(F(s)) dada
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