1.

daxea de Variable Compleja
d opologt'a oBdAica, Sucesiones, ofimites y Continuidad en

funciones de Variable Compleja.
Pagina | 1

Este problema es para ver que los nimeros complejos no tiene orden como los nimeros
reales.

Recordemos que en los nimeros reales se puede comparar dos nimeros, es decir, que si
a,b € R puede suceder que a > b, b = a, b > a La pregunta que nos haremos es
([Podemos extender esta idea para los complejos C? Las propiedades de orden son

O; Para todo a, b € R, entonces se tiene que a > b,a = b,b > a
O2a>0,b > 0entoncesa+b >0

O3a>0,b > 0entoncesab > 0

Primero define la siguiente relacion de orden

. . , . a>0o0
Para z=a+ibcona,b € R, diremos que z > 0 si y solo si {a —0yb>0.
Verifica que las propiedades de orden O; y Oz se cumplen pero la propiedad O3, no se
cumple; para ver esto, verifica que sucede en los puntos z = i y z = —i. Se tiene que

llegar que —1 > 0.
Prueba que si A, B subconjuntos de C abiertos entonces la interseccion deA y B es
también abierta; y también prueba que si A, B son subconjuntos cerrados en C, entonces
la unién es un subconjunto cerrado.
Prueba si B es cerrado si y solo si B¢ es abierto. Y el caso contrario A es abierto si y
solo si A€ es abierto.
Si z, € C, demuestra que el conjunto {z,} es cerrado.
Para los siguientes conjuntos, establece si es 0 no abierto y si es no es cerrado.
re(z) < —1 2<im(z) <6 llz—i]l <1

—1<re(z) <2 re((2+i)z+1) >0
Los siguientes conjuntos son compactos o no Justifica tu respuesta

a. A={z€eC: 1<Re(z) <2}

b. B={ze€eC:2<|z| <3}

c. C={z€eC: |z|| £5; |Im(2)| =1}
Halla la parte real e imaginaria de las siguientes funciones

f(z2)=z—iz? _iz+1 flz)=2z—-1
f@=177
1 — pZ*
f(2) =~ f@)=e
Demuestra que el limite delas sucesiones es

a. lim — =

n—-oo n+1
b. lim==0

n-oo n

n+2i

C.

n—oo 3n+7i



d. Supongamos que lim z,, = oo, donde z,, = x,, + iy, (Qué se puede afirmar
n—->oo

sobre la existencia de los limites de las sucesiones {x,} e {y,} cuando n - o?
9. Usando la definicion de limite prueba que

2z+ 1 i =
lim —1 i, llzll =5
z-1 z+ 2

re(z)

10. Considera el limite lim -
z—0 im(z)

a. (A qué valor tiende el limite conforme z tiende a 0 lo largo de la recta y = x?
LA qué valor tiende el limite conforme z tiende a 0 lo largo del eje imaginario?
c. En base a sus respuestas de los incisos a) y b). ;Qué puede decir acerca de

re(z) 9
z—0im(z)’
. . . Z 2
11. Considera el limite lim (__)
z—0 \Z

a. (A qué valor tiende el limite conforme z tiende a 0 lo largo del eje real?
b. (A qué valor tiende el limite conforme z tiende a 0 lo largo del eje imaginario?

o

2
(Las respuestas de a) y b) implican que lZi_r>ré (g) existe? Explica
d. (A qué valor tiende el limite conforme z tiende a 0 a lo largo de la recta y = x?

2
r . . z

e. (Qué puede decir acerca de lm& (E) ?
VAd

12. Calcula los siguientes limites, usando las propiedades

lim z?2 -5z + 10 - 2z+3)(z-1) _ z3+8
z-1+i lim lim
z-2i (z2—2z+4) , mz* +4z% + 16
VA VA
72— (2+)z+2i o z2—4 . (2z-3)(4z+1)
m : lim lim . 5
z—-i zZ—1 z527— 2 Z_)% (lZ—l)

13. Demuestra que las siguientes funciones f son continuas en el punto dado

z3-1
(7 NAll#1

a. f(z)= ;enzy = 1+2h/§

—1+iV3
e

b. f(z)=Z—3re(z)+i;enzy =3—2i
c. f(z) =||z||, es continua para toda z, € C.
14. Sea f: C — C definida f(0) = 0,y f(r[cos @ + i sen 8]) = sen 0 sir > 0. Muestra
que f es discontinua en 0 pero es continua en cualquier otro punto.
15. Calcula los limites de las siguientes funciones

ozt 4iz-2 ozt -1 limiz+1

P (14 2i)z? P +1 z—0 2 — |

. (A=Dz+i , z2+1  z22—(2+43D)z+1
lim ——— lim————— lim -
2-(2) 2z +1 z~iz?+z+1—1i z>0 iz—3
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