daxea 3 de Variable Compleja 7
JDerivadas, Rnaliticidad,

ofcuacion.eé de Cau.c/ré( Riemann, gfunciones gfftmonicas, ),

Sexies”
Derivadas
1. Emplea directamente la definicion de derivada para demostrar que f'(z) = —Ziz, sif(z) = i,
suponiendo que z # 0
2. Dime silas siguientes funciones tienen derivadas en algin punto
| a. f(z)=Re(z) | b. f(z) =im(z) | c. fla=z |
3. Encuentra las derivadas de las siguientes funciones
a. 322+ 7z+5 b. f(z)=(Q1-4z%)3 | . z* + 4z d. 332_‘21 siz =3
=21 1+22)* N h. (2) =
e J@O=m |t f@-= @) e f@ =g <4+2i)§ )
conz # - conz# 0 conz # 0 (m)
4. Paray:|[a, b] —» Cdiferenciabley f: U — C analitica, con y([a, b]) c U, pruebaquec = f oy
es diferenciable con na’(t) = f'(y(©)) - v’ (¢).
0, z=0
5. Demuestra que la funcién f(z) = { x3-»® | . (x3+y?) ;=0 NOes derivableenz = 0,

x2+y?

x2+y2 "’

haciendo Az — 0, primero a lo largo del eje y luego a lo largo de larectay = x

Condiciones de Cauchy Riemann. Funciones Analiticas

6.

Utilizando las condiciones de Cauchy-Riemann, establece cuales de las siguientes funciones
son analiticas al menos en un punto y cudles no

a. f(z)=3x+y+ b. f(z) = c. f(z) =z%z | d. f(z) =2 re(2)
i(3y —x) (222‘”1)

e @)= L f@= e f@=  |[h @)=

T2 [cos%@ +i Sen(% ) ] CO: + isen(z) 5rcos6 + r*cosf + . (COS (%0) n

i(5

rtsen(46))

rsen(0) +

i sen (%e))

Seaf(z) = {

5

Z siz#0

VA

0 siz=0
f(2)

Muestra que -

no tiene limite cuando z - 0.

Siu=re (f)yv =im(f), muestra que u(x,0) = x, v(0,y) = y; u(x,0) =

0; v(x,0)=0

Concluye que las parciales de u y v existen, y que las ecuaciones de Cauchy Riemann
se satisface, pero que f'(0) no existe. ¢ Contradice esta conclusion el teorema de

Cauchy Riemann?




d.

e.

1 enlosejesxyy

Repite el inciso c), para la funcién f(z) = {0 en cualquier otro lado’

Repite el inciso c), para la funcién f(z) = /|xy|

8. Sea f una funcién analitica en un conjunto abierto conexo U y supon que f"*1(z) la derivada
de orden (n+1) existe y es 0 en U. Muestra que f es un polinomio de grado n.

b.

Sea f(z) = u(x,y) + iv(x,y) una funcién analitica en un conjunto conexo U. Si
au(x,y) + bv(x,y) = cen U, donde a, b, c son constantes reales no todas 0,
demuestra que f es constante en U

éEl resultado obtenido en a) es aun valido si a, b, ¢ son constantes complejas?

Funciones Armonicas
10. Verifica que las siguientes funciones son armodnicas y dime en qué conjunto son armadnicas

a.
b.

C.

d.

e.

flz2)=2z*

u(x,y) =Im (z + i)
u(r,0) = 1

u(r,0) = sen(@)

11. Prueba que u(x,y) (u(r, 8)) es armdnica en algin dominio y halla una arménica conjugada
v(x,y) (v(r, 6)) cuando

a.
b.
C.
d.
12.
a.
Series

u(x,y) =2x(1-y)
u(x,y) = 2x — x3 + 3xy?

u(r 9) _ sen(9)

u(r,0) = r3sen (36)

a
+

Expresa el operador laplaciano V?= Fv

Pyl en coordenadas conjugadas complejas.

Zn
13. Demuestra que la serie Yo - 175,27 CONverge tanto en el interior como el exterior del circulo

unitario y representa una funuon analitica en cada regidn
14. Encuentra el radio de convergencia de cada una de las siguientes series de potencias
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15. Calcula la serie de Taylor de las S|gU|entes funciones alrededor de los puntos indicados

a.
b.

senz?enz, =0
e??,enzy, = 0.



