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PRIMERA TAREA DE ANALISIS MATEMATICO I
Propiedades de Campo y Conjuntos

Dada una funcion f: A - B
a. Pruebaquesetieneque f(X —Y) 2 f(X) — f(Y), donde los subconjuntos X y Y forman parte
de A.
b. Muestra quesi f esinyectiva, entonces f(X —Y) = f(X) — f(Y) para cualesquiera
subconjuntos X y Y contenidos en A.
Un elemento a € N se llama antecesorde b € N, cuando se tiene que a < by no existe un ¢ € N tal
que a < ¢ < b. Prueba que excepto el 1 € N, todo natural posee un antecesor.
Sea un conjunto con n elementos. Determina el numero de funciones inyectivas. f: I, - X. Donde I, =
{faeN;1<a<p}

Sea el conjunto Q(t) de las funciones racionales r(t) = 0]

o'
coeficientes racionales, siendo q(t) no idénticamente njl(o. Si u(t)es también no idénticamente no
nulo, se tiene % = 2838
(p®) - (u®) RIORTIONNJORNORIORTIOR IO ONTIORIO)

a®)-u® @ ®) u ) a(®) - g1 () - u(®) - uy (t)

@) s(o) = PO (@O) p® @ _ p@-pi@u®) - w(®)
qg@®)-u(®) (O u (&) q@) - g () - ul®) - uy ()

Y prueba que este conjunto es un campo ordenado si definimos el conjunto P cuando una fraccion

donde p(t) y q(t) son polinomios con

Con las operaciones definidas como

r(t) +s(t) =

r(t) = % € P, sien el polinomio p(t) - q(t), el coeficiente del término de mayor grado es positivo.

(OPTATIVO) Sean 4, B campos, una funcion f: A — B, se llama un homomorfismo cuando se tiene que
fGe+9) = f) +FO)y fx-y) = f(&) - f(¥), para cualquiera x,y € K

a. Dado un homomorfismo f: A — B, prueba que f(0) =0

b. Pruebatambién o que f(x) = 0 paratodo x € Ko entonces f(1) = 1y f esinyectivo.
(OPTATIVO) Sea p un numero natural primo. Para cada entero m, indiquemos como i al residuo de la
divisidn %. El conjunto Z,, = {0,1,2,3, ..., p — 1}. Definimos las dos operaciones una suma a®b = a + b

y una multiplicacién a®b = a - b. Prueba que una funcién f:Z — Z,, definida como f(n) = 7, cumple
que f(m+n) = f(M)Bf(n)y f(m-n) = fF(m)Af (n). Concluye que @ y ® son conmutativas,
asociativas y también cumple la propiedad distributiva y existen 0y 1. Observa que dados m,n € Z,
mOn = 0, entoncesm = 0 on = 0. Concluye que Z, es un campo.

Dados a, b, € nimeros de un campo ordenado K, prueba que |a — b| < e & |b| — € < |a|] < |b| + €.
Para concluirque |[a — b| < e = a < |b| + €.

Sia,b € K, un campo ordenado y a® + b% = 0, demuestraquea = b = 0.

Prueba que un cuerpo ordenado y arquimediano, se tiene que se cumple que paratodo € > 0 en K,

. 1
existen € Ntalque—< €
Zn

Prueba que en un campo ordenado K. Las siguientes afirmaciones son equivalentes
i. Kesarquimediano
ii. Zesnoacotado superiormente ni inferiormente.
iii. Q esnoacotado superiormente ni inferiormente.
Demuestra
a. Sia € Kym,n €N, entonces a™™ = a" - a™ usando la induccion matematica
b. SiaeKya# 0,ym,z € Z, entonces a™*"™ = a™ - a"
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Sin € N, demuestra que n? > ny porlo tanto — < -

Supongamos que ¢ > 1, ¢ € K, campo ordenado demuestra que ¢ > c paratodan € N
(SUGERENCIAc =1 4+ a,CONa > 0).
Demuestraquesia < x < bya <y < b, entonces |x —y| < b — a. Da una interpretacion
geomeétrica.
Si x,y, z pertenecen a un campo ordenado, entonces x < y < zsiysolosi|x —y| + |y —z| =
|x — z|.
Grafica los puntos (x,y) en el plano K X K (K es un campo ordenado) para los cuales

Loyl = lx]

i. |x|+[yl=1

13. Sean a, b nUmeros racionales positivos. Prueba que v/a + /b es racional siy solo si vay Vb son
racionales. (SUGERENCIA MULTIPLICA PORva — VD).
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Si x, y son positivos con x +y = 2a, el producto xy es maximo cuando x = y = a. ;qué
interpretacion geométricamente se puede dar?
Si x,y son positivos con xy = 1, lasuma x + y es minima cuandox =y = 1.

Para cualquier nUmero positivo x, se tiene que x + % > 2, este hecho Usalo para demostrar: Si
b . . ,
a,b > 0 entonces % +-2=2,laigualdad sedasiysolosia = b.
1
SiH, = 1+%+§+ ---+%, demuestraquen(n+ 1)n =n+ H, paran = 2

Six,y, z son reales positivos y n es un entero positivo, se cumple
X" =x -2 +y" -2 -0 +z"z-x)z-y)>0

Sea X c R (Campo ordenado y arquimediano) no vacio, acotado superiormente y ¢ € K. Teniendo que
¢ < sup X siy solo si para cada € > 0 real, dado se puede encontrarun x € X, talque c — e < x.
Enuncia y demuestra un resultado analogo con el infimo en vez del supremo.

Dados A, B c R, no vacios y acotados superior e inferiormente, Sead+ B = {x + y:x € A,y € B}.

Prueba
a.

b.
C.
d

A + B es acotado.

sup(A + B) =supA+supB

inf(A + B) = infA + inf B

Enuncia y demuestre los resultados analogos suponiendo que solo estan acotados
superiormente y si estan acotados solamente inferiormente.

SiPcQcR,P=#0,yPyQ sonacotados superiormente. Muestra que sup P < sup Q.
Sea S = {x:x3 < 1}. Encuentra el sup S. ;Es acotado inferiormente?
Sil, = [a,, b,],n € N, es una sucesion nidificada de celdas cerradas, demuestra que

a1Sa2SagSa4...SanSbmS---Sb2Sb_1

Sisetoma é = sup{a,:n € N} yn = inf{b,,: m € N}, demuestra que [¢,1] =Ny I



