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Capitulo 1

Introduccion a la Simulacion Estocastica

En este capitulo se presentan varias definiciones del concepto de simulacién estoastica y se propone un
algoritmo geérico para el uso adecuado de la simulacion estocastica. Ademas, se discuten las ventajas y
limitaciones de esta herramienta. Por tltimo, a manera de motivacién, se plantean un par de ejemplos
que se podran resolver con el uso adecuado de la simulacién estocastica.

1.1. Introducciéon

La simulacién es una herramienta poderosa ampliamente utilizada en las ciencias actuales para analizar
problemas complejos. La idea basica de la simulacién es reproducir artificialmente un fenémeno. En este
capitulo abordaremos el marco conceptual y el espiritu metodoldgico de la simulacion estocéstica.

El inicio de la simulacién estocéstica se remonta a 1940, cuando John Von Neumann' y Stanistaw Marcin
Ulam ? trabajando en problemas matemdticos relativos a la fisica nuclear, cuya solucién analitica era
intratable y la solucién de manera experimental resultaba muy costosa, acunaron el término “Anélisis de
Monte Carlo”. Este concepto, llamado Simulacion Estocdstica en la actualidad, consiste en resolver un
problema determinista simulando computacionalmente a algin proceso estocédstico cuyas caracteristicas
probabilistas satisfacen las condiciones matemaéticas del problema original. En palabras mas simples: con
la ayuda de una computadora, se recrean condiciones aleatorias para analizar a una cierta dinamica o
fenémeno determinista, y se analizan los resultados computacionales obtenidos.

1.2. Modelacion matematica

Debido a que el objetivo de la simulacién es recrear computacionalmente a un modelo matemaético, tenemos
la necesidad de definir o al menos dar una nocién de qué es un modelo matemético. Esta es una cuestion
profunda en matematicas y en ciencia en general. No abordamos tal discusion debido a que se aleja de los

'Matemaético hingaro (1903-1957) que realizé aportaciones muy diversas con aplicaciones a la fisica, a la economia y al
céomputo, entre otras areas.

2Matemaético polaco (1909-1984), célebre por haber contribuido en la invencién del Método Monte Carlo y participado en
el proyecto armamentista Manhatan. Contribuyé también en dlgebra, andlisis y topologia.



objetivos de este texto y nos limitamos a da la definiciéon de modelo y modelo matematico, cada definicion
puntualiza aspectos diferentes de un modelo.

Definicion 1.1. Un modelo es la representacion de una situacion o sistema real, que plasma los efectos
accion-reaccion de los elementos del sistema que se desean investigar.

Definicion 1.2. Un modelo matemdtico es una descripcion matemdtica de un sistema no matemdtico.

En este trabajo nos concentramos en modelos matematicos que representen de manera adecuada a la
realidad utilizando conceptos mateméticos ya existentes (dentro de las matemédticas). Nuestra intencién
es disenar un modelo abstracto en donde existan variables (o pardmetros) controlables, y que el modelo
represente a alguna situacion real.

En general, en un modelo matematico se pueden destacar tres fases.

1. La construccién del modelo. Es la traduccién y aproximacién de acciones en el problema original en
conceptos matemaéticos adecuados.

2. El anélisis del modelo, utilizando herramientas existentes dentro de la matematica.

3. La interpretacion de los resultados matematicos obtenidos por dicho andlisis, en el sistema original.

1.3. Definicion de simulacion estocastica

Definir formalmente al concepto de Simulacion no es una tarea sencilla. En 1975, R.E. Shannon (ver [25])
la definié como el proceso de disenar un modelo de un sistema real y realizar experimentos con éste para
entender su comportamiento. Una definicién formal propuesta en 1963 por C. West Churchman (ver [27])
es la siguiente:

Definicion 1.3. X simula a Y si:

1. X e Y son sistemas formales.
2. Y se considera un sistema real.
3. X es una aproximacion de tal sistema real.

4. La validez de X no estd exenta de error.

Existen otras definiciones, pero quizé la que goza de mayor aceptacién es la de M. Shubik (ver [26]), que
es la siguiente.

Definicién 1.4. La simulacion de un sistema es la operacion de un modelo (simulador), el cudl es
una representacion del sistema. Este modelo puede someterse a manipulaciones que serian imposibles de
realizar, demastado costosas o poco prdcticas para el sistema.

Es necesario garantizar la eficacia de la simulacion estocdstica, es decir, que los resultados obtenidos a
través de tal procedimiento coinciden o aproximan razonablemente a la dinamica que estamos estudiando.
Para ello, se utilizan resultados matematicos pertenecientes a la teoria de la probabilidad y la estadistica;
disciplinas que nos sirven para estudiar fenémenos que ocurren bajo condiciones de incertidumbre. Por lo
tanto la simulacion estocéstica consiste en dos etapas:
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1. El diseno de un modelo que aproxime adecuadamente al fenémeno en estudio y, por otro lado,

2. la justificacién rigurosa (prueba matemaética) de que la aproximacién realmente funciona.

Sin embargo, desde el punto de vista aplicado, es necesario enfocarse exclusivamente en la primera etapa.
Existe ya una bateria de resultados tedricos que sustentan con rigor la aplicacién de la simulacién es-
tocéstica a una gran variedad de modelos que describen situaciones en la fisica, la ingenieria, la actuaria y
otras areas del conocimiento. El objetivo de este libro es presentar resultados tedricos para sistemas en los
cuales por lo menos una de sus caracteristicas es incierta y algunas aplicaciones clasicas, esperando que
el lector sea capaz de encontrar nuevas aplicaciones de tales resultados a modelos particulares de su interés.

Respecto al disefio del modelo, hace apenas unas décadas era comiin que un investigador se enfrentara al
dilema entre proponer un modelo muy detallado del fenémeno cuyo anélisis matemaético fuese practica-
mente imposible, o bien, proponer uno que fuera tratable matematicamente, pero que omitiese aspectos
relevantes del problema. Con la llegada de las computadoras, en los ultimos anos ha sido posible el plan-
teamiento de modelos méas complicados y su solucién a través de la simulacién estocastica. Queremos
senalar que, sin embargo, este dilema sigue existiendo: el planteamiento de un modelo demasiado especifi-
co se traduce en costo computacional que podria volverse no costeable; el investigador debe ponderar este
costo en la eleccién del modelo.

1.4. Metodologia para simular

En esta seccién se describen algunos aspectos metodolégicos importantes en la simulacién estocastica.

Para planificar y hacer uso de un modelo de simulacién sugerimos tener en cuenta el siguiente procedimien-
to: Es importante evitar errores en la implementacion de la simulacién para el andlisis de un problema; a

Algoritmo 1 :Simulacién de un sistema
Planteamiento del problema.

Recoleccién y organizacién de la informacién.
Diseno del modelo matematico.
Implementacion computacional.

Validacion del programa computacional.
Anélisis de resultados.

Validacion de la simulacion.

continuacién se mencionan algunos de los errores mas comunes que pueden cometerse:

= El abuso en la especificidad del modelo disenado. Esto tiene como consecuencia un costo en el tiempo
de ejecucién que convierte a la simulacién en una herramienta poco practica. Una solucién es plantear
un modelo simple para el problema, e ir aumentando paulatinamente los detalles necesarios hasta
llegar a un modelo que represente adecuadamente las caracteristicas esenciales del mismo.

= Presentar una simulacién sin calibrar, es decir, realizar una implementacién sin tener la certeza de
que la simulacién realmente representa al problema que se esta estudiando.
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Agregar supuestos que no representan al problema atin cuando la simulacién produzca los resultados
esperados bajo tales supuestos. Esta practica estd alejada de un procedimiento cientifico y puede
traer malinterpretaciones conceptuales del problema.

Realizar iteraciones computacionales que no son suficientes para garantizar la cercania de la solucién
computacional a la solucién real. Siempre que sea posible, se debe estimar el error en términos del
numero de iteraciones y realizar las iteraciones que sean necesarias para garantizar que nuestro error
es menor que una constante dada.

Ejecutar un programa que utiliza siempre un conjunto de sucesiones particulares de niimeros alea-
torios; provoca que la simulacién no satisfaga las hipétesis estadisticas necesarias para garantizar
un error pequeno cuando se tienen muchas iteraciones.

Por ultimo, que nuestro generador de niimeros aleatorios no esté trabajando de manera adecuada.

En la siguiente seccion se enuncian las principales ventajas y limitaciones de la simulacion.

1.5.

Ventajas y limitaciones de la simulacion

Ademsds de las ventajas intrinsecas de la simulacién podemos enunciar las siguientes:

Es posible estudiar el efecto de cambios internos y externos del sistema, haciendo alteraciones en el
modelo del sistema y observar los efectos de esas alteraciones en el comportamiento del sistema.

Puede conducir a un mejor entendimiento del sistema y por consiguiente a sugerir estrategias que
mejoren la operacion y eficiencia del sistema.

La técnica de simulacién puede ser utilizada para experimentar con nuevas situaciones, sobre las
cuales se tiene poca o nula informacion.

El modelo es siempre perfectible, lo que permite mejoras en el tiempo computacional requerido para
su ejecucion.

Es posible realizar diseno de experimentos para identificar causalidad: puede elegirse un subconjunto
de las variables originales de estudio y mantenerse constante, para estudiar la influencia del resto
de las variables en el fenémeno de estudio.

Es posible reproducir un experimento aleatorio en condiciones idénticas tantas veces como sea
necesario; esto se logra con el uso de nimeros aleatorios independientes.

En contraparte, es importante puntualizar algunas limitaciones que se tienen en el uso de la simulacién:

En la mayoria de las situaciones no se producen resultados exactos.

A pesar de permitir exploracién del fendmeno en muy diversas situaciones, su desempeno como
herramienta de optimizacion suele ser muy pobre.

Existen costos inherentes para su uso. Ademés del tiempo requerido para el disefio tedrico del
modelo, se requiere tiempo para su traduccién (humana) en lenguaje computacional, y finalmente,
el costo en tiempo-maquina para obtener los resultados deseados.
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= Abuso de la simulacién. Puede elegirse erréneamente simular en situaciones en donde obtener resul-
tados tedricos exactos es posible y a menores costos que simular; la decisién de simular un sistema
debe ser un ultimo recurso tras evaluar las distintas maneras de resolver el problema de estudio
o bien como un complemento exploratorio en el estudio del mismo. Es importante senalar que al
reportar los resultados obtenidos por simulacién, se debe ser muy especifico en el modelo utilizado
y las condiciones computacionales especificas. Con ello el lector tendra una idea de que tan ve-
rosimil es que la realidad coincida con los resultados obtenidos y también la posibilidad de replicar
la simulacién.

1.6. Ejemplos

Finalmente, como motivacién, concluimos este capitulo presentando algunos ejemplos especificos que se
pueden solucionar adecuadamente con la simulacion estocéstica.

Ejemplo 1.6.1. El problema del viagero. Se tienen k ciudades que un viajero debe visitar una y solo
una vez. El viaje de ciudad a ciudad tiene un costo (por ejemplo, que puede ser proporcional a la distancia
entre ellas) y lo que se busca es una ruta que minimice estos costos.

Este problema tiene una solucién obvia: basta listar todos los posibles recorridos que el viajero puede
realizar y elegir el que tenga costo minimo. No obstante, es facil verificar que el niimero total de posibles
viajes es (k — 1)! . La complejidad del problema se hace evidente al observar que, por ejemplo para 51
ciudades tenemos 50! = 3,04141x10%* posibles viajes, y para 101 ocurre que 100! = 9,3326 x 10157, asf
que listar todas las posibles trayectorias en estos casos es imposible, ain para las computadoras mas
poderosas.

Ejemplo 1.6.2. Un ejemplo basado en ocurrencia de eventos es el de una cola simple (M/-
G/1/k). Supongamos que queremos modelar la cantidad de personas que hacen fila en un banco. Consi-
deramos llegadas aleatorias (en intervalos de tiempo muy pequenos tenemos una probabilidad p pequena
de que llegue un unico cliente, y probabilidad 1 —p de que no llegue nadie, donde hay independencia entre
lo que ocurre en cada intervalo). Consideremos que cada cliente, tiene un tiempo de servicio asociado que
consideramos aleatorio con distribucion de probabilidades F', porque el tiempo depende de la necesidad
de cada cliente. Ademds, nuestro banco analizado tiene un salon de espera con una capacidad mdxima
k; esto quiere decir que si un cliente llega al salon de espera y estd lleno, decide abandonar el lugar. En
el momento en el que un usuario llega, el tiempo promedio de espera que hard debe ser inversamente
proporcional a la cantidad de cajeros que estdn en servicio, y directamente proporcional a la cantidad de
personas esperando en el salon en ese instante.

Una pregunta interesante es, dado que tenemos informacion estimada de la cantidad de personas que llegan
a un banco por dia, y los tiempos de servicio necesarios para atenderlos, cudntos cajeros necesitamos tener
en operacion para que ocurra simultdneamente que:

» La cantidad de clientes atendidos es la mdzrima posible.

» La proporcion del tiempo que cada cajero permanece sin atender a nadie es la minima posible.

Para dar una intuicién acerca de este problema, notemos que si colocamos un nimero gigantesco de caje-
ros en servicio tendremos con mucho probabilidad los clientes esperaran muy poco antes de ser atendidos,
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pero habra una gran proporcién de tiempo humano desperdiciado (cajeros en espera de que llegue algin
cliente por atender). Por el contrario, si mantenemos a un tinico cajero en servicio y tenemos una sucursal
en donde llega una cantidad considerable de usuarios, el cajero se mantendra ocupado casi todo el tiempo,
pero eventualmente el salén de espera se llenard y habra muchos clientes que no podrén ser atendidos.

Este problema no tiene una solucién analitica satisfactoria general. Sin embargo, la simulacién estocéstica
del problema se puede implementar intuitiva y eficazmente lo cual permite realizar andlisis numéricos
adecuados e incluir variaciones del sistema para adaptarlo a distintas situaciones de la vida real. La rama
de las matematicas que estudia este tipo de sistemas se denomina Redes Fstocdsticas; en esta area existen
muchas otras preguntas y fenémenos que se pueden estudiar, ademds de la pregunta planteada en los
parrafos anteriores.

Las técnicas de simulacién que veremos en este libro, nos permitiran resolver estos problemas con un
esfuerzo de computo razonable. La simulaciéon puede aplicarse practicamente en cualquier &mbito actuarial;
a lo largo de este trabajo se presentan ejemplos de aplicaciones en distintas areas de la actuaria asi como
en otras ciencias.
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Capitulo 2

Simulacion de numeros aleatorios

En este capitulo se presentan algunos algoritmos para generar sucesiones de numeros aleatorios con
distribucién uniforme en el intervalo (0,1) (U(0,1)). Ademads, se discuten algunas pruebas estadisticas
para checar la aleatoriedad e independencia de las sucesiones generadas. Finalmente, se presenta la manera
de utilizar esas muestras aleatorias de niimeros uniformes para generar muestras de cualquier distribucion

de probabilidad.

2.1. Introduccion

La simulacién estocéstica estd basada en la generacién de ntimeros aleatorios que provienen de diferentes
leyes de probabilidad. Sin embargo, como veremos mas adelante, basta generar niimeros aleatorios uni-
formemente distribuidos en el intervalo (0,1) para incorporar la aleatoriedad en esquemas de simulacién
estocéstica para distribuciones arbitrarias. En este sentido, las variables uniformes en (0,1) conforman
la base para simular sistemas estocasticos generales, por lo que comenzaremos aprendiendo a generar
numeros aleatorios provenientes de tal distribucion.

En el inicio de la simulacién, la aleatoriedad se generaba por medio de técnicas manuales, tales como lanzar
volados, dados, cartas barajadas, ruletas y urnas con bolas. En aquel entonces se crefa que unicamente
a través de artefactos mecdnicos y/o electrénicos se podia producir verdaderas sucesiones de nimeros
aleatorios. Estas sucesiones eran preservadas en tablas de numeros aleatorios que podian ser consultadas
cada vez que se querian utilizar tales nimeros.

Actualmente la gran mayoria de los generadores de ntimeros aleatorios no dependen de dispositivos fisicos
sino que estan basados en simples algoritmos que pueden ser facilmente implementados en un ordenador,
lo cual ha disminuido considerablemente el costo en la generacién de nimeros aleatorios. La discusién, en
parte filosofica, de si realmente existe o no el azar ha motivado el desarrollo de la generacién de nimeros
aleatorios basados en sistemas fisicos microscépicos reales. Por ejemplo, utilizando el ruido atmosférico
1 0 bien la divisién de un haz de luz 2. Tales ntimeros pueden ser utilizados también en la simulacién
estocéstica, siempre que satisfagan las hipétesis estadisticas necesarias.

'Randomness and Integrity Services Ltd: www.random.org/.
2ANU. Quantum Optics: http://photonics.anu.edu.au/qoptics/Research/qrng.php
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2.2. Ntumeros pseudoaleatorios

Un buen generador de nimeros aleatorios debe tener todas las caracteristicas estadisticas importantes
de las verdaderas sucesiones de ntimeros aleatorios, aun si tales sucesiones son generadas mediante un
algoritmo determinista. Los valores aleatorios generadas mediante algoritmos deterministas se conocen
con el nombre de pseudoaleatorios.

2.2.1. Generadores lineales congruenciales

Los métodos méas comunes para generar sucesiones de nimeros aleatorios utilizan los llamados genera-
dores lineales congruenciales que han sido propuestos como versiones del generador propuesto por
Lehmer en 1951 (ver [16]) que genera una sucesién deterministica de nimeros por medio de la férmula
recursiva

Xit1 = (aX; + ¢) (mod m), (2.1)

donde el valor inicial es X, conocido como semilla, y a, ¢ y m, todos enteros positivos, llamados el
multiplicador, el incremento y el médulo respectivamente.

Para el caso especial cuando ¢ = 0 la férmula (2.1) se reduce a

Xi+1 = aX; (mod m); (2.2)
v a tal generador se le conoce como generador congruencial multiplicativo.

Nota 2.1. Cada X; (i > 1) puede tomar valores inicamente en el conjunto {0,1,...,m — 1}

Definicién 2.1. Si definimos una sucesion de valores {U;}i>1 como

, (2.3)

llamadas nimeros pseudoaleatorios (debido a que son generadas por un método determinista), enton-
ces (como veremos mds adelante), {U;}i>1 es una aprozimacion a una verdadera sucesion de variables
aleatorias uniformes.

Nota 2.2. Observe que la sucesion de la Definicion 2.1 se repetird después de a lo mds m pasos, y que
por lo tanto, serdn periddicos con periodo mo mayor a m.

La observacion anterior motiva la siguiente definicién.
Definicion 2.2. El periodo de un generador se define como
k= min{j > 1|X; = X;1;}.
Ejemplo 2.2.1. Sean a =c = Xg =3 y m = 5. Entonces la sucesion obtenida de la formula recursiva
Xit1 = (3X; + 3) (mod 5)

es 8, 2, 4, 0, 3, la cual tiene periodo 4.
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Un requerimiento natural es pedir que el generador tenga periodo m pues en tal caso no caemos en
ciclos repetitivos de valores antes de completar el periodo total de m valores. Es facil verificar que una
eleccion arbitraria para Xg,a,c y m dificilmente conducird a una sucesién de nimeros pseudoaleatorios
con buenas propiedades estadisticas. De hecho, la teoria de niimeros nos permite ver que sélo unas cuantas
combinaciones de estos producen resultados satisfactorios:

Proposicion 2.1. Sea a un natural. Un generador tiene periodo m si y solo si se cumple que:

1. El madximo comun divisor entre ¢ y m es 1.
2. a =1 (mod p) para todo primo p factor de m.

3. a=1 (mod4) en el caso en que m es un multiplo de 4.
Demostracion. Se deja como ejercicio para el lector. O

Para las implementaciones en computadora, se elige m como un ntmero primo suficientemente grande
que pueda ser soportado por la longitud de una palabra en la computadora. Por ejemplo, en una compu-
tadora con longitud de palabra de 32-bits, se obtienen generadores estadisticamente aceptables eligiendo
m = 23 — 1y a = 7%, suponiendo que el primer bit es usado para el signo. Un ordenador con longitud de
palabra de 64-bits ¢ 128-bits naturalmente producira mejores resultados estadisticos. Una eleccién tipica
de valores para los pardmetros multiplicativos también son m = 23! — 1, a = 7° y ¢ = 0. A tal eleccién se
le conoce como el “generador estandar minimo”, que satisface propiedades deseables.

Siguiendo la misma idea, se ha propuesto alternativamente encontrar una sucesiéon de niimeros pseudo-
aleatorios realizando operaciones similares al generador congruencial antes visto pero suponiendo que es
posible tomar la semilla libremente. Este supuesto permite realizar iteracién directa y el uso de nimeros
aleatorios en sistemas méds sencillos como las hojas de célculo (y planillas electrénicas en general).

El Generador Congruencial Semilla-Controlado Simple propuesto por Lewis,Goodman y Miller
en 1969 (ver [17]) empieza con un valor Z llamado Zin que debe estar en el intervalo (0,1) y representa
el nimero pseudoaleatorio inicial de la sucesién. De esta manera se produce iterativamente la sucesion:

Uit1 = red(m x a * U;, 0)(mod m) /m, (2.4)

donde m y a son enteros positivos y red(x,y) es la funcién redondear = a y decimales. Aqui se refleja la
utilidad que representa ingresar una férmula de este estilo en una hoja de calculo al designar U; como
el valor de una celda en una cierta posicién. La funcién Gen.Cong.SemCont (ver B.1.2) aplica el método
anterior.

2.2.2. Otros métodos

Distintas versiones se han propuesto en virtud de mejorar los resultados estadisticos obtenidos cuando se
analiza el comportamiento de los niimeros obtenidos, pensados como observaciones de variables aleatorias
independientes y con distribucién uniforme en el intervalo (0,1).
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En 1982, Wichmann y Hill propusieron un modelo més particular (ver [29]) que presenta un sistema que
utiliza méas de una semilla para un nimero pseudoaleatorio.

En 1988, Park y Miller (ver [20] propusieron una versiéon del Generador Congruencial Lineal en el que
m es una potencia de un nimero primo, a debe ser directamente un entero de médulo m, ¢ = 0 y la
semilla un primo relativo de m. De ahi surgen los parametros tipicos antes vistos, que estan pensados en
maquinas de 32-bits de forma estandar.

En general hay una extensa discusion sobre estos métodos para presentar propiedades muestrales 6pti-
mas. L’Ecuyer, por ejemplo, desde 2001 ha desarrollado y probado extensamente, a través de la teoria de
modulos, nuevos generadores pensando en los parametros ideales en un mundo de b-bits de forma maés
generalizada (ver [14]).

Nota 2.3. Todos los paquetes para computo estadistico y la gran mayoria de los lenguajes de programacion
ya traen implementadas rutinas para la generacion de numeros pseudoaleatorios.

Usualmente, dependiendo del generador, lo tinico que se solicita al usuario es la semilla inicial, Xg, y
al llamar a la funcién se produce una sucesién de variables aleatorias independientes, provenientes de la
distribucién U (0, 1).

En el paquete estadistico R (R) la funcién que permite generar nimeros de la distribuciéon U(a,b) es
runif(n, a, b), donde:

n cantidad de ntimeros aleatorios que se desea generar
a limite inferior de la distribucién
b limite superior

En particular hacemos u <- runif (1, 0, 1) para generar un solo valor de U (0, 1).

Hasta ahora hemos propuesto métodos para generar nimeros pseudoaleatorios en el intervalo (0, 1), pero
es necesario justificar las siguientes dos afirmaciones:

1. Es suficiente poder generar niimeros aleatorios uniformemente distribuidos intervalo (0, 1) para
generar cualquier variable aleatoria con distribucién arbitraria.

2. Los nimeros que estamos generando provienen realmente de una sucesion de variables uniformes
independientes.

Ambos puntos son abordados en las siguientes secciones.
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2.3. Pruebas Estadisticas

Hemos visto que se pueden utilizar algoritmos deterministas que generan niimeros pseudoaleatorios, imi-
tando el comportamiento aleatorio de nimeros aleatorios provenientes de una sucesiéon de variables alea-
torias con distribucién U (0, 1). En esta seccién, mostraremos como probar estadisticamente si un conjunto
de observaciones cualquiera satisface dos supuestos:

1. Son independientes (Aleatoriedad).

2. Provienen o no de una distribucién U(0, 1) (Bondad de ajuste).

Esto servird, en particular, para probar estadisticamente que muestras generadas a través de los algo-
ritmos deterministas de la seccidn anterior satisfacen tales supuestos. Para dicha tarea haremos uso de
algunas pruebas conocidas en la estadistica no paramétrica.

2.3.1. Aleatoriedad

Existen varios procedimientos para probar independencia entre las variables que generaron una muestra
dada de ntimeros aleatorios. Entre los més usados estan algunas pruebas no paramétricas (ver [3]) o el uso
de modelos autorregresivos de medias méviles (ver [7]). En el sitio de internet ® se encuentra un conjunto
de pruebas clédsicas conformadas en 1995 por G. Marsaglia, titulado Diehard. Su uso consiste en someter
a una muestra de datos aleatorias a esa bateria de test, en donde deben ser todos aprobados en el caso en
que los datos realmente provengan de variables aleatorias independientes. Revisaremos en esta subseccién
una de las pruebas maés clasicas.

Prueba de rachas

Esta prueba, también conocida como prueba de Wald-Wolfowitz, es una prueba estadistica no paramétrica
util para contrastar la hip6tesis de aleatoriedad para una sucesién de datos dicotémicos: {aguila, sol}, {0,
1}, {éxito, fracaso}, etcétera. En general, esta prueba es util también para probar la hipétesis de que los
elementos de una sucesién son mutuamente independientes. El juego de hipétesis de interés es:

Hy : el proceso que genera la muestra es aleatorio contra

Hj : el proceso que genera la muestra no es aleatorio.

Para implementar la prueba primero definimos el concepto de racha.

Definicion 2.3. Una racha es una subsucesion de elementos de una sucesion consistente de elementos
adyacentes iguales.

Ejemplo 2.3.1. La sucesion:

++++--+++-—-—++++++-———+
Shttp://stat.fsu.edu/pub/diehard
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consiste de 6 rachas, 4 de las cuales consisten de + y las restantes de —.

Sea Nt el ntimero de ocurrencias de + y N~ la cantidad de —, de manera que N = N* 4+ N~. Si los +
y los — se alternan aleatoriamente, el nimero de rachas en la sucesiéon de N elementos, para N grande,
resulta ser una variable aleatoria cuya distribucion es aproximadamente normal con media:

_ 2NTN— L1
H= N ’
y varianza
9 2NTN-(2NTN~ — N) (=1 (p—2)
B N2(N —1) N N-1

Estos parametros no dependen de la probabilidad de obtener + o la probabilidad (complementaria) de
obtener —, bajo el supuesto que los elementos son independientes e idénticamente distribuidos. Si la can-
tidad de rachas (r) es significativamente mayor o menor de lo esperado la hipétesis de independencia
estadistica de los elementos puede ser rechazada.

Entonces, bajo Hy

se rechaza la hipGtesis nula al nivel a si z < Z,/3, 0 bien, z > Z;_, /3, donde Z, /5 son los cuantiles
correspondientes una variable normal estdndar.

La funcién wawotest (de R), realiza la prueba de Wald-Wolfowitz para la aleatoriedad de un vector de
valores. Consideremos la asociacion 0 = —, y + = 1 para tener valores numéricos sencillos de capturar en
una computadora. Entonces, la estadistica de la prueba es

n
A= yigin,
i=1

donde yn+1 = y1 y n es el tamand del vector. Bajo la hipdtesis de aleatoriedad de los valores en el vector,
esta estadistica se distribuye normal con la media y varianza tedricas mencionadas anteriormente.

Notemos que cuando estamos trabajando con datos en el intervalo (0,1) necesitamos una manera de con-
vertir tales datos a nimeros binarios en {0, 1}. Un procedimiento simple es convertir el dato u al valor 0
cuando es menor que 0.5 y al valor 1 en otro caso. El c6digo B.1.3 convierte los datos uniformes en (0,1)
a binarios{0, 1}.

La Tabla 2.1 presenta el resultado de realizar una prueba rachas sobre una trayectoria generada de manera
aleatoria de ceros o unos utilziando la funcién wawotest (ver el cédigo B.1.3) y, como se espera, el
valor obtenido para la variable .®tadistica normalizada .5t4 entre los cuantiles de la distribucién normal
estandar. Otro dato importante obtenido a través del test es el p-valor, que es el maximo valor de
confianza con el cudl podemos afirmar que los datos cumplen la hipétesis de aleatoriedad.
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Valor de la prueba | Esperanza Varianza Estadistica normalizada | p-valor
15.1582474 -1.0000000 | 10497.9996794 0.1577034 0.4373453

Tabla 2.1: Resultado de una prueba de aleatoriedad Wald-Wolfowitz para n = 1, 000.

2.3.2. Bondad de ajuste.

Es importante mencionar que las pruebas de bondad de ajuste suponen que las observaciones son indepen-
dientes, por lo que primero deberd verificarse si éstas pueden ser consideradas independientes (subseccién
anterior).

Un método para probar si una muestra proviene de la distribucién U(0, 1) consiste en probar la hipdtesis
Hy: {x1,...,z,} es una muestra aleatoria de U(0, 1)

contra la alternativa de que
Hy :{x1,...,z,} es una muestra con una distribucién diferente a la U(0, 1).

Existen diferentes aproximaciones para tales hipdtesis, pero una muy recomendable, en funcién de su
potencia, es la estadistica Anderson-Darling (ver [28]). Dicha estadistica estd dada por

Azzn/lwdt,
0

" t(1—t)
donde
1 n
Gn(t) = Z [ oo,y (i)
=1
es la funcién de distribucién empirica de la muestra {z1,...,z,}.
Sea {z1,...,x,} la muestra ordenada, es decir, ocurre que z; < x; para cualquier par de nimeros ¢ < j. El
estadistico AEL determina si los datos 1 < - -+ < x,, provienen de una distribucién con funcién acumulativa
F:
n
2k — 1
Al=-n-)" — [In F(ag) +In (1= Flanp1-4))]
k=1

El estadistico de la prueba se puede comparar entonces contra las distribuciones del estadistico de prueba,
dependiendo de que F' es utilizada para determinar el p-valor.
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En el caso de la distribucién U(0,1) el estadistico de prueba se reduce a

n

2k —1
A% = —n— Z - In(zg) + In(1 — x,,11-%)] para x € (0,1).
k=1

Algunos cuantiles de interés para realizar la prueba se presentan en la Tabla 2.2.

| | | 1-a
Caso 0.9 0.95 | 0.975 | 0.99
Todos los pardametros desconocidos A,% paran >5 | 1.933 | 2.492 | 3.07 | 3.99

Tabla 2.2: Cuantiles para la prueba de Anderson-Darling.

A continuacién se presentan ejemplos sobre como realizar la prueba de Anderson-Darling en R con la
funcién ad.test (ver B.1.3). En nuestro primer ejemplo se realiza sobre una muestra simulada por la
funcién runif de R. En el segundo ejemplo se realiza una prueba similar para el caso en que la muestra
fue generada a través del generador congruencial multiplicativo. En ambos casos la hipdtesis nula es
aceptada. En la Tabla 2.3 se presentan los resultados obtenidos.

Generador Valor de la prueba | p-valor
runif 0.2853 0.9487
Gen.Lin.Cong 0.66784 0.5859

Tabla 2.3: Resultado de una prueba de bondad de ajuste Anderson-Darling para n = 100.

Para terminar esta seccién, presentamos la comparacién del Generador Congruencial Lineal y el Genera-
dor Congruencial de Semilla-Controlado bajo el criterio del p-valor en la prueba de Anderson-Darling a
muestras diferente tamano n. Se eligié m = 23! —1, a = 7° para ambos métodos y ¢ = 1 para el Generador
Congruencial Lineal. La diferencia entre los dos se refleja en que el periodo de la sucesion se ve modificado
al sumar c distinto de cero.

En la Tabla 2.4 se reportan los p-valores de la prueba Anderson-Darling para diferentes valores de n.
Concluimos que, por lo que en general, un generador con pardmetros mas completos da mejores resultados
estadisticos.

n LinCong CongSC
1 3 0.000150 0.661950
2 4 0.000120 0.318880
3 5 0.000100 0.779961
4 6 0.000086 0.496802
5 7 0.000075 0.891554
6 8 0.000067 0.981553
7 9 0.000060 0.212379
8 10 0.000055 0.753032

Tabla 2.4: p-valores de la prueba Anderson-Darling

La Figura 2.1 muestra la comparacion cuantil-cuantil de ambos generares contra la distribucién tedrica.
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Figura 2.1: Comparacién cuantia a cuantil de lineal congruencia (u) y congruencial semilla controlada (v)
contra tedricos q.
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2.4. Simulacién de otra distribucién a partir de la distribucién unifor-
me

En esta seccién mostraremos que a partir de variables aleatorias uniformes en el intervalo (0, 1), podemos
generar variables aleatorias con distribucién arbitraria dada. Ademas, se presenta una justificacién tedrica
que funciona en una gran cantidad de casos précticos, aunque no en todos.

Supongamos que queremos simular a una variable aleatoria X, con funcién de distribucién F'. Por las
propiedades de las funciones de distribucién, F' es un mapeo de R al intervalo (0,1). Notemos que en el
caso en que X es una variable aleatoria continua (es decir su funcién de distribucién F' es continua) dicho
mapeo es inyectivo y como consecuencia su funcién inversa mapea el intervalo (0,1) a R. Entonces, si
definimos a la variable

X:=F ),

donde U es una variable aleatoria uniforme en (0,1). Ocurre que
F(t)=P(X <t) =P(U < F(1)) = F(t),

pues la funcién de distribucién de la uniforme U es igual a la identidad cuando toma valores entre O
y 1. Eso prueba que X tiene la distribucién F , es decir que tiene la misma distribucién X. Conclui-
mos que para obtener un ntimero aleatorio proveniente de una variable aleatoria continua X es suficiente
obtener un nimero aleatorio proveniente de una variable uniforme U y aplicarle la funcién F~! a tal valor.

La prueba se puede adaptar a variables aleatorias generales. Damos primero una definicién necesaria antes
de presentar este resultado.

Definicion 2.4. La inversa generalizada de una funcion de distribucion F estd dada por
F~(y) =inf{zx e R: F(z) > y},
para todo y en (0,1).

Notemos que en el caso particular en que la funcién F es continua, F'~ coincide con F~1; es por ello que
es llamada inversa generalizada.

Lema 2.1. Sea F' la funcion de distribucion de una variable aleatoria X y U una variable aleatoria con
distribucion U(0,1). Definamos }
X :=F (U),

entonces X tiene la misma distribucion que X.

Demostracion. Para un real fijo ¢ probaremos la igualdad de eventos:

(X<t} ={U<F@)}. (2.5)

C ) Supongamos que X < t, lo que es equivalente por la definicién de X a que F' ~(U) < t. Debido a
la definiciéon de F’~ y a que F' es creciente ocurre que para toda € > 0

U<F(t+e),

y por la continuidad por la derecha de la funcién F' se concluye que U < F(t).
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DO ) En el evento {U < F(t)} tenemos que t € {x € R: F(z) > U} lo que implica que

t>if{zr eR: F(z) >U}=F (U)=X.

Usando la igualdad de eventos de la Ecuaciéon (2.5) tenemos que
P(X <t)=PU < F(t)) = F(X),
lo que prueba que X tiene la misma distribucién que X.

O

El lema. anterior puede aplicarse en particular a variables aleatorias discretas. En este caso, la funcién de
distribucién no es invertible, pero sabemos que el conjunto de discontinuidades de F', que es el soporte de
la variable aleatoria, es a lo mas numerable. Tales puntos definen a la inversa generalizada de la funcién
y nos permiten aplicar el lema anterior. Veremos en el Capitulo 3 aplicaciones concretas del resultado
anterior.

2.5. Ejercicios

1. Pobrar la Proposicion 2.1.

2. Implementar en R un generador de numeros pseudoaleatorios utilizando el siguiente algoritmo,
propuesto por Wichman & Hill (1982):

a) Dar z, y, z enteros mayores a cero y menores a 30,000.
b) Calcular

x = 171z mod[177] — 2x /177,
172y mod[176] — 35y/176,
z = 170z mod[178] — 63z/178.

¢) Evaluar:

Si z <0 entonces z = x + 30269,
Si y < 0 entonces y = y + 30307,

Si z <0 entonces z = z + 30323.

: x Y z
Definir v = (30269 " 30307 * 30323) modl1].
Dependiendo del equipo de computo, uw podria resultar 0 6 1 en alguna iteracién; en este caso,
redefinimos a u como u =+ eps, en donde eps es la precision de la computadora. Aplicar el test de
rachas y el de bondad de ajuste vistos a una muestra de niimeros aleatorios generados y concluir si
el generador es confiable o no, bajo tales criterios.

3. Disenar un test estadistico para saber si un conjunto de ntmeros {uj,...,u,} provienen de una
distribucién uniforme continua en (0, 1), utilizando la distribucién x?(k) para algin k, bajo el
supuesto de independencia de tales nimeros. Recomendamos no utilizar librerias para pruebas
estadisticas, sino utilizar las funciones de distribucién F y de cuantiles F~! asociadas a una variable
aleatoria x?(k).
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Justificar porqué funciona, con teoria estadistica.
Proponer un estadistico de prueba, pruebas de hipétesis y regién de rechazo.

Programar el test en R (se pueden utilizar la funcién de distribucién y su inversa de una
variable aleatoria (v.a.) x?).

Hacer el test para datos generados por el generador de R, el generador lineal congruencial, y
el generador de semilla continua (experimentar con distintas constantes aditivas c).
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Capitulo 3

Simulacion de Variables Aleatorias

En este capitulo se presentan los principales métodos para simular valores de variables aleatorias. Ademaés
se presentan algoritmos para generar valores de vectores aleatorios con componentes dependientes, en
particular un algoritmo para generar cépulas.

3.1. Meétodo de la transformada Inversa

Tal como vimos en el capitulo anterior, para generar la aleatoriedad requerida sera suficiente generar
variables aleatorias uniformes en el intervalo (0,1). Supongamos que queremos simular a una variable
aleatoria X, con funcién de distribucién F'. Utilizando la funcién de distribucién inversa (Definicién 2.4),
tenemos el siguiente método para generar nimeros provenientes de la distribucion F'.

Algoritmo 2 : Transformada Inversa

1: Generar un ntumero aleatorio U ~ U (0, 1).
2: Tomar X = F~(U).

La validez de este algoritmo esta sustentada por el Lema 2.1.

En las préximas secciones haremos una especializacion a los casos en que la variable aleatoria es continua,
es decir, cuando su funcion de distribucién es continua; o discreta, donde ocurre que la variable tiene
soporte finito o numerable.

3.1.1. Variables Aleatorias Continuas.

Para el caso de variables aleatorias continuas, en el Algoritmo 2 la inversa generalizada se reduce a la
inversa de la funcién de distribucién F'. Entonces, basta con encontrar la inversa de la funcién de distri-
bucién de la variable aleatoria que se quiere simular para aplicar este algoritmo.

Tlustraremos el algoritmo con algunos ejemplos donde encontrar la inversa es tarea facil pero es importante
mencionar que esto no siempre es asi.
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Ejemplo 3.1.1. Distribuciéon Exponencial. Supongamos que queremos generar numeros aleatorios de
la distribucion exponencial con parametro X > 0, es decir, la funcidn de distribucion estd dada por:

0 sit <0
F(t) =
®) {l—e)‘t st t > 0.

Es trivial mostrar que F~'(t) = —3 log(1 — t). Entonces, si definimos a la variable aleatoria
1
X =F (U)= —Xlog(l -U),

ésta tendra una distribucién exponencial con pardmetro A si U ~ U(0,1). Una pequena observacién es
que en este caso 1 — U ~ U(0, 1), asi que la variable aleatoria
~ 1

X = ——log(U),

A
también tiene una distribucién exponencial con pardmetro A, y un costo computacional ligeramente menor,
ya que redujimos una operacién en la definicion de X. Entonces el Algoritmo 2, en este ejemplo, trabaja
de la siguiente forma.

Algoritmo 3 : Transformada Inversa para distribucién exponencial

1: Generar un nimero aleatorio U ~ U(0, 1).
2: Tomar X = —+ log(U).

Una implementacién en R de este algoritmo es la funcién G.exp.inv (ver B.2.2), que genera observaciones
de variables aleatorias exponenciales. En R podemos utilizar la funcién interna rexp(n,\) para generar
numeros de la distribucion exponencial, donde n es el tamano de la muestra.

Ejemplo 3.1.2. Estadisticos de Orden. Sean X| Xo, ..., X,, variables aleatorias independientes e iden-
ticamente distribuidas (v.a.i.i.d.) con funcion de distribucion F. Queremos generar al primer estadistico
de orden,
X = min X;
o = o X;,
y al ultimo,
X(n) = méx Xi-

1<i<n

Es facil probar que tales variables tienen a Fj(z) = 1 —[1— F(x)]" y F,,(x) = [F(x)]"™ como sus respectivas
funciones de distribucién. Usando el Algoritmo 2 en estos casos obtenemos que las variables

i = F(-Um),
Y, = F (U™,

tienen la misma distribucién que X (1) y X(,) respectivamente, donde Uy, Us ~ U (0,1).

Notemos que la eficiencia del método de la transformacion inversa en los ejemplos anteriores es muy
alta, por la relacién explicita existente entre la variable uniforme y la variable que se quiere generar.
Sin embargo, ain en el caso en que la funciéon de distribucién inversa exista, esta relacion explicita
puede no existir. Por ejemplo, en el caso en que X distribuye normal estandar, la funcién inversa de la
distribuciéon CD(x)_l existe, pero no existe una expresién analitica explicita para tal funcién, por lo que la
implementacién del Algoritmo 2 seria muy poco préctica.
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3.1.2. Variables Aleatorias Discretas.

Nos enfocaremos ahora en variables aleatorias con soporte en un conjunto a lo mas numerable.

Sea X una variable aleatoria discreta con soporte Sy = {1, x9,...} y funcién de densidad P(X = x;) = p;
donde z1 < x9 < ... parai =1,2,.... Si definimos X := F~(U), donde F es la distribucién de X y U
una variable aleatoria uniforme en (0, 1), ocurre que

i—1 {
P(X:xl):P<Zpk§U<zpk> = Di,
k=1 k=1

entonces el Algoritmo 2 se reduce en este caso a lo siguiente:

Algoritmo 4 : Transformada inversa caso discreto
1: Generar U ~ U(0,1).
2: Tomar

r1 siU<p
xo sipt U <p1+p2

' - )
x; Sl 22:1 pr < U< 22:1 Pk

Una implementacién del algoritmo anterior es la funcién rTInv (ver B.2.1).

Ejemplo 3.1.3. Distribucion uniforme discreta. Supongamos que queremos generar numeros alea-
torios de una variable aleatoria X ~ U{1,2,...,n}, es decir, P(X =1i) =1/n parai=1,...,n.

El paso 2 del Algoritmo 4 toma la siguiente forma especifica:

1—1 { .
<U<-—-, 1=1,..,n,
n n

X =1 si

donde U ~ U(0,1).

Ejemplo 3.1.4. Distribucion Bernoulli. Para generar una v.a. X ~ Bernoulli(p) con p € (0,1),
generamos un numero aleatorio proveniente de U ~ U(0,1) y hacemos

X - 1 U <p,
0 siU>p.

Ejemplo 3.1.5. Distribucion geométrica. Queremos simular X cuando tiene funcion de densidad
PX=i)=p(1—-p)~t i=1,2,..., parap€ (0,1).

En este caso es directo probar que

i—1
PX<i-1)=) P(X=k=1-(1-p)", i=12..,
k=1



y el paso 2 del Algoritmo 4 adquiere la forma siguiente: Se elige X = i cuando ocurre que
1-(1-p)'<U<1-(01-p)t

En R, podemos utilizar la funcién interna rgeom(n,p) para generar niimeros provenientes de una variable

aleatoria con distribucién geométrica de parametro p.

Nota 3.1. Una manera alternativa de generar X ~ Geo(p) es generar variables aleatorias independientes
Bernoulli del mismo pardmetro hasta obtener un éxito. La variable resultado serd el nimero de lanza-
mientos que fue requerido para obtener tal éxito.

3.1.3. Variables discretas con probabilidades iterativas

Un caracteristica interesante de las siguientes distribuciones es la posibilidad de representar y calcular la
probabilidad de tomar el i-ésimo valor, denotada por p;, en términos de la probabilidad de tomar el valor
anterior, es decir, en terminos de p;_1.

Este resultado es utilizado, por ejemplo, para calcular las formulas de De Pril y Panger en Teoria del
Riesgo. Puede demostrarse que las tnicas distribuciones que cumplen tal propiedad son la Binomial,
Poisson y Binomial Negativa.

Ejemplo 3.1.6. Distribucion Binomial. Para generar valores de una variable aleatoria X ~ Binomial(n,p),
utilizaremos la siguiente identidad recursiva:

S n—1 P '
Pit1 = i1 1—p pi-

Haciendo F' = F(i) = P(X <)y pr = p; tenemos el siguiente algoritmo.

Algoritmo 5 : Distribucion Binomial
Generar U ~ U(0,1).

Definir ¢ = %p, i=0,pr=(1-p)", F=pr.
Si U < F, hacemos X =1 y paramos.
pr=cn—14)/(i+pr, F=F+pr,i=1i+ 1.
Volver al paso 3.

En R usamos rbinom(muestra,n,p).

Nota 3.2. Una manera alternativa de generar X ~ Binomial(n,p) es generar primero n v.a.i.i.d. Y; ~
Bernoulli(p) y hacer X =>"7" | Y;.

Ejemplo 3.1.7. Distribucién Poisson. Si X ~ Poisson(\) con A > 0, usando la identidad

. e A .
Di+1 = i1 i,

y haciendo p = p; y F = F(i), podemos simular valores de X con el siguiente algoritmo.
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Algoritmo 6 : Distribucién Poisson

1. Generar U ~ U(0,1).

2: Definiri =0, p=e*, F =p.

3: Si U < F, hacemos X = ¢ y paramos.
cp=Mp/(i+1),F=F+p,i=1i+1.
5: Volver al paso 3.

[

Podemos ver una implementacion de este algoritmo en nuestra funcién G.poi.in (ver B.2.3). Alternati-
vamente, tenemos la funcién interna en R dada por rpois(n,)). En la Figura 3.1 se puede apreciar la
comparacién de muestras generadas por cada una de estas funciones.

3.1.4. Distribuciones discretas con esperanza grande.

Respecto a la eficiencia del Algoritmo 2 en el caso de variables aleatorias discretas es importante tener
presente las siguientes observaciones:

1. Si X = z; fue necesario realizar ¢ comparaciones. Entonces, el nimero esperado de iteraciones del
Algoritmo?2 es:

oo
Z iDis
i=1
lo que puede ser muy ineficiente si la cardinalidad del soporte es muy grande o infinito.

2. El Algoritmo 2 comienza a hacer tales comparaciones empezando siempre por el menor valor que
toma la variable aleatoria, sigue con el segundo valor mas pequefio y asi sucesivamente. Esto puede
ser muy ineficiente para algunas distribuciones particulares.

En el caso en que conocemos algunas de las caracteristicas de la distribucién (esperanza, simetria, sesgo,
etc.), es natural pensar que podemos utilizar esa informacién para modificar al Algoritmo 2 y obtener un
algoritmo mas eficiente. En esta seccion nos focalizaremos en el caso de variables aleatorias discretas con
valor esperado muy grande.

La idea general de la modificacién es empezar a hacer comparaciones a partir del valor de la media
p = E[X] y decidir si continuar hacia valores menores o bien continuar hacia valores mayores que pu,
dependiendo del resultado de la primera comparacion. De manera especifica: nuestra primera comparacion
serd entre la probabilidad acumulada hasta el valor 1 y una variable aleatoria uniforme en (0,1). Debido
a que el valor esperado podria ser no entero, utilizamos el mayor de los enteros que estan antes del valor
, denotado por |u]. El siguiente algoritmo presenta la modificaciéon mencionada.
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Algoritmo 7 : Transformada inversa caso discreto con esperanza grande
1. Generar U ~ U(0,1).
2: SiU < F(|p]), tomar

X1 siU < p1
xo  sipt <U <p1+p2

X =
T s e <U <
en otro caso, tomar
. 1
Tger s e <U < S py
X = Jappe s S m<U <SP

Ejemplo 3.1.8. Distribucion Poisson (A grande). Para la distribucién de Poisson, el valor esperado
coincide con el pardmetro A de la distribucion, por lo que serd necesario considerar a las probabilidades
de que la variable tome valores alrededor de este valor. La funcion G.pot.mod (ver B.2.J) implementa el
algoritmo modificado 7.

Mostraremos ahora cuanto mejora el desempeno al hacer la modificacién. En la Tabla 3.1, evaluamos la
eficiencia (en nimero de iteraciones necesarias) variando el parametro A. Fueron generados 1000 nimeros
aleatorios con distribucién Poisson, utilizando A = 1,10 y 100, con la funcién G.poi.inv (ver B.2.3).

Lambda Iteraciones Promedio

1 1 1067 1.067000
2 10 9865 9.865000
3 100 100436 100.436000

Tabla 3.1: Eficiencia al simular 1000 valores de una variable aleatoria Poisson con diferentes medias.

Ahora, resumimos en la Tabla 3.2 la comparacion de los algoritmos G.poi.inv y G.poi.mod cuando te-
nemos fijo el parametro (A = 50) y variamos el tamano de muestra n = 10,100 y 1000. Evaluamos el
promedio de iteraciones realizadas en cada caso.

N TIteraciones_Inv Promedio_Inv Iteraciones_-Mod Promedio_-Mod

1 10 501 50.100000 65 6.500000
2 100 5053 50.530000 521 5.210000
3 1000 50178 50.178000 9277 5.277000

Tabla 3.2: Compara la eficiencia del algoritmo de la transformada inversa y el modificado al simular n
variables aleatorias Poisson(50)

Los resultados nos muestran que pueden tenerse algoritmos mucho mas eficientes, cuando consideramos
propiedades especificas de la funcién de densidad. El ejemplo de la distribucién Poisson, nos mostré que
entre mas grande sea el parametro A, mas frecuente sera el niimero de iteraciones alrededor de este valor
por coincidir con la media de la distribucién. Esto lo ilustramos en la Figura 3.2 donde se presentan grafi-
cas de la funcién de densidad de una variable aleatoria Poisson con diferentes valores de A. La funcién
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Figura 3.2: Funcién de densidad de variables aleatorias Poisson.

de densidad estd extendida naturalmente a todos los valores positivos, utilizando la funcién gamma (es-
to es s6lo para fines visuales; la densidad Poisson tiene soporte exclusivamente en los enteros no negativos).

3.2. Meétodo de aceptacién y rechazo.

El método de simulacién descrito en esta seccion sirve para obtener muestras de variables aleatorias de
cualquier distribucién. Fue propuesto por Stan Ulam y John von Neumann (ver [5]), aunque existe el
antecedente de Buffon y su famoso problema de la aguja (ver [1]). La idea de dicho método consiste en
muestrear variables aleatorias de una distribucién apropiada y someterlas a una prueba para ser o no
aceptadas como muestra proveniente de otra distribucién.
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Supongamos que tenemos una variable aleatoria X con funcién de densidad f con soporte en el intervalo
[a, b]. Si definimos
¢ = sup {f(a) : o € [a, ]},

entonces, para simular valores de X, podemos usar los siguientes pasos de aceptacién y rechazo:

1. Generamos Y ~ U(a,b).
2. Generamos Z ~ U(0, ¢) independientemente de Y.
3. Si Z < f(Y), hacemos X =Y. En otro caso, regresamos al paso 1.

Nota 3.3. Dado que el vector (Y, Z) estd uniformemente distribuido sobre |a,b] x [0, ¢|, ocurre que una pa-
reja aceptada (Y, Z), estd uniformemente distribuida bajo la curva de f, teniendo la siguiente implicacion:
Si nos fijamos en tiras de tamano € en el eje x delimitadas por arriba por la curva f, entonces la proba-
bilidad de que (Y,Z) caiga dentro de la tira que contiene a un punto xo en su base es aprorimadamente

e f(zo).

La idea anterior funciona en un contexto méas general. Supongamos que f es una densidad cuyo soporte
estd contenido en el soporte de otra densidad g (que es facil de muestrear) y sea ¢ > 0 una constante tal
que

fz) < egla),

para cualquier x en el soporte de f. Entonces el siguiente algoritmo nos proporciona un nimero aleatorio
proveniente de la densidad f.

Algoritmo 8 : Aceptacion-Rechazo
1: Generar Y con funcién de densidad g.
2: Generar Z ~ U(0,1).
3: Aceptamos, Z =Y, si X < %. En otro caso, regresar al paso 1.

Antes de justificar que el Algoritmo 8 realmente genera una variable aleatoria de la funcién de densidad
deseada (f), mencionaremos algunas virtudes de este algoritmo:

1. No es necesario tener definida explicitamente a la funcién de densidad de la variable aleatoria que
se quiere simular.

2. Debido a que el método no utiliza directamente una expresién analitica de la densidad, se puede
utilizar cuando el método de la funcién inversa no es posible o es computacionalmente ineficiente.

3. En estadistica Bayesiana, es comin conocer a las densidades de probabilidad sin conocer las cons-
tantes de normalizacién asociadas. En estos casos este método permite conocer tales constantes.

Presentamos ahora la prueba de la eficacia del Algoritmo 8.

Lema 3.1. La variable aleatoria generada por el Algoritmo 8 tiene funcién de densidad f.

Demostracion. Siguiendo la estructura del algoritmo, definimos a la variable aleatoria X como la variable
Z con funcién de densidad g cuando se satisface la condicion de aceptacién del algoritmo. Entonces, nos
basta probar que
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Figura 3.3: f es una distribucién triangular, g una distribucién uniforme en [0, 1]
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f(Z) _
f2)\ PO EG|X =0 g)
fx(z]y < = (3.1)
( ’ cg(Z)) P(YS CJ;((ZZ))>
Por un lado tenemos que
2, _ \_ fl)N _ f=z)
P<Y§ cg(Z)‘Z_m) _P(Y< cg(x)) -~ cg(x)’ (32)
y por otro lado
f(2) > f(2)
Py < cg(Z)) = /_OOP<Y§ cg(Z)’ =)o) d
_ (= @) | _ I R (CI N |
= /_OOP(Y<cg(x>)X—x>g(x)dx—/_oocdx—c. (3.3)
Utilizando las expresiones (3.2) y (3.3) en la expresién (3.1) obtenemos el resultado. O

Como parte de la eficacia del Algoritmo 8 es necesario que en alguna iteracion se satisfaga la condicién
de acepatacion. El siguiente corolario prueba que el Algoritmo 8 termina en tiempo finito, es decir, que
es seguro que en alguna iteracién se cumple la condiciéon de acepatacién.

Lema 3.2. La probabilidad de generar una variable aleatoria de la densidad deseada, utilizando el Algor-
timo 8 es uno, es decir, el algoritmo termina en tiempo finito

Demostracion. Sea I la variable aleatoria que denota el nimero de iteraciones totales realizadas por
el Algoritmo 8. Notemos que la probabilidad de terminar en cada una de las iteraciones es la misma;
denotemos a esa probabilidad por p. Entonces, la probabilidad de que el algoritmo termine en la i-ésima
iteracién estd dada por

PI=i)=pl-p)t i=1,2....

Asi, la probabilidad de que el algoritmo termine en tiempo finito estd dado por

o0

P(I <o0) =Y (1—p)'p.

1=0

Sabemos que esta serie converge solamente si p € (0,1] y en dicho caso tenemos que P(I < co) = 1. Por
lo tanto, basta demostrar que p > 0.
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Sabemos que para terminar en cualquier iteracion es necesario y suficiente que se cumpla la condicion de
aceptacién establecida en el algoritmo. Del Teorema 3.1 tenemos que

f(X)):}
cg(X)

p=pP(v < ,
C

donde ¢ > 0, entoces p > 0.

O

Otro punto importante es considerar la eficiencia del algoritmo, cuantificada por el nimero esperado
de iteraciones necesarias para aceptar un valor. En este sentido, tenemos el siguiente resultado como
consecuencia del Lema 3.2.

Corolario 3.1. El ndmero de iteraciones que el Algoritmo 8 necesita para aceptar un valor de que tenga
la distribucion de la variable aleatoria X es una variable aleatoria geométrica con media c.

Demostracion. De la prueba del Lema [?] tenemos que I ~ Geo(p) donde p = 1, entonces,

Em:;:a

O]

De acuerdo al Corolario 3.1 el Algoritmo 8 es mas eficiente mientras ¢ es menor. Es por ello que es im-
portante elegir a una funcién g lo méas similar a nuestra funciéon objetivo f, no sélo en soporte, sino en
forma y esperanza para elegir a la constante ¢ lo mas pequena posible.

Veamos algunos ejemplos de aplicacién del Algoritmo 8.

Ejemplo 3.2.1. Consideremos a una variable aleatoria X con funcion de densidad
fl@) = 202(1 - 2)?,

para 0 < xz < 1.

Usaremos g(z) = I 1)(z) . Para determinar alguna constante ¢ de forma que la desigualdad en las
hipétesis del Algoritmo 8 funcione, definimos

y utilizando célculo elemental podemos ver que h tiene un méximo en x = 1/4. Asi, tras definir ¢ =
h(1/4) = 135/64, el Algoritmo 8, en este caso, tiene la forma.

Algoritmo 9 :Aceptacién-Rechazo, caso continuo
1: Generar Uy, U ~ U(0,1), independientes.
_ 3
2: SilUs; < w , hacemos X = U;. En otro caso, regresar al paso 1.

Podemos tener nocién de la eficiencia del Algoritmo 8 generando muestras de distinto tamano utilizando
el Algoritmo 9 y comparando el promedio de iteraciones obtenido en cada caso con la constante ¢. En
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n ¢ Promedio
1 10 2.109375  1.600000
2 100 2.109375  2.120000
3 1000 2.109375  2.138000
4 10000 2.109375  2.123700

Tabla 3.3: Tlustra la eficiencia del Algoritmo 7

la Tabla 3.3 se muestra el promedio de iteraciones para aceptar un valor de la variable aleatoria de este
ejemplo utilizando el Algoritmo 9 para muestras de diferentes tamanos. El Algoritmo 9 eatd implementado
en la funcién AR.cont (ver B.2.5).

En la Figura 3.5 se ilustra el comportamiento de la distribicion empirica de las muestras generas en este
ejemplo comparadas con la funcién de densidad tedrica

Ejemplo 3.2.2. Distribucion Gamma. Supongamos que deseamos simular nimeros aleatorios de X ~
Gamma(3/2,1) cuya funcion de densidad

$1/26—:v

flz) = Wﬂ(om) (7).

Un candidato natural, como funcién g, es la densidad de variable aleatoria exponencial con media 3/2por
dos razones: comparte el soporte que X y también su media. Consideremos a la funcién h(x) := f(x)/g(x)
y notemos que tiene un méximo en z = 3/2. Tras definir ¢ = h(3/2) obtenemos

f(z) — (9pe/3) /26— /3

por lo que el Algoritmo 8 para este ejemplo es:

Algoritmo 10 :Aceptacién-Rechazo de la distribucion Gamma

: Generar Uy ~ U(0,1).

: Definir Y = —2log(U7).

. Generar Uy ~ U(0,1).

. Si Uy < (2eY/3)/2¢7Y/3 definimos X = Y. En otro caso regresamos al paso 1.

=W N

Mostraremos a continuacién cémo el Algoritmo 8 puede ser utilizado también en el caso discreto.

Ejemplo 3.2.3. Supongamos que queremos simular una variable aleatoria X con soporte Sx = {1,2,3,4,5}
y f(x) = py con x € Sx, donde (p1 = 0,2,p2 = 0,15, p3 = 0,35, p40,2, p50,1) respectivamente.

Usaremos como ¢ a la funcién de densidad de una variable aleatoria uniforme discreta con soporte Sx.

En este caso tenemos que

3
c= mdmx€{17._,’5}% = £E3)) =1.75,

y el Algoritmo 8 trabaja de la siguiente forma.
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Figura 3.5: Compara histogramas con la densidad correspondiente .

Algoritmo 11 : Aceptacién-Rechazo, caso discreto

1. Generar U; ~ U(0,1) y hacer Y = |5U1] + 1.
2: Generar Uy ~ U(0,1).
3: Si Uy <5f(Y)/1.75, definimos X =Y. En otro caso regresar al paso 1.
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n ¢ Promedio
1 10 1.750000  1.500000
2 100 1.750000  1.870000
3 1000 1.750000  1.767000
4 10000 1.750000  1.740200

Tabla 3.4: Eficiencia del Algoritmo 7 para el ejemplo del caso discreto)

La funcién AR.dis (ver B.2.6) implementa el Algoritmo 11. La Tabla 3.4 compara la eficiencia de este
algoritmo en término del promedio de iteraciones realizadas con muestras de distintos tamatios (n).
Ademds, en la Figura 3.6 se comparan los histogramas obtenidos con distintos tamanos de muestra con
la densidad tedrica.

3.3. Cociente de Uniformes

Este método para simular valores de variables aleatorias fue propuesto por Kinderman y Monahan en
1977 (ver [12]). Algunas consideraciones importantes en este método son las siguientes:

= La funcién de densidad de la variable aleatoria a simular debe ser continua.

= Es facil de implementar.

El siguiente lema establece y justica el métod del cociente de uniformes.

Lema 3.3. Supongamos que queremos simular valores de una variable aleatoria X con funcion de densidad
f(x) = cg(x) para toda x en el soporte de f , donde g(x) > 0 y ocurre que foooo g(z)dxr < co. Definamos al

conjunto:
C, = {(u,v) eR?:0<u< ,/g(%)}.

FEntonces se cumple que:

1. Cy tiene drea finita.

2. 8i (U, V) tiene una distribucion uniforme sobre Cy entonces la funcion de densidad de % es f.

Demostracién. Primero demostraremos que Cy tiene area finita. Recordemos que su drea esta determinada

por
|Cy| = // 1 dudv.
cy

Para calcular el drea usaremos el cambio de coordenadas # = _ y y = u. Con tal cambio nuestra regién
Se expresa como

Cy={(z,y) eR?:0<y < g(z)}.
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Notemos que v € (—00,00) y u > 0, lo cual implica que # = = € (—00,00). La transformacién inversa
estd dada por u =y, v = xy, por lo que tenemos las siguientes derivadas:

By e
de  dy 7 dx

==
Y

Lo anterior implica que el valor absoluto del determinante de la matriz jacobiana, |J4|, estda dado por el
valor y. Asi, aplicando el teorema de cambio de variable, tenemos que:

|C’g|:// ldudv
Cy

0 r/g(x)

:/ / ydydz
—o0 J0

= / g(;)dx < 00,

Supongamos ahora que (u,v) se distribuye uniformemente en C,. Es decir,

por lo que Cj tiene area finita.

1
fov(u,v) = CTC(YZ@'

Hacemos la misma transformaciéon x =  y y = u. Asi, por el teorema de cambio de variable, obtenemos
que

fxy(x,y) = fuv(u(z,y),v(z,y))|Jy
Lio<y<g()} (%, ¥)
7 g(@)de

Ahora nos basta calcular la distribucién marginal de X:

fO g(z) ydy

2o 9(x)da
g9(z)

20 g(x)da’

fx($) =2

por lo que concluimos que X = % tiene funcion de densidad f.

Utilizando el Lema 3.3 tenemos el siguiente algoritmo para simular a la variable aleatoria X.

Algoritmo 12 : Cociente de uniformes
1: Definir

Cy = {(u,v) 0<u< 91/2(v/u)}.

2: Generar (U, V) ~ U(Cy).
3: Tomar X = V/U.

Para ilustrar este método presentamos el siguiente ejemplo.
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Algoritmo 13 : Cociente de uniformes para distribucién exponencial

1: Definir
Cy = {(u,v) 0<u? < )\e*”/\/“},
es decir,
0 < v < —S(2log(u) — log(X))
y

0<u< A2

2: Generar U ~ U/(0, )\1/2),

V ~Unif (0, —%(QZog(u) — log(A)))
3: TomarX = V/U.

Ejemplo 3.3.1. Distribucion Ezponencial. Sea X ~ exp(A), tomamos g(x) = Ae I )(z) y c = 1.

Entonces, para este ejemplo el Algortimo 12 tiene la siguiente forma.

La funcién G.exp.counif (ver 13) implementa el Algoritmo ?7. Ahora podemos comparar los métodos
disponibles para la generar variables aleatorias exponenciales. En la Figura 3.7 se comparan los histo-
gramas obtenidos con distintos tamafnios de muestra con la densidad tedrica usando los algoritmos 3 y
13.

Sabemos que la distribucién exponencial es de cola ligera, en la Figura 3.7 podemos observar que las colas
de los histogramas obtenidas con el Algoritmo 13 parecen ser ligeramente mas pesadas que la tedrica
y esta situacidn no se presenta en los correspondientes obtenidos con el Algortimo 3. Este andlisis nos
revela que el método de Transformada Inversa (para la distribuciii exponencial) es més preciso al del
Cociente de Uniformes. Una causa de esta consecuencia es que el método de la Transformada Inversa
utiliza Gnicamente un nimero aleatorio.

3.4. Simulacién de algunas distribuciones continuas

En esta seccién se presentan algoritmos para tres distribuciones continuas muy importantes, Normal,
Gamma y Beta.

3.4.1. Distribucién Normal

Supongamos que deseamos simular una variable aleatoria X ~ N(u,o?). Su funcién de densidad estd

dada por:
1 _ 2
f(z) = exp{—w}, —00 < 1 < 00,

oV 2T 202

donde 4 es la media y o2 la varianza. Debido a que no existe una expresién analitica para la inversa
de la funcién de distribucién correspondiente, y aproximar tal inversa es numéricamente ineficiente, no
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se recomienda el uso del método de la Transformada Inversa. Serd entonces necesario recurrir a otros
procedimientos.

Por simplicidad, consideraremos unicamente la simulacion de una variable aleatoria con distribucién
Normal estandar, es decir, X ~ N(0,1) ya que para cualquier otra variable Y ~ N(u,o?), ésta se puede
representar como Y = p+ oX.

Uno de los primeros métodos para simular una variable aleatoria Normal estandar es el conocido como
método Box-Miiller. Describimos a continuacién la justificacién tedrica del método.

Sean X y Y variables aleatorias independientes normales estdndar, de modo que (X,Y’) es un punto
aleatorio del plano R2. Sean (R, ©) sus correspondientes coordenadas polares, entonces z = rcosf y
y = rsenf, de manera que el Jacobiano (J) de la transformacion es:
e) e}
szet( g—z g—g ) _ cos —rsenf
or 00

=
senf rcosf

Entonces la densidad conjunta fr e(r,0) estd dada por:

1
fR,@(Tv 9) == %TG_T2/27

conr >0y 6 € [0,2r]. De la factorizacién de esta densidad en sus densidades marginales, uno puede
observar que © y R son independientes, donde © ~ UJ[0,27] y R tiene la distribucién de Rayleigh, es
decir, su funcién de densidad es:

fr(r) = re /2, r > 0.

Es fécil ver que R sigue la misma distribucién que vV, con V ~ exp(1/2). A saber,

PV >v) = P(V > v?) = V2 v >0.

Entonces, es ficil generar a las variables aleatorias © y R y posteriormente transformarlas en variables
aleatorias independientes normales estandar. De esta manera tenemos el siguiente algoritmo para simular
variables aleatorias normales.

Algoritmo 14 : Box-Miiller

1: Generar dos variables aleatorias independientes, Uy y Uy de U(0,1).
2: Devolver dos variables aleatorias independientes normales estandar, X y Y, como

X = (=2InUy)Y2cos(2nUs),
Y = (=2InU)"?sen(27xUs).

Ahora describiremos un método alternativo para generar variables aleatorias normales estandar que se
basa en el método de aceptacién y rechazo.

Observemos que para generar una variable aleatoria Y ~ N(0,1) podemos primero generar una variable
aleatoria positiva con funcién de densidad



y posteriormente asignar aleatoriamente un signo a X. La validez de este procedimiento se sigue de la
simetria de la distribucién normal estandar alrededor de cero.

Para simular una variable aleatoria con funcién de densidad f(x) = \/ge_""2/ 2 utilizamos el método

% es la funcion de

cg(x) es \/2e/7.
F(X)/(ce™), se

de Aceptacién-Rechazo. Comenzamos acotando f(z) por una cg(z), donde g(z) = e
densidad de una variable aleatoria X ~ exp(1). La minima constante ¢ tal que f(z ) <
Por tanto, la eficiencia del método es /m/2e ~ 0.76. La condicién de aceptacion, U <
puede escribir como

—(X - 1)2}

Ugexp{ 5

la cual es equivalente a
X —1)2

Dado que —InU ~ exp(1), la ultima desigualdad se puede escribir como

(Vo —1)°

Vi> 2

donde V; = —InU y V5 = X son independientes y ambas se distribuyen exp(1).
Por lo tanto, tenemos el siguiente algoritmo para simular una variable aleatoria (X) Normal estandar.

Algoritmo 15 : Normal estandar Aceptacion-Rechazo
1. Generar U ~ U(0,1).
2: Generar dos variables aleatorias independientes, Vi, Vo ~ exp(1).

12
3: Hacer Y =V2si V] > %, en otro caso, regresar 2.
4: Tomar

X =

Y siU < 1/2,
—Y en otro caso.

En la Figura 3.8, se presenta una comparacién de las simulaciones de 500 variables aleatorias normal
estandar, utilizando los algoritmos 14 y 15 mediante la grafica del histograma y la grafica cuantil-cuantil.

3.4.2. Distribucién Normal truncada

Se le llama distribucién Normal truncada en un intervalo I = (a,b) (donde podria ocurrir que @ = —o0 0
b = o) a la distribucién Normal estdndar condicionada a tomar valores en tal intervalo. La densidad de
una variable aleatoria X Normal truncada al intervalo I = (a,b) (X ~ NT;(u,0?)) tiene la forma

f2

f(t) = Cexp™ 2 Iqp)(t),

donde C es la constante de normalizacién (dependiente de a y b).

Para simular a variable aleatoria Normal truncada en I, tenemos que el método de Aceptacion-Rechazo,
para este caso, trabaja de la siguiente manera:
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Algoritmo 16 : Normal truncada Aceptacién-Rechazo

1: Simular X proveniente de una distribuciéon Normal estandar.
2: Si X estd en el intervalo en el I, aceptamos tal valor como resultante. En otro caso volvemos al paso
anterior.

Notemos que este método puede ser altamente ineficiente, debido a que la probabilidad de rechazar puede
ser muy alta. Por ejemplo, en el caso en que I = (3,00), la probabilidad de aceptar un valor es igual a
1 —®(3) =~ 0,0014, por lo que para simular cada valor proveniente de la Normal truncada necesitaremos
en promedio 714 intentos. Es necesario encontrar algoritmos mas eficientes.

Marsaglia en 1964 (ver [18]) propuso el siguiente algoritmo para Normales truncadas en un intervalo de
la forma I = (a,00) donde a es un nimero positivo.

Algoritmo 17 : Normal truncada Marsaglia

1: Generar Uy, Us variables aleatorias independientes uniformes en (0, 1).
2: Si ocurre que Us < a(a? — 2log Ul)_% aceptamos y definimos a X = (a? — 2log Ul)%. En otro caso,
volvemos al paso anterior.

Mostraremos a continuacién que el Algoritmo 17 funciona.

Proposicién 3.1. Si X es obtenida mediante Algoritmo 17, entonces X ~ NTy(u,0?) con I = (a,00).

Demostracion. Denotemos por A al evento {Us < a(a? — 2log Ul)_%}. Tenemos que

(a 7210gu1 7
P(U; < t|A) = / / dug duy,

por lo que la funcién de densidad de U; condicional al evento A estd dada por
1
fu1a(t) = Ca(a® — 2log t) "2 1jgcscry,
para alguna constante de integracién C. Asi, si definimos X := (a? — 2log Ul)%, podemos calcular

a2_42 02_42
P(X < t|A) = P((a® — 2log U1)2 < t|{A) =P(U; > "2 |A) =1 —P(U, < ez |A).

Derivando la expresién anterior obtenemos la funcién de densidad de X condicional al evento A:

a2—t2 a2—t2

fxja®) = —fojale 2z )e = (1)

2_,2

a a27 2
= Ca(a® —2log(e 2 ))_%1 e €Tt
{0<e™ 2 <1}

0242

= Cat 1{a<t}€ 2t
= 026—71{a<t}7

donde C5 es una constante. Concluimos que X condicional al evento A tiene distribucién Normal truncada
en el intervalo (a, 00). O

La eficiencia del Algoritmo 17 es muy superior a la del Algoritmo 16; por ejemplo para a = 3 la proba-
bilidad de aceptacién (la probabilidad del evento A) es cercano a 0,88. En la Figura 7?7 se presenta la
distribucién empirica de una muestra simulada de 10000 valores proveniente de la distribucién Normal
truncada en el intervalo (3, 00). Se realiz6 utilizando la funcién Normal.Truc (ver B.2.8).
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3.4.3. Distribucién Gamma

Supongamos que queremos simular valores de una variable aleatoria X ~ Gamma(a, A) cuya funcién de

densidad es
xafl)\aef)\m

1) =

Los pardmetros a > 0 y A > 0 se conocen como forma y escala, respectivamente.

xz > 0.

Nota 3.4. Si multiplicamos por un escalar a una variable aleatoria Gamma, simplemente cambia la escala,
es decir, si X ~ Gamma(a, 1) entonces X/\ ~ Gamma(a, N). Entonces, para simular cualquier variable
aleatoria Gamma, basta con considerar unicamente la simulacion de variables aleatorias Gamma(a, 1).

Primero discutiremos un método para el caso en que o > 1. Supongamos que queremos generar variables
aleatorias independientes Gamma(a, \), para « € [1,00) no necesariamente entera. Sin pérdida de gene-
ralidad, supongamos que A = 1.

Dado que podemos generar cualquier variable aleatoria Gamma con parametro de forma en los naturales
usaremos el método de aceptacién y rechazo para generar la variable deseada considerando como variable
alterna a la distribuciéon Gamma(a,b) con a € N.

El cociente ambas funciones de densidad Gamma estd dado por

h(z) :

Si derivamos con respecto a x encontramos que la expresién anterior se maximiza en x = (o —a)/(1 — b)
siempre que b < 1y a < «, obteniendo como cota a

c=b0 <(f‘__b‘;e>a_a. (3.5)

Como a < «, podemos considerar a = |« y elegimos a ¢ que a su vez se minimiza en b = a/a. Asi, el
mejor juego de pardmetros (a,b) para generar variables Gamma(a, 1) es (a,b) = (|a] , @] /). Entonces
el algoritmo de aceptacion y rechazo, en este caso, trabaja de la siguiente forma.

_ Gamma(z|a,1) = z97le™® _ po-ap—ag—(1-b) (3.4)

-~ Gamma(zx|a,b) — bexa—le~br

Algoritmo 18 : Gamma «a > 1
1: Simular U ~ U(0, 1).
2: Simular Y ~ Gamma(a,b) donde (a,b) = (|af, |a] /a).
3: Hacer X =Y si U < h(Y)/c para h definida en 3.4 y ¢ de la expresién 3.5. En otro caso, regresar al
paso 2.

Para el caso en que a < 1, podemos usar el hecho de que si X ~ Gamma(l + «,1), U ~ U(0,1) y son
independientes, entonces XU/ ~ Gamma(a,1). Entonces, para este caso, podemos utilizar el siguiente
algoritmo.

3.4.4. Distribucién Beta

Consideremos a una variable aleatoria X ~ Beta(a, ), entonces su funcién de densidad es de la forma

F(a + 6) a—1

T — )Pt T
M”70 O=rst

fz) =
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Algoritmo 19 : Gamma o < 1
1: Simular U ~ U(0, 1).
2: Simular Y ~ Gamma(1l + «, 1) utilizand el Algoritmo 18.
3: Hacer X = YUY,

ambos parametros, a y 3, mayores que 0.

Nota 3.5. Beta(1,1) corresponde a la densidad de una variable U(0,1).

Para muestrear nimeros provenientes de la distribucion Beta, consideremos primero el caso donde alguno
de los parametros, ya sea « o 3, es igual a 1. Para ese caso podemos usar el método de la transformada
inversa.

Por ejemplo, para § = 1, la funcién de densidad de Beta(a, 1) es
f(z) = az* 0<z<1,

y la correspondiente funcién de distribucion es

F(z) = x“, 0<z<1,

entonces, una variable aleatoria X ~ Beta(a, 1) se puede generar a partir de una U ~ U(0, 1) y definiendo
X ~UYe,

Un procedimiento general para generar una variable aleatoria Beta(a, ) se basa en el hecho de que si
Y1 ~ Gamma(a, 1), Yo ~ Gamma(B,1) y son independientes, entonces

Y
X=_"t
Y1+ Y

se distribuye Beta(a, 3). El algoritmo correspondiente es como sigue.

Algoritmo 20 : Beta(a, )
1: Generar independientemente Y7 ~ Gamma(a, 1) y Yo ~ Gamma(S,1).

Y
2: Definir X = —————.
Y1+Y,

La Figura 3.10 compara muestras de variables aleatorias betas obtenidad con el Algoritmo 20 y la funcién
rbeta de R.

Ejemplo 3.4.1.

En el caso particular en que los pardmetros de la variable aleatoria Beta(a, ) son nimeros naturales
(¢ = my 8 =n) tenemos un procedimiento alternativo para generar nimeros provenients de tal distri-
bucién, basado en la teoria de las estadisticos de orden.

Sean Uy, ...,Upn4n—1 variables aleatorias U(0,1). Desde que la m-ésima estadistica de orden U(m) tiene
distribucién Beta(m,n). Lo anterior da origen al siguiente algoritmo.

Es posible mostrar que el nimero total de comparaciones en el Algoritmo 21 necesario para encontrar
Ugmy es (m/2)(m + 2n — 1), por lo que este procedimiento es poco eficiente cuando m y n son grandes.
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Algoritmo 21 : Beta(a, ) con estadisticos de orden
1: Generar m +n — 1 v.a.iid. Uy,...,Upyn—1 de U(0,1).
2: Regresar la m-ésima estadistica de orden U(,,) como una variable aleatoria de Beta(m,n).

3.5. Otros métodos

En esta seccién presentamos algunos métodos alternativos para generar variables aleatorias discretas.

3.5.1. Ensayos de Bernoulli
Distribucién Binomial

Si X ~ Bin(n,p) entonces su funcién de densidad es de la forma

n
T

) = (

)p“”(l—p)nz, x=0,1,...,n.

Recordemos que una variable aleatoria binomial X se puede intepretar como el niimero total de éxitos
de n experimentos independientes Bernoulli, cada uno con probabilidad de éxito p. Si denotamos al -
ésimo resultado de un experimento Ber(p) por X; = 1 (éxito) y X; = 0 (fracaso) podemos escribir
X = X1+ -+ X,, con X; vaiid. Ber(p). Entonces tenemos el siguiente algoritmo para simular
X ~ Bin(n,p).

Algoritmo 22 : Binomial como suma de Bernoullis
1: Generar v.a.i.id Xi,..., X, de una Ber(p).

n
2: Tomar X = ZXi como una variable aleatoria de Bin(n,p).
i=1

Distribucion Geométrica

Si X ~ Geom(p) entonces su funcién de densidad es de la forma

f(z) =p1—p)* L, r=1,2,...

La variable aleatoria X puede interpretarse como el nimero de ensayos necesarios antes de que ocurra
el primer éxito en una serie de ensayos independientes Bernoulli con probabilidad de éxito p. Observe
también que P(X >m) = (1 —p)™.

3.5.2. Relacion entre distribuciones
Geométrica y exponencial

Ahora veremos un algoritmo basado en la relacién entre las distribuciones exponencial y geométrica.
Sea Y ~ Exp()\), con A tal que 1 — p = e~*. Entonces X := |Y| + 1 tiene distribucién Geom(p). Esto se
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debe a que
P(X>z)=P(Y]>2z-1)=PY >z) = =(1-p)~

Por lo tanto, para generar una variable aleatoria Geom(p) primero debemos generar una variable aleatoria
de la distribucién exponencial con A = — In(1—p), truncar el valor obtenido al entero més cercano y sumar
uno. De esta forma tenemos el siguiente algoritmo para generar una variable aleatoria Geom(p).

Algoritmo 23 : Geomérica via exponencial
1. Generar Y ~ Ezp(—In(1 —p)).
2: Regresar X =1+ |Y | como una variable aleatoria de Geom(p).

Poisson y exponencial

Si X ~ Poi()), entonces su funcién de densidad es de la forma

—AAn
f(n):e ’ ’I’lZO,l,"',

n!

donde A es el pardmetro de tasa. Hay una intima relaciéon entre la distribuciéon Poisson y las variables
aleatorias exponenciales, resaltado por las propiedades del proceso Poisson. En particular, una variable
aleatoria Poisson X se puede interpretar como el maximo numero de variables exponenciales i.i.d. con
parametro A cuya suma no supera a 1. Es decir,

n
X =max{n: Zngl ,
j=1

1
donde las {Y;} son independientes y se distribuyen Exp()). Puesto que Y; = Y InUj, con U; ~ U(0,1)

se puede escribir como:

Lo anterior da lugar al siguiente algoritmo para generar variables aleatorias de una distribucién Poisson.

Algoritmo 24 : Poisson via exponencial
1: Definan=1ya=1.
2: Genere U, ~ U(0,1) y haga a = aU,,.
3: Sia > e, entonces defina n = n + 1 y regrese al paso 2.
4: En caso contrario, regrese X = n — 1 como una variable aleatoria Poi()\)

Es facil ver que para A grande el Algoritmo 24 se vuelve lento pues e es pequefio para A grande, y se

requieren mds numeros aleatorios, Uj, para satisfacer la condicién H’;Zl U; < e .
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3.6. Meétodo de la composicién

Este método es muy 1til si la funcién de distribuciéon F' de la v.a. de la cual se desea muestrear puede
ser expresada como una mezcla de n funciones de distribucién {G;}? ;. Esto se expresa formalmente en
la siguiente definicion.

Definicion 3.1. Decimos que X tiene funcién de distribucion compuesta si
P(X; <z)=Gi(zx) i=1,..,n,
donde {X;}, es una coleccion de variables independientes y ocurre que

X1 con probabilidad p1,
X9  con probabilidad po,

X,  con probabilidad p,,

dondep; >0 parai=1,...,ny> . p =1

Cuando X tiene una distribucion compuesta tal como en la Definicién 3.1, ocurre que su distribucién F
tiene la forma:

F(z) = ZPiGz’(UC)a

para toda z € R, p; > 0y > p; = 1. En adelante, supondremos que somos capaces de generar variables
aleatorias con distribucion G; para toda i =1,2,...,n.

Utilizando la definicién de la variable compuesta X, y de su funcién de distribucién F' en términos de
las G;’s, tenemos una manera natural de simular a X: Simulamos una variable aleatoria discreta que
tenga como soporte al conjunto {1,2,...,n} con distribucién (pi,...,py), obteniendo un niimero natural
i* €{1,2,...,n}, y posteriormente simulamos un nimero aleatorio con la distribucién G;-.

Expresemos el método anterior por medio de variables aleatorias: Definamos a {X;}? ; como una sucesién
de variables aleatorias en donde X; tiene distribucién ;. Definamos a Y como una variable aleatoria
independiente, con densidad P(Y = i) = p; para i = 1,2,...n. Entonces, la variable aleatoria X con
funcién de distribuciéon F' puede ser expresada en términos de las variables anteriores:

=1

Ahora, presentamos el algoritmo anterior explicitamente.

Algoritmo 25 : Composicién.

1: Generamos Y con densidad P(Y =i) =p; coni=1,2,...n.
2: Dado Y = i, generamos X como un numero aleatorio proveniente de la funcién de distribucién Gj;.

Ejemplo 3.6.1. Composicion de Normales. Supongamos que X se distribuye como composicion de
tres variables aleatorias normales N (u;,0;), con i = (=3,0,3), @ = (1,1,1) y ponderacion p = (%, 1, 1).

3233
Entonces el Algoritmo 25 tiene la siguiente forma.
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Algoritmo 26 : Composicién normales.

1: Generamos Y con densidad P(Y = i) = p; con i = 1,2, 3.
2: Dado Y =i, generamos Z ~ N(u;,0;), y hacemos X = Z.

El Algoritmo 26 estd implementado en la funcién B.2.9. La Fugura 3.11 presenta histogramas de muestras
generadas con el Algoritmo 26.

Utilizando como motivacién el algoritmo descrito en esta seccion, presentamos en la siguiente seccién un
algoritmo general para generar vectores aleatorios.

Ejemplo 3.6.2. Mezcla de Erlangs

Definicién 3.2. Sea m = (7, m2,...) con mp > 0y > po 7 = 1. Se dice que una variable aleatoria
X tiene distribicion mezcla de Erlangs con pardmetros m y f > 0 (X ~ ErM(=w,[)) si su funcion de
densidad es:

flz) =Y mEri(k, 8)(x),

k=1

donde Erl(k,p) es la funcion de densidad de una variable aleatoria Erlang de pardmetros k y [3.

La siguiente proposicién muestra que las distribuciones mezclas de Erlangs son densas en el espacio de
distribuciones continuas con soporte en [0, 00).
Proposicién 3.2. Sea F la funcion de distribucion con soporte en [0, 00). Sea {F, }2° junasucesuonde funcionesdedis

Y orey b(k,n)Erl(k,n)(x),dondeb(k,n)=F(k/n)-F((k-1)/n) y Erl(k,n) es la funcion de distribucién de una
variable aleatoria Erlang de pardmetros k y 3. Entonces

limy, oo () = F(z).

Ademas, si F tiene soporte acotado, la convergencia es uniforme.

Demostracion. Ver [?] O

3.7. Generacion de vectores aleatorios

Supongamos que quereremos obtener muestras aleatorias de un vector aleatorio m-dimensional X =
(X1, Xo,...,X,,) con funcién de distribucién F' y densidad f. Para el caso en que las variables aleatorias
que componen a X son independientes, basta generar a cada una utilizando alguno de los métodos abor-
dados en las secciones anterioses de este capitulo. En esta seccién nos enfocaremos en vectores aleatorios
compuestos por variables aleatorias que no son independientes.

Sabiendo que somos capaces de generar nimeros aleatorios provenientes de una distribucién marginal,
podemos a la funcion de densidad conjunta del vector X como el siguiente producto:

fx(x, 22,00 m0) = fxy (71) fxox, (02| X1 = 21) o fxpx, X (B0 X1 =21, 00, Xy = 201). (3.6)
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Figura 3.11: Histogramas de Mezclas de Normales
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Esta expresion nos sugiere un método iterativo para simular al vector aleatorio X. Se genera primero a
la entrada 1, con su densidad marginal. Dado el valor de la entrada 1, se genera a la entrada 2, con la
densidad marginal de la segunda entrada dada el valor de la primera entrada. Se prosigue este método
hasta que la dltima entrada se genera de manera condicional, dadas todas la entradas. Siguiendo esta
idea, el algoritmo toma la siguiente forma especifica.

Algoritmo 27 : Vectores Aleatorios

1: Simulamos X; de fx,.

2: Dado X7 = z1, generamos X5 de fX2|X1(a:2]X1 =1x1).

3:

4: [n] Generamos X, de fx,|x,,.. X, (Tn|X1 =21,..., Xp1 = Tp_1).

Es importante mencionar las siguientes observaciones respecto al Algoritmo 27.

= Para implementar este algoritmo, es necesario ser capaces de simular a las variables marginal y
condicionalmente, dadas las otras entradas del vector.

= El orden para simular el vector puede ser elegido arbitrariamente. Esto es una observacién simple
yva que la densidad conjunta se puede expresar como un producto de una densidad marginal y
densidades condicionales, para cualquier orden en las entradas, de manera similar a la Ecuacion 3.6.
El orden a elegir puede influir fuertemente en la dificultad de la simulacién (ver Ejercicio 16, 17).

Ejemplo 3.7.1. Distribucion Multinomial. Sea X un vector aleatorio con distribucion multinomial
de pardmetros (pi,...,pr,n) y funcion de densidad

n!

— L1 Lr
fX(xluxQV‘wa‘) - le!‘”xr!pl ceeDrs

donde Y ._, x; = n. En este caso podemos escribir al Algoritmo 27 de la siguiente manera:

Algoritmo 28 : Multinoimial

1: Generamos variables aleatorias Yj de P(Y; =i) =p;coni=1,2,...,ryj=1,2...n.
2: Definimos X; =377 I(y,—y).

El Algortimo 28 esta implementado en la funcén G.MNom (ver B.3.1).

La Figura 3.7 ilustra la simularon de vectores (en la primera grafica n = 5, en la segunda n = 20, en la
tercera n = 100), en donde cada vector es la frecuencia resultante de asignar 20 objetos que se asignaron
en 5 casillas, de forma independiente, donde las probabilidades para cada objeto de ser asignado a cada
casilla estan dadas por P = (.1,.2,.1,.5,.1). Notemos que conforme n crece, nos aproximamos més y mas
a la densidad multinomial tedrica para 20 objetos en 5 casillas. Esta es una manera de realizar inferencia,
cuando tenemos n vectores simulados.

3.8. Coébpulas

En esta seccién presentaremos una herramienta con un enfoque que nos permite modelar dependencias
en un vector aleatorio. Lo poderoso de esta herramienta es que nos permite parametrizar tal dependencia
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y ademds separar la informacién dada por la densidad conjunta de variables aleatorias en dos partes: la
informacién dada por las marginales mismas y la informacién dada por la dependencia existente entre
ellas. El tema es amplio, por lo que veremos una breve introduccion.

3.8.1. Introduccion

Consideremos un vector aleatorio X = (X, ..., X;,) en donde las distribuciones marginales F;(z) = P(X; <
x) son continuas. Definamos nuevas variables aleatorias

Note que por el teorema de la transfomacién inversa, ocurre que U; tiene distribucién uniforme en (0, 1).
Definamos ahora a la funcién C : [0,1]" — [0, 1] dada por

C(ul, ,un) = ]P’(Ul < ULy eney Un < ’U,n),

Tenemos algunas observaciones:

= [} tiene la informacion de como se comportan las variables aleatorias X; marginalmente.

= Por otro lado, la funcién C tiene la informacion de dependencia entre las variables X;, sin tomar
en cuenta cémo se comportan marginalmente ya que utiliza en su definicién siempre un vector
(Ui, ...,U,) con marginales fijas (uniformes) pero con posible dependencia entre sus entradas.

= La funcién C es en si misma una funcién de distribucién conjunta en el cubo unitario con marginales
uniformes.
La tdltima observacién puede escribirse més explicitamente; lo hacemos a continuacion.

Definicion 3.3. Una copula es una funcion C' que cumple

1. C:[0,1]" = [0,1].
2. C(uyy .oy ti—1,0,u;, ..., up) = 0 para toda i.
3. C(1,..,1,u,1,..,1) = u para toda i =1,...,n.

4. C(O) > 0, donde tal notacion quiere decir que el incremento de un n-volumen dentro del cubo
unitario siempre es no negativo.

El dltimo elemento de la definicién puede parecer abstracto, pero es el requisito usual en una funcién de
distribucién. Por ejemplo, para el caso n = 2, lo que expresa es que para todo a < by ¢ < d, ocurre que

C(b,d) — C(b,c) — C(a,d) + C(a,c) > 0.
Esto quiere decir que si C' fuese la distribucién conjunta de un vector aleatorio (U, V'), la probabilidad de

que (U, V) esté en el cuadrado (a,b] x (¢, d] debe ser mayor o igual a cero.

El siguiente teorema nos muestra la forma explicita que relaciona a cualquier funciéon de distribucion
conjunta con alguna cépula y sus funciones de distribucién marginales.
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Teorema 3.1 (Sklar). Si H es una funcion de distribucion conjunta en R™ con distribuciones marginales
F;, 1 <i<n, existe una copula C tal que

H(zi,...,zn) = C(Fi(21), ..., Fn(zp)).

Algo que hay que destacar, es que este teorema de existencia no nos asegura que en todos los casos
practicos seamos capaces de encontrar a la funcién C' de forma explicita. En esto es similar al teorema de
la funcion inversa, en donde tal funcién inversa no es ni siquiera analitica en algunos casos.

Queremos ahora tener una forma paramétrica que nos permita tener una idea del tipo de dependencia
entre las variables aleatorias que conforman al vector, y también el grado o intensidad en que son inde-
pendientes. Es por ello que nos restringimos a una clase de copulas que es importante en la teoria y en
las aplicaciones.

Definicién 3.4. Decimos que una cdpula es arquimediana si existe ¢ : [0, 1] — [0, 00] continua, decreciente
y convexa, con ¢(1) =0 tal que

C(u1y oy tin) = ¢ H(A(ur) + .. + P(un)).

A ¢ se le conoce como el generador de la cdpula.

Una observacién directa de la definicién de copula arquimediana es que resulta ser intercambiable, es
decir, si se permutan las coordenadas del vector (ui,...,u,) la cépula que se obtiene es la misma.

Mostraremos ahora algunos ejemplos.

Ejemplo 3.8.1. Sea ¢(t) := —logt para t € [0,1]. Notemos que en este caso ¢~1(t) = exp(—t). Y
entonces

C(uty .oy tty) = ¢ H(—=logus — ... —loguy,) = exp(loguy + ... + loguy,) = uy...uy,.

Es decir, que a este generador corresponde la copula que multiplica a sus entradas. Observando el teo-
rema de Sklar, esto implica que cuando tenemos esta copula, la funcion de distribucion factoriza en sus
marginales, por lo que llamaremos a esta la cépula independiente.

Ejemplo 3.8.2 (Cépula de Gumbel). De manera similar al ejemplo anterior, podemos definir el generador
o(t) := (—logt)? donde 6 es un pardmetro en [0,1]. En este caso ¢~ (t) = exp(—té) y la copula tiene la
forma explicita

n
C(uq, ..., up) = exp ( - Z(logui)9>.

i=1
Notemos que cuando 0 = 1 tenemos el caso de la copula independiente. De hecho, el parametro 6 cumple
que

1
0= ——,
1—7xy

donde Txy esla Tau de Kendall, una medida no paramétrica de correlacion que estd definida en [—1,1].
Esto nos indica que cuando 6 crece hacia infinito, Txy crece hacia 1; es decir, la dependencia tiende a
ser completa.

Ocurrira en general para las copulas arquimedianas lo que vimos en el ejemplo anterior: la copula elegida
nos determinard el tipo de dependencia que tienen las variables aleatorias y habrd un parametro 6 que
nos indicara el grado de dependencia que tienen las variables aleatorias.
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3.8.2. Simulacién de cépulas

Supongamos que queremos simular a un vector X = (X1, ..., X;;) proveniente de una distribucién F', en

donde ocurre que
F(xy,...,xpn) = C(F1(x1), ..., Frn(xn)),

en donde conocemos a las marginales F; y a la cépula C. Debido a que la cépula C es en si misma una
funcién de distribucién en [0, 1]", el siguiente algoritmo funciona.

Algoritmo 29 : Simulacién de vectores aleatorios

1: Simular al vector (Ui, ..., U,,) proveniente de la cépula C.
2: Definir, para cada 1 <i < n, X; := F;l(Ui).
3: Devolver X = (X1,..., X,,).

Debido al teorema de la funcién inversa, cada X; tiene la distribucién marginal correcta. Por otro lado,
las X;’s heredan la dependencia que tienen las v.a. uniformes U;’s. La prueba de este resultado es directa.

El Algoritmo 29 nos ha fragmentado el problema de generar nimeros provenientes de la distribuciéon F'
en dos partes: si sabemos cémo generar a la copula C' y el teorema de la funcién inversa se puede imple-
mentar para cada marginal F; habremos terminado. Por ello, nos enfocaremos a continuacién tnicamente
en métodos para generar a la copula C.

Empezaremos mostrando un algoritmo general para generar cépulas que sin embargo es adecuado exclu-
sivamente para dimensiones bajas. Mostraremos el caso particular de dimensién 2.

Notemos que dada una cépula C' con densidad asociada c ocurre que

;}C(u,v) = (jv [/OU /Ou c(s,t)dsdt} = /Ou c(s,v)ds = /Ou c(slv) Fypv (ulv)ds,

donde en la pentltima igualdad hemos utilizamos que ¢(v) = 1, debido a que la marginal de V' es uniforme
en (0, 1), por lo que la densidad conjunta de U y V es igual a la densidad condicional de U dado V.

Por lo tanto, si tal derivacién es posible podemos encontrar a Fyy, y si ademas la funcién Fyy tiene una
inversa explicita, podemos utilizar el algoritmo para vectores aleatorios que condiciona secuencialmente.
Este algoritmo toma la siguiente forma explicita para generar una cépula.

Algoritmo 30 : Simulacion de cépulas

1: Simular V'y W ~ [0, 1] de forma independiente.
2: Dados V =vy W = w, definir U = Fyy (wlv).
3: Devolver (U, V).

Ejemplo 3.8.3 (Cépula de Cuadras-Augé). En este caso
C(u,v) = min(u, v) méx(u, v) =7,

para 0 € [0,1]. Notemos que el caso 8 =0 corresponde a la copula independiente.
En este caso

dv U u > 0.

0 wl—0v"? siu<w,
ctuo)={ "0
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Figura 3.13: Simulacién de la cépula de Cuadras-Auge

En el punto u = v, la deriwada anterior no existe, sin embargo por ser funcion de distribucion sabemos
que la distribucion Fyy—,(u) es continua por la derecha por lo que debe ocurrir que Fyjy—,(v) = o0,
Utilizando la férmula obtenida, podemos encontrar la inversa F[?ﬁ/':v que es también una funcion definida

a trozos:

asvf siu< (1—0)y'=?
-1 1-6 1-6
FU|V:U(u) = vl cuando (1 — )’ <u<w
ul-9 siu>vi?

Una implementacion del Algoritmo 77 se encuentra en la funcion B.3.2 en el Apéndice.

La Figura 3.13 muestra la simulacion de 100 valore con distintos valores para el parametro de dependencia
a; cada grdfica corresponde a los valores a = 0.2,a = .5,a = .9.

Podemos ver como el valor de a nos da la fuerza de dependencia entre las variables aleatorias generadas
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y la dependencia especifica de la Cépula Cuadras-Auge, que tiende a colocar valores sobre la diagonal del
cubo [0,1]2.

3.8.3. Coépulas arquimedianas

En el caso en que las copulas son arquimedianas tenemos un algoritmo poderoso propuesto por Marshall
y Olkin en 1988 (ver [19]) que funciona en una dimensién arbitraria n y que requiere exclusivamente la
simulacién de n + 1 nimeros aleatorios. Lo desafortunado de tal algoritmo, es que es necesario conocer
a L71(¢71), la transformada de Laplace inversa de la funcién inversa del generador. A continuacién
presentamos el algoritmo.

Algoritmo 31 : Simulaciéon de cépulas arquimedianas
1: Generar V con distribucién dada por £=1(¢~1).
2: Generar de manera independiente W; ~ Unif(0,1).

3. Devolver (U1, ..., Uy) donde U; = ¢~ ( _ %)

Presentamos ahora algunos ejemplos de cépulas arquimeadianas en donde es posible implementar el
Algoritmo 31.

| Rango de 6 | Cépula | o(t) ER0 | L7 (7)) |
0, 1) Ali-Mikhail-Haq | 1= log (“N0) [ pe=(1-0)0" ! keN
(0, 00) Clayton (1+¢)s =0 —1 r(3,1)
(0, 00) Frank _1og(eft(36*9_1)+1) —log (%) Dk = %7 keN

Tabla 3.5: Tabla de Cépulas.

Notemos que en los casos de la cépula de Ali-Mikhail-Haq y Frank, la distribucién de £7(¢~!) resulta
ser una variable aleatoria discreta.

3.8.4. La paqueteria copula

El lenguaje R tiene disponible a la paqueteria copula para la simulacion de vectores aleatorios con funcién
de distribucion dada por algunas de las cépulas conocidas. A continuaciéon daremos un ejemplo de su uso.

Jlibrary(copula) ¢library(scatterplot3d) ;myCop.gumbel=archmCopula(family="gumbel” ,dim =2 param=3)

En lo anterior, definimos copulas utilizando tres parametros: el tipo de cépula, la dimensiéon o tamano
del vector aleatorio asociado, y el pardmetro de dependencia. En nuestro ejemplo, elegimos una cépula
de Gumbel, de dos dimensiones y parametro de dependencia igual a 3.

(myMvd=mvdc(copula=myCop.gumbel,margins=c(”norm”,”norm” ), + paramMargins=list (list(mean=0,sd=1),list(1

En el c6digo anterior estamos definiendo funciones de distribucion conjunta a través de cépulas dentro de
la clase mvde (multivariate distributions constructed from copulas, en inglés). Tiene tres componentes:
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la cépula (copula), el tipo de marginales (margins), y los pardmetros de las correspondientes marginales
(paramMargins). Para nuestro ejemplo utilizamos a la cépula Gumbel definida arriba, con marginales que
son normales estandar.

Si escribimos en la consola el nombre de nuestra distribucién recién definida (en nuestro ejemplo myMvd)
obtenemos la informacién asociada a ella:

;myMvd  Multivariate Distribution Copula based ("mvdc”) @ copula: Gumbel copula, dim. d =
Dimension: 2 Parameters: alpha = 3 @ margins: [1] "normnorm”with 2 (not identical) margins; with
parameters (@ paramMargins) List of 2 : Listof2.. mean: num 0 ..sd : numl :List of 2 ..mean : numo0..
sd : num 1

Podemos calcular explicitamente la funcion de densidad de nuestra distribucién conjunta recién construida
(usando la funcién dMvdc) o bien calcular en la funcién de distribucién acumulada en un punto; en este
caso elegimos el punto (z,y) = (1,1) para calcular los valores de la densidad y la distribucién.

idenpyec = pMuode(c(1,1), myMuvd) > deny,yc [1] 0.804402  ;distp,yc = dMuvde(e(1, 1), myMuvd) >
distyyc [1] 0.2690301

Tenemos también un simulador que nos permite muestrear puntos de nuestra distribucién conjunta. A
continuacién simulamos 100 vectores provenientes de nuestra funcién de distribucion ejemplo.

Jranpycop = rMuode(100, myMwvd) En la Figura 3.14 se presenta una gréfica la distribucén conjunta
correspondiente.

3.9. Ejercicios

1. En el Ejemplo 7?7 mostrar que en el caso en que las variables originales tienen distribucién uniforme
en (0,1) ocurre que Y1 =1 — ut/n yY, = U™ e implementar los algoritmos en este caso.

2. Considere una variable aleatoria X con funcién de densidad f(z) = 2zI(x)(o,1), escribir e imple-
mentar un algoritmo para generar valores de dicha variable.

3. Considere una variable aleatoria X, con soporte en el conjunto {1,2,3,4,5} y con distribucién
{1/3,1/5,1/6,1/6,4/30}. Implementar un algoritmo para generar una muestra de 1, 000 elementos
de dicha distribucién . $

4. Implementar algoritmos para generar niimeros provenientes de las siguientes variables aleatorias:

a) Uniforme discreta con soporte en los primeros 10 naturales. {
b) Binomial con n =10y p=1/2.

c¢) Poisson(9).

d)

Geométrica con un parametro adecuado para tener un nimero de iteraciones menor a 3.

5. Describir un algoritmo para generar la distribucién Binomial utilizando el algoritmo de la distribu-
cién Bernoulli.

6. Generar una muestra aleatoria de una distribucién Bin(1000, 1/2) utilizando la definicién de funcién
inversa generalizada.

7. Sea X ~ BinNeg(r,p)
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Figura 3.14: Distribucién conjunta de una distribucién Normal bidimensional
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10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

a) Use larelacién de las distribuciones Binomial Negativa con la Geométrica para dar un algoritmo
para generar valores de X e implementarlo.

b) Demostrar la relacién
i1 —p)

P =Ty

-
¢) Usar la relacién anterior para dar un segundo algoritmo e implementarlo.
Generar muestras de tamano 1,000 para X ~ Exp(9) usando <:

a) Aceptacién-rechazo.
b) Transformada inversa.

¢) Cociente de uniformes.

;,Qué método considera mejor y por qué?.

Justificar el Algoritmo 12.

Justificar el Algoritmo 25.

Implementar los dos algoritmos vistos en este capitulo para la distribucién Normal <.

Probar lo siguiente: Si X ~ Gamma(l + «,1), U ~ U(0,1), y ademas son independientes, entonces
XUY* ~ Gammal(a, 1).

Implementar un algoritmo para la distribucién Gamma con pardametros {:

a) (1.5,3),
b) (0.5,6).

Implementar el algoritmo para generar una muestra de variables aleatorias Beta(1,2.3). {

Implementar el algoritmo del Ejemplo 3.4.1 y compararlo con el método para generar variables
aleatorias Beta en general.

Implementar los algoritmos de los Ejemplos 7?7 y 7?7 .

Generar muestras del vector aleatorio (X,Y") con la siguiente densidad:

f(xay): )

cuando z,y > 0 y que vale 0 en otro caso.

Sea (X,Y) con funcién de densidad
flz,y)=e?,

cuando 0 < z < y y que vale 0 en otro caso:

a) Simular Y y X|Y
b) Simular X y Y |X

C

«
Considere a la distribucién Pareto dada por F(x) = [1 — (5) [1(2)(c,00) donde los parametros de

la distribucién son la escala ¢ > 0 y la forma « > 0. Utilizar el método de la funcién inversa para
implementar un algoritmo que genere niimeros aleatorios con tal distribucion.
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20. Encontrar las formas explicitas de las cépulas generadas por ¢(t) = log(l — flogt) (Cépula de
Gumbel-Hougaard) y ¢(t) = —log(1 — (1 — t)?) (Cépula de Joe).

21. Implementar el Algoritmo 77 para el caso de la cépula de Frank y Clayton. Para la cépula de Frank,
note que la distribucién discreta de la transformada inversa de la funcién inversa del generador
puede calcularse facilmente de forma iterativa.
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Capitulo 4

Simulacion de Procesos Estocasticos

La importancia del estudio de los procesos estocéasticos en el campo actuarial se debe a que son una
herramienta poderosa en la soluciéon de problemas financieros, de seguros, economia, investigacion de
operaciones, entre otros asi en toda aquella situacién que se presente un cierto grado de incertidumbre en
funcién del tiempo.

En este capitulo nos concentraremos en estudiar el problema de generar trayectorias de una variedad de
procesos estocasticos.

4.1. Simulacién de cadenas de Markov a tiempo discreto

Consideremos una cadena de Markov X = {X,},>0 a tiempo discreto, con espacio de estados E =
{1,2,..., N} y homogénea en el tiempo. Supongamos ademds que su distribucién inicial estd dada por
m = {m,...mn} y con matriz de probabilidades de transicién:

P11 P12 ... PIN

P21 P22 ... D2N
P = ) } ) )

PN1 PN2 ... PNN

Sabemos que, dada una cadena de Markov homogénea, podemos obtener su matriz de transicién y su
distribucién inicia. Ahora nos preguntamos si dada una matriz estocdstica y un vector de distribucién de
probabilidades, es posible asociar una cadena de Markov que tenga a tal matriz como matriz de transicion
y a tal vector como distribucién inicial. El siguiente resultado asegura que si se puede y su demostracion
constructiva proveé un algoritmo para la simulacién de una cadena de Markov.

Teorema 4.1. Dada una matriz estocdstica de P € Mpyxn y una distribucion inicial ™ sobre el espacio
de estados E = {1,2...,N}, existe un espacio de probabilidad en el que estdn definidas una sucesion
de variables aleatorias { X, }nen con soporte en E, que conforman una cadena Markov homogénea con
espacio de estados E, matriz de transicion P y distribucion inicial 7.

Demostracion. Consideremos un espacio de probabilidad (€2,.%,P) en el cual estd definida una sucesién
{Un}nen de variables aleatorias independientes uniformes en el intervalo (0,1). Definimos ¢;(y) como la
funcién de cuantiles sobre £ asociada a la distribucién {p; j}1<j<n ¥ a ¢o(y) como la funcién de cuantiles
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sobre E asociada a la distribucién 7, para y en (0, 1).

Construimos a continuacién el proceso deseado de forma iterativa. Definamos

Xo = ¢o(Uo)

y, habiendo definido a X,,, definimos X,,11 = ¢x, (Upn+1) para n > 0.

Analicemos las probabilidades de transicién del proceso { Xy, }n>0:

P[Xn = xn‘Xn—l = xn—l] = P[¢Xn_1 (Un) = xn’Xn—l = xn—l]-

Notemos que X,,_; depende exclusivamente de {Uy }y<n—1, ademas de que las variables aleatorias {Uy, }ren
son independientes. Esto implica que

P[CZ)anl(Un) =zp|Xn1 =25 1] = P[¢xn_1(Un) =Tp| = Pzyp_12n
por definicién de la funcién de cuantiles.

Mostraremos ahora que el proceso { Xy, },,>0 propuesto satisface la propiedad de Markov.

P[Xo =0, X1 =21,..., Xn =] = Plpo(Uo) = z0,9x,(U1) = 21,...,0x, ,(Un) = 2]
= Plgo(Uo) = z0, ¢z, (U1) = 21, ., bz, (Un) = 0],
Plpo(Uo) = 0|P[¢z,(Ur) = z1] .. . Plda,_, (Un) = 2y]
= PXo==x

o]P[X1 = 21| X0 = x0]..P[ Xy, = 25| Xpnm1 = Tp—1]
n—1

= P[XO = xO] H Pziziqq-
=0

De lo cual se sigue directamente la propiedad de Markov. Por lo tanto { X}, },en es una cadena Markov,
con distribucion inicial 7 y matriz de transicién P. O

El resultado anterior nos proporciona una justificacién de la existencia de cadenas de Markov ademas de
indicarnos un procedimiento para simular trayectorias de éstas. A continuacién mostramos tal procedi-
miento explicitamente, en forma de algoritmo. El algoritmo siguiente genera trayectorias de una cadena
de Markov homogénea con distribucion inicial 7 y matriz de transicion P hasta el horizonte de tiempo m.

Algoritmo 32 : Cadenas de Markov a tiempo discreto
1: Generar X de la distribucién inicial 7. Inicializamos n=1.
2: Generamos X,, de la distribucién correspondiente al renglén de la matriz de transicién asociado al
estado X,,_1.
3: Si n es igual al horizonte de tiempo m, entonces detenemos el proceso, si no es asi actualizamos
n =n+ 1y volvemos al paso 3.

Para la simulacién de cadenas de Markov y el estudio de las caracteristicas y resultados utilizando el
software R esta disponible la paqueteria markovchains. Con esta paqueteria podemos constatar como se
cumplen los resultados tedricos de cadenas de Markov (ver la seccién A.2 en el Apéndice A) y diversas
herramientas interesantes como el ajuste de una Cadena de Markov a partir de una secuencia de estados.
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Ejemplo 4.1.1. Se simulé una trayectoria de una cadena de Markov usando el Algoritmo 32 con las
siguientes caracteristicas: Matriz de transicion

0,2 0,1 05 0,2
0,5 0,2 0,2 0,1
0,2 0,5 0,1 02 |’
0,3 0,5 0,1 0,1
vector de distribucion inicial

(02 04 02 02),
vector de espacio de estados

(1 2 3 4),

y horizonte de tiempo m=30. En la Figura 4.1 podemos observar la grifica de la trayectoria simulada.

trayectoriaCM.png

Figura 4.1: Gréfica de una trayectoria de la cadena hasta el tiempo 30.

Veamos a continuacién un ejemplo (abordado con més profundidad en la seccién A.2.)

Ejemplo 4.1.2. Laberinto

Coloquemos una rata en la esquina inferior izquierda del laberinto de la Figura 4.2 y comida en la esquina
superior derecha. Supongamos que estando en cualquiera de los cuartos del laberinto, la rata puede ir a
cualquiera de los cuartos vecinos con la misma probabilidad, y que olvida en cada momento las decisiones
que tomo con anterioridad. Entonces, su posicion en el laberinto se puede modelar por una cadena de
Markov con matriz de transicion dada por:

0 0 1)2 0 0 0 0 0
/3 0 1/3 0 1/3 0 0 0 0
0 O 0 0 1/2 0 0 0
13 0 0 0 1/3 0 1/3 0 0
P=|o0o 14 0 1/4 0 1/4 0 1/4 0
o o0 1/3 0 1/3 0 0 0 1/
0 0 12 0 0 0 1/2 0
0 O 0 1/3 0 1/3 0 1/3
0 0 0 0 1/2 0 0

3

1/2

En esta paqueteria markovchains las cadenas se manejan como objetos markovchain, a partir de la
matriz de probabilidades de transicion y el nombre de los estados. La forma en que hemos capturado la
cadena del laberinto es

;Plabj-array(c(0,1/3,0,1/3,0,0,0,0,0,.5,0,.5,0,.25.,0,0,0,0,0,1/3,0, + 0,0,1/3,0,0,0,.5,0,0,0,.25,0,.5,0,0,0,1/3,0,1/3,0,1/3,
+0,1/3,0,0,0,.5,0,.25,0,0,0,.5,0,0,0,1/3,0,0,0,1/3,0,0, + 0,0,0,.25,0,.5,0,.5,0,0,0,0,0,1/3,0,1/3,0),dim=c(9,9))
;Labj-new(”markovchain” ,transitionMatrix=Plab)

A partir de este ejemplo podemos proponer varias preguntas que podemos responder con presicién si
existe solucién analitica o por medio de herramientas de simulacion en caso contrario.
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Figura 4.2: Laberinto

1. ;Cuénto tarda la rata en promedio en encontrar la comida si comienza en el cuarto ¢?

Hemos utilizado la funcién rmarkovchain para componer una funciéon que calcula el resultado
numéricamente al determinar un ndmero de trayectorias y la casilla de la cual se va a partir,
llamada Lab.TLlegada (ver B.3.3). Supongamos que la rata inicia en la casilla 1, los resultados se
muestran en el Cuadro 4.1.

Trayectorias Real Estimado

1 10 12.000000 11.400000
100 12.000000 12.260000

3 1000 12.000000 13.188000

Tabla 4.1: Estimados del tiempo para llegar a la comida desde 1

2. Si quitamos la comida y simplemente registramos la trayectoria de la rata, jcudl es la probabilidad
de que se encuentre en el cuarto j en el paso k si comienza en i?

De manera muy similar podemos simular trayectorias registrando el niimero de éxitos en los casos en
que, partiendo de i, ocurrié que el k-ésimo estado fue j. La implementacién sugerida puede realizarse
con la funcién Lab.Pijk (ver B.3.4). Tomando por ejemplo i = 1, j =5 y k = 10 pasos, obtenemos
los resultados desplegados en el Cuadro 4.2.

Trayectorias Real Estimado
1 10 0.333333  0.500000
2 100 0.333333  0.170000
3 1000 0.333333  0.191000

Tabla 4.2: Estimados de la probabilidad P(1,5)(10)

3. Si de nuevo seguimos solamente la trayectoria sin comida, jestamos seguros de regresar al punto
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inicial?
Intuitivamente podemos pensar que la rata podria siempre recorrer todo el laberinto, la funcion
is.irreducible nos puede hacer comprobar si la cadena es irreducible: is.irreducible(Lab) [1]

TRUE de modo que podemos concluir que todos los estados son recurrentes, y que f;1 = 1 para
toda i € E, donde fij(n) = P(X,, = j, X1 # J,. .., X1 # j|1Xo =14) y fij = D50 fij (k).

4. Si agregamos la comida, jcudntas veces regresard la rata al cuarto inicial antes de encontrar la
comida?

También a partir de trayectorias, podemos considerar la pregunta como un problema de primera
visita, pero primero hay que saber cudntas veces paso por el inicio antes de llegar a la comida. Lo
cual estd implementado en Lab. jpori (ver B.3.5), mostramos entonces los resultados para el inicio
en 1 y la comida en 9, los resultados se encuentran en el Cuadro 4.3.

Trayectorias Recurrencias

1 10 1.100000
2 100 1.140000
3 1000 1.022000

Tabla 4.3: Estimados de los regresos a 1 hasta llegar a la comida

De este modo se pueden dar las aproximaciones frecuentistas de las probabilidades deseables, que serdan
mas precisas a medida que corramos mas trayectorias en las funciones.

Ejemplo 4.1.3. El problema de la luvia.
Suponga que un actuario se traslada todos los dias de su casa a la oficina por las mananas y regresa por
las tardes. Cada vez que estd a punto de trasladarse comprueba antes si esta lloviendo (lo cual ocurre

independientemente cada manana o tarde con la misma probabilidad p) para buscar uno de los dos para-
guas que posee para salir. Cuando no esta lloviendo no se lleva ningin paraguas.

Una motivacién natural para modelar este problema es conocer la probabilidad de que el actuario se moje
debido a que no tiene paraguas disponibles para salir.

Notemos que la cantidad de paraguas que tendra disponible al realizar un traslado, no dependerd de
cuantos traslados haya realizado con anterioridad. De modo que el siguiente proceso resultara ser una
cadena de Markov:

X,, = La cantidad de paraguas disponibles en el destino del n-ésimo traslado.

Notemos que el espacio de estados estd dado por E = {0,1,2} y la matriz de transicién correspondiente
a la dindmica es:

1-p »p 0
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Una observacién es que esta modelacion puede en caso en que el actuario poseé r paraguas, y se lleva un
paraguas cada vez que estd lloviendo. En tal caso el espacio de estados es E = {0,1,2,...,r} y la matriz
de transicién es de tamafno r + 1.

Con la funcién Par.markov (ver B.3.6) podemos generar el objeto markovchain que representa esta
cadena para r paraguas. Usaremos este modelo para ilustrar las principales funciones de la paqueteria
markovchain.

Supongamos que el caso de dos paraguas y p = 1/2, si llegamos a necesitar cosas sencillas de un ob-
jeto markovchain que tal vez no declaramos nosotros como la probabilidad p;; o la distribucién de
X, Xn—1 =1 (el renglén del estado i de la matriz), podemos usar las funciones transitionProbability
y conditionalDistribution respectivamente:

(Par2j-Par.markov(2,.5) jPar2 Unnamed Markov chain A 3 - dimensional discrete Markov Chain de-
fined by the following states: 0, 1, 2 The transition matrix (by rows) is defined as follows: 0 1 2 0
0.0 0.0 1.0 1 0.0 0.5 0.5 2 0.5 0.5 0.0  tPj-transitionProbability(Par2,”17,°1”) ;tP  [1] 0.5 ;cDj-
conditionalDistribution(Par2,70”) ;cD 012001

Al hablar de una cadena de Markov, tenemos como primer interés conocer caracteristicas de la cade-
na como las clases de comunicacién y el tipo de estados que tiene, podemos pensar que en este ejem-
plo no tiene estados absorbente ni transitorios y si todos los estados son recurrentes. Podemos aplicar
absorbingStates, transientStates e is.irreducible respectivamente para conocer tales caracteristi-
cas.

;absorbingStates(Par2) character(0) ;transientStates(Par2) character(0) jis.irreducible(Par2) [1]
TRUE

El output character (0) representa al conjunto como vacio. Ahora, de saber que es irreducible tenemos
la certeza de que la funcién steadyStates nos proveera de la distribucion estacionaria de la cadena.

.DEj-steadyStates(Par2) ;)DE 012][1,] 0.2 04 0.4

Las probabilidades de primera visita tienen la complicacién de hablar de las posibles trayectorias donde
estrictamente se empieza en ¢ y que llegan por primera vez a j exdctamente en el paso n. Por lo que se
necesita realizar una procesion de calculos, para evitar j antes de haber realizado n transiciones, los cuales
se implementa en firstPassage que calcula una matriz de tantos renglones como pasos especificados y
tantas columnas como estados de la cadena.

Entonces para calcular f;;(n) habra que pedir n renglones y escoger la columna representante del destino.
Por ejemplo, buscamos la probabilidad de que en una mafniana tengamos un paraguas en la casa, uno en la
oficina y que hasta la mafiana siguiente (dos pasos) se tenga la misma cantidad, representada por fi1(2),
tiene respuesta una repuesta analitica sencilla pues representa una trayectoria tinica

11
2 = = —_-— = —
f1,1( ) P1,2P2,1 99

se puede calcular con la funcién de la siguiente formas:

i Trans2j-firstPassage(Par2,71”,2) ;Trans2[2,2]El estado 1 corresponde a la segunda columna [1] 0.25
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La utilidad principal de este modelo es lograr tener una idea de la cantidad de veces que el actuario va
a mojarse. Lo cual puede ocurrir cuando no tiene sombrillas disponibles en algiin paso. Para lo cual, se
puede encontrar la distribucién estacionaria m de la cadena, podemos decir que la probabilidad de estar
sin paraguas transcurrido el tiempo es la entrada my y que dada la probabilidad de lluvia p, entonces la
proporcién de veces que se moja es
p(1—p)

-p

pmo =

que en su caso, con ayuda de markovchains, para el ejemplo se calcularia ;mojj-.5*DE[1] jmoj [1] 0.1

De manera similar se puede encontrar analiticamente la respuesta analitica para este problema con el caso
de r paraguas, de modo que podemos comprobar la utilidad de la paqueteria cuando podamos manejar
una cadena de Markov con caracteristicas mas complejas.

Ejemplo 4.1.4. Cadena de Ehrenfest. Se tienen dos urnas , entre ambas hay un total de N bolas. En
cada paso se elige una de las bolas al azar y se cambia de urna. Si X, = ndmero de bolas en la urna A
después de n ensayos, entonces X = {Xp}n>0 define una cadena de Markov.

La distribucion estacionaria de esta cadena es unica y proporciona la forma en que se comporta des-
de el inicio pues la evolucion se mantiene desde el principio. Con la funcion Ehr.markov (ver B.5.7) nos
ayudard a generar el objeto markovchain para N bolas.

Por otro lado, podemos encontrar la forma en que la frecuencia de los estados en trayectorias simuladas de
la cadena pueden aprorimar la distribucion estacionaria. Generando una cadena con N = 4 comparamos
la distribucion y la frecuencia de los estados en trayectorias. Dicha comparacion se presenta en la Figura

4.1

4.2. Simulacién de un proceso de Poisson

4.2.1. Simulacion de un proceso de Poisson homogéneo

Suponga que se quieren generar los primeros n eventos de un proceso Poisson N = {NNV; };>¢ de intensidad
A > 0. Para ello nos apoyaremos del resultado de que el tiempo transcurrido entre dos eventos sucesivos
cualesquiera son una sucesién de variables aleatorias independientes exponenciales de parametro A. De
manera que para generar un proceso Poisson basta con generar esos tiempos de interarribo.

1
Si generamos n numeros aleatorios Uy, Us,...,U, y hacemos X; = —Xlog U;, entonces las X; pueden

considerarse como los tiempos entre el (i—1)-ésimo y el i-ésimo evento de un proceso Poisson. Supongamos
que queremos generar la trayectoria de un proceso de Poisson en el intervalo finito [0, 7], podemos utilizar
el siguiente algoritmo. En este agoritmo ¢ se refiere al tiempo, I es el nimero de eventos que han ocurrido
al tiempo ¢t y S(I) es el tiempo acumulado hasta el ltimo evento.

Con el Algoritmo 33 vamos a hacer estimaciones de la forma usual, con la simulacién del proceso de
Poisson, para el siguiente ejemplo. La implementacién del Algoritmo 33 estd disponible en la funcion
PPoisson.$S (ver B.3.8).
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Figura 4.3: Aproximacién de la distribucion estacionaria para la cadena de Ehrenfest

Algoritmo 33 : Generacién de trayectorias de un proceso de Poisson

1: Hacert=0,1=0
2: Generar U ~ U(0,1)
1
3: Hacert =t — X logU. Sit > T, detenerse

4: En caso contrario, hacer I =T+ 1y S(I) =t
5: Ir al paso 2.
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Ejemplo 4.2.1. Reclamaciones de una compania aseguradora. Suponga que las reclamaciones
es una compania de sequros ocurren de acuerdo a un proceso de Poisson con intensidad diaria A = 2.
Generando trayectorias del proceso de Poisson correspondiente, responderemos la siguientes preguntas.

1. ;Cuél es la probabilidad que en una semana se presenten 5 reclamaciones?
Mediante el uso de la funcién PPoisson.P (ver B.3.9) damos el estimado numérico por simulaciones
presentados en el Cuadro 4.4

Trayectorias Real Estimado
10 0.003727  0.000000

100 0.003727  0.000000

1000 0.003727  0.008000

10000 0.003727  0.005100

=W N

Tabla 4.4: Estimados de la probabilidad P(N7=5)

2. ;Cuadl es el nimero de reclamaciones esperadas en un mes? La funcién PPoisson.E (ver B.3.10) nos
ayuda a responder esta pregunta en el Cuadro 4.5.

Trayectorias Real Estimado

1 10 60 60.100000
100 60 60.660000
3 1000 60 59.925000

Tabla 4.5: Estimados de E(N30)

3. (Cudl es el tiempo esperado hasta la octava reclamacién? La funcién PPoisson.TE (ver B.3.11) nos
ayuda a responder esta pregunta en el Cuadro 4.6.

Trayectorias Real Estimado

1 10 4 3.977408
100 4 3.716444
3 1000 4 4.040420

Tabla 4.6: Estimados de E(S8)

Notemos que la metodologia de la respuesta 1, con algo de espera, nos puede ayudar a aproximar probabi-

lidades cuya respuesta analitica no es posible calcular cuando At o x son muy grandes como para calcular
(At)* o x!.

Ejemplo 4.2.2. Reclamaciones por monto de una compania aseguradora Suponga que las re-
clamaciones se han categorizado segin el monto de reclamacion. Si se tienen 5 diferentes categorias con
vector de probabilidades p = (1/9,1/18,3/18,1/18,10/18) para cada categoria. Si ademds suponemos que
las reclamaciones se presentan de acuerdo a un proceso de Poisson con intensidad diaria A = 3. Genera-
mos trayectorias para dar solucion a las siguinetes cuestiones.

1. ;Cudl es la probabilidad que en una semana se presenten 5 reclamaciones de la categoria 57 Sabiendo
que los procesos son independientes entonces puede encontrarse como

5 5
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Lo cudl nos da un ejemplo de una estimacion por simulacion de casos favorables altamente costosa en
tiempo de implementacién pues necesitarfamos mas de 10%3 simulaciones para notar algin resultado.

2. ;Cual es el nimero de reclamaciones esperadas en un mes de cada categoria? También por ser
independientes se puede calcular con facilidad, por ejemplo para la categoria 1 seria:

E[N3y] = Ap1(30) = 3(1/9)(30) = 10

Estimamos de esta forma con el parametro nuevo en el Cuadro 4.7

Trayectorias Real Estimado

1 10 10 9.700000
100 10 10.430000
3 1000 10 10.051000

Tabla 4.7: Estimados de E(N1,30)

3. ;Cual es el tiempo esperado hasta la octava reclamacién de la categoria 17 De la misma forma,
como proceso independiente, el tiempo de espera del N' distribuye como una variable aleatoria
Gamma(n, Ap1), por lo que el tiempo de esperado es

8 8

E[Si]=—=-—-=24

que podemos estimar en el Cuadro 4.8

Trayectorias Real Estimado

1 10 24 20.097691
100 24 24.773836
3 1000 24 23.895054

Tabla 4.8: Estimados de E(S8)

4. Si en una semana se presentan 3 reclamaciones, jcudl es la probabilidad que todas sean del mis-
mo tipo? Para responder esta pregunta necesitamos generar las 5 trayectorias de las categorias
simultaneamente, lo cudl se dejard como ejercicio par el lector.

4.2.2. Simulacién de Proceso de Poisson no homogéneo

El proceso de conteo extremadamente importante para propdsitos de modelacion es el proceso Poisson
no homogéneo, el cual relaja el supuesto de incrementos estacionarios del proceso Poisson. Esto abre la
posibilidad a que la tasa de arribo no necesariamente sea constante, sino que pueda variar en el tiempo,
en esta seccién se presenta un algoritmo para simular trayectorias de este proceso.

Proposicién 4.1. Consideremos un proceso de Poisson no homogéneo N = {Ni}1>9 como en la Defi-
nicion ??. Supongamos que sup;soA(t) < X. Sea N* = {N;}i>0 un proceso de Poisson con pardmetro
A con tiempos de ocurrencia {T},>1 e independiente de una sucesion de variables aleatorias {Uy}n>1
independientes e identicamente distribuidas uniformes en el intervalo (0,1). Entonces, se puede simular
a N haciendo

Ny = Z Lirs <t,u,<a(Tr)}-

n>1
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La demostracién se deja como ejercicio para el lector.

Suponga que deseamos simular una trayectoria de un proceso de Poisson no homogéneo en un intervalo
de tiempo [0, 7] con funcién de intensidad A(t). El método que revisaremos a continuacién se conoce con
el nombre de muestreo aleatorio.

Este comienza eligiendo un valor A el cual es tal que
At) <A paratoda t<T.

Tal proceso Poisson no homogéneo puede generarse seleccionando aleatoriamente el evento tiempos de un
proceso Poisson con tasa A. Es decir, si un evento de un proceso Poisson con tasa A que ocurre al tiempo ¢
es contabilizado con probabilidad A(t)/\, entonces el proceso de los eventos contabilizados es un proceso
Poisson no homogéneo con funcién de intensidad A(t) para 0 <t < T

Por lo tanto, simulando un proceso Poisson y contabilizando aleatoriamente sus eventos, podemos generar
un proceso Poisson no homogéneo. De esta forma podemos describir el algoritmo deseado como sigue.

Algoritmo 34 : Proceso de Poisson no homogéneo
1: Hacert=0,1=0
2: Generar un nuimero aleatorio U ~ U(0, 1)
1
: Hacert =1 — N logU. Sit > T, detenerse

3
4: En caso contrario, generar otro nimero aleatorio U ~ U(0, 1)
5
6

:S1U < A(t)/A\ hacer I=T+1y S(I)=t
: Regresar al paso 2.

Nota 4.1. La justificacion de que el Algoritmo 34 genera trayectorias de un proceso de Poisson mo
homogéneo se sigue de la Proposicion 4.1.

La implementacién del Algoritmo 34 se presenta en la funcién PPoissonNH.S (ver B.3.12), la cudl puede
funcionar con cualquier funcién de intensidad A : RT U {0} — Rt U {0} acotada.

En la Figura 4.4 podremos apreciar la forma en que actiia la funcién de intensidad con la ocurrencia de
saltos cuando tenemos A(t) =t/2 y A(t) = 1 + sen(t).

Un resultado clasico de procesos estocasticos nos dice que, dado un proceso Poisson no homogéneo,
{X} :t >0}, de intensidad A(t) = fg A(u)du invertible, si definimos al proceso {N; : t > 0} por

Nt = XAfl(t) Vi Z 0,

ocurre que {N; : t > 0} es un proceso Poisson homogeneo de pardmetro 1. Sin embargo, con el propdsito
de simular un proceso Poisson no homogéneo, utilizaremos el resultado analogo siguiente:

Teorema 4.2. Sea {N; : t > 0} un proceso Poisson de parametro 1 y una funcion de intensidad A(t) =
fg AMu)du. Si definimos al proceso {X; :> 0} por

Xy :=Npgy 120,
entonces {X; : t > 0} es un proceso Poisson no homogéneo de intensidad A(t).

La demostracion de este resultado puede consultarse en el Teorema 4.3 en el Apéndice.
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Teorema 4.3. Sea {N; : t > 0} un proceso Poisson de pardmetro 1 y una funcidn de intensidad A(t) =

Ja A

enton

w)du. Si definimos al proceso {X; :> 0} por
Xt = NA(t) t Z O,

ces { Xy :t > 0} es un proceso Poisson no homogéneo de intensidad A(t).

Demostracion. 1. Primero notemos Xy = 0. Esto ocurre pues A(0) =0y Ny =0, por ser {N; : t > 0}

2.

Concl

4.2.3.

un proceso Poisson.

Probaremos que el proceso {X; : ¢t > 0} tiene incrementos independientes. Recordemos que A(t) > 0,
lo que implica que A(t) es una funcién no decreciente. Asi, si consideramos una coleccién arbitraria
de tiempos 0 < t; < ... < t,, ocurre que las evaluaciones de tales tiempos bajo la funcién A,
dados por 0 < A(t1) < ... < A(ty), mantienen el orden. Entonces, para una coleccion arbitraria de
tiempos 0 < t; < ... < ty, las variables aleatorias {Xy,,, — Xy}l = {Natiz) — NA(ti)}?;f son
independientes, debido a la propiedad de incrementos independientes del proceso Poisson {N; : ¢ >
0}, evaluado en los tiempos 0 < A(t1) < ... < A(ty,).

Demostraremos que la variable aleatoria X; — X tiene distribucién Poisson(A(t) — A(s)), a través
de su funcién generadora de momentos my,_x, (6). Debido al punto anterior ocurre que X; — X es
independiente a X, por lo que

E 9Xt)

mx,(0) = E(e
_ ( O(Xs+Xt— Xt))
E(™

JB( )

mx,(0)mx,—x,(0).

Se sigue que

mx,-x,(0) = éoi
(
(

uimos que X; — X tiene distribucién Poisson(A(t) — A(s)).

Simulacién de Proceso de Poisson compuesto

En esta seccién formalizamos de manera algoritmica la simulacién de un proceso de Poisson compuesto

X = {X;}+>0 donde

Ny
Xe=) Y,
1=1
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Algoritmo 35 : Proceso de Poisson Compuesto
1: Hacert =0, I =0.
2: Generar U ~ U(0,1)

1
3: Hacert =1t — N logU. Sit > T, detenerse
4: En caso contrario, generar hacer [ =1+ 1,y S(I) =t
5: Generar Y7 ~ F.
6: Hacer X7 = Zfil Y;
7: Ir al paso 2.

con N = {N;}+>0 un proceso de Poisson y {Y;};>1 una sucesién de variables aleatorias independientes
e identicamente distribuidas con distribucién F. El siguiente algoritmo describe la manera de simular
trayectorias de X en el intervalo de tiempo [0, 7.

La funcién PPoiCE. S (ver B.3.13) ejemplifica el caso en que las saltos siguen una distribucién exponencial.
Con lo anterior podemos también implementar la simulacién del modelo de Cramér-Lundberg, con el que
es posible obtener trayectorias del capital de una compania de seguros a través del tiempo para estimar
resultados de interés, como la probabilidad de ruina o tiempo esperado de ruina, como se muestra en la
Figura 4.2.3 para el caso de arribos exp(.4) y saltos exp(.8) con un capital inicial de 10 unidades.

4.2.4. Simulacién de Proceso de Poisson Espacial

En esta seccion introduciremos un modelo para la distribucién de puntos en el espacio bajo ciertas
heterogeneidades, mejor conocido como Poisson Espacial.

Algunos conceptos previos se pueden consultar en A.3.5.

Proposicion 4.2. Un proceso Poisson espacial X con medida media p satisface que

1. Para cada S, ocurre que X (S) ~ Poisson(u(S)).

2. Cuando Sh, ..., Sy son conjuntos disjuntos, las variables aleatorias {X(S;)}i_; son independientes.

Demostracion. Ver A.18. O

Ejemplo 4.2.3. Tomemos el caso particular en que A(t) =\ > 0. En este caso

M(S):/Adt:)\/dt:)\S],
S S

para todo S integrable; donde |S| denota al n-volumen del conjunto —S— (en el caso en que n = 1, el
n-volumen es la longitud, para n =2 el drea, para n = 3 el volumen usual). Al proceso Poisson que tiene
por medida media (1(S) = A|S| se le conoce como proceso Poisson espacial homogéneo. El caso n = 1
corresponde al proceso Poisson homogéneo usual (aunqgue definido en toda la recta real). La Ecuacion

(A.2), para una coleccion de intervalos disjuntos {(A;i, b;]}i_,, en este ultimo caso se transforma en

T IA(b; — a;)]FiemAbi—ad)
P(X(a1,b1] = ki,..., X(ar, b = k) = H [A( )]1' ‘

i=1
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Figura 4.5: Modelo de Cramer-Lundberg

Ejemplo 4.2.4. Consideremos una funcion A : R — R no decreciente y derivable, con funcion derivada
A. Debido a que A es no decreciente, A es no negativa. Definamos a p a través de A, por medio de la
Ecuacion A.1. Entonces el proceso Poisson espacial X, definido en la recta real, coincide con la definicion
de un proceso de Poisson no homogéneo con intensidad A. La Ecuacion (A.2) toma la forma aqui:

r A N1ki p—(A(bi)—A(as))
P(X<a17 blI = ki, --'aX(am brI - kT) = H IA(bZ) A(al)Ik,e ’

=1

para intervalos disjuntos.

Tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion 4.3. Sea X un proceso de Poisson espacial en R™ con medida media p. Sea S C R™ un
conjunto integrable tal que pu(S) < oo. Condicionado al evento {X(S) = n}, para todo Ay,...,A, C S
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disjuntos e integrables ocurre que

n

P(X(Al) =N, ,X(Ak) = nk]X(S) = n) = (Ao)nop(Al)nl...p(Ak)nk,

nolnl!...nk!p
para todas los valores {n1,...,n} tales que Y, 4 kn; =n. Aquip es la funcion de conjuntos (subconjuntos
de S) definida por p(A) := &) "ol valor ng = n—y i 1n; yAg:= S\ ( Ui, AZ). En otras palabras, condi-

n(S)”
cionado al evento { X (S) = n}, el vector (X (Ap), ..., X (A)) distribuye Multinomial(n,r,p(Ag), ...,p(Ay)).

Demostracion. Ver A.19. O

Una observacién importante es que en el caso en que u(-) = A| - |, la Proposicién A.19 nos dice que

(X (Ap), ..., X(A,)) tiene distribucién Multinomial (n, T, %), ey %’l"). Esto implica que los n puntos (a

los cuédles estamos condicionando al proceso X a tener en el conjunto S) estan distribuidos de forma
independiente y uniformemente sobre el conjunto S. Note como esto generaliza una propiedad similar
para el proceso Poisson homogéneo en [0, 00).

La observacion anterior nos permite simular con facilidad a un proceso Poisson homogéneo en R con tasa
A en un subconjunto S. El algoritmo es el siguiente.

Algoritmo 36 : Proceso de Poisson alternativo

1: Simular una variable aleatoria N con distribucién Poisson(\|S).
2: Dado N = n, simular n variables aleatorias independientes uniformes en S.
3: Devolver las posiciones de las n variables aleatorias generadas.

Note que en el pentultimo paso, para simular una variable aleatoria uniforme en un conjunto integrable y
acotado S basta simular variables aleatorias en una caja [a1,b1] X ... X [an, by] que contenga a S y utilizar
el método de aceptacion-rechazo para asegurarnos que tal punto pertenece a S.

Habiendo implementado el algoritmo anterior, podemos generalizar el método propuesto para simular
un Proceso Poisson no homogéneo en [0,00) para simular un proceso Poisson espacial con tasa A(t).
Supondremos que la tasa A(t) es acotada en S, es decir, existe A* tal que A(t) < \* para todo t en S.

Algoritmo 37 : Proceso de Poisson espacial

1: Simular una variable aleatoria N con distribucién Poisson(A*|S]).

2: Dado N = n, simular n variables aleatorias independientes uniformes en S, denotadas por
{X1, ..., X}
3: Simular {Uj, ..., U, } variables aleatorias uniformes en (0, 1) independientes.

. X,
4: Para cada i, conservar al punto X; cuando ocurra que U; < (/\* ),

5: Devolver los puntos que fueron conservados.

La prueba de que el algoritmo anterior funciona es analoga a la prueba de que el algoritmo para Proceso
Poisson no homogéneo en [0, c0) funciona.

Para ilustrar el algoritmo del Proceso Poisson Espacial, se deja como ejercicio al lector 19
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4.3. Simulacion del Proceso de Saltos de Markov.

La caracteristica crucial para la simulacion de un Proceso de Saltos de Markov es la indepencia de
los tiempos de estancia, cuya distribucién es exponencial con parametros correspondientes a la tasa
de intensidad del estado. De este modo, al concluir un tiempo de estancia simulado sabemos con que
probabilidad se dara un salto a un estado distinto necesariamente.

Por el Teorema A.10 se tiene que la forma de simular un Procesos de Saltos de Markov, a traves de una
trayectoria por tiempo de estadia se presenta a continuacién.

Algoritmo 38 : Proceso de Saltos de Markov

. Inicializar tg. Generar Yy de la distribucién inicial de Y . Hacemos Xg = Yy y n = 0.
Hacemos Y,, = ¢

Generamos Tj, 11 ~ exp(q;).

Hacemos t,,+1 = tp + Thy1.

Ahora X, =Y, parat, <t <ty

Generamos Y+ de la distribucién correspondiente de K.

Ahora n = n + 1, regresamos al paso 2.

Para poder generar un trayectoria del Proceso de Saltos de Markov hay que considerar una matriz de
intensidades compatible con las caracteristicas del generador infinitesimal que representa los parametros
necesarios, en la funcién PSM. S (ver B.3.14) implementamos el algoritmo. Veamos en la Figura 4.3 usando
la matriz de intensidades

~0.5 0.25 0.25
Q=| 04 -1 06
0.1 01 -0.2

y una distribucién inicial 7 = (1/3,1/3,1/3).

4.4. Simulacién de procesos con valores continuos

4.4.1. Simulacién del Movimiento Browniano y sus transformaciones

Definicién 4.1. Un Movimiento Browniano Estindar (MB) es un proceso B = {B; : t > 0} markoviano
con incrementos estacionarios e independientes tal que

1. P[Bp=0] =1,
2. B tiene trayectorias continuas casi seqguramente, y

3. By — Bs ~ N(0,t — s), V0o <s<t.

Este proceso es un proceso fundamental en la teoria de procesos estocasticos. La primera razén para ello
es que es un proceso continuo andlogo a la caminata aleatoria simple; su dinamica es simétrica en la
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Figura 4.6: Trayectoria de un proceso de saltos de Markov

posicién y equiprobable. La segunda razén es su universalidad. En matematicas, la universalidad de un
modelo significa que aparece constantemente: asi como la distribuciéon normal aparece como un limite de
sumas (centradas y escaladas) de variables aleatorias independientes y arbitrarias (bajo algunos supuestos
generales), el Movimiento Browniano aparece como el limite (centrado y escalado) de procesos arbitrarios
(bajo algunos supuestos generales).

Las trayectorias del movimiento Browniano son no diferenciables en ninguna parte y satisfacen fractali-
dad, es decir, que un intervalo seleccionado de las valuaciones del Movimiento Browniano, tras escalarse,
sigue teniendo la misma distribucién que la trayectoria del Movimiento en [0,1]. A pesar de tener tales
extrannas propiedades, hay muchas cantidades que pueden calcularse debido a que los incrementos tienen
la distribucién normal y son independientes. En la literatura puede encontrarse una enciclopedia de re-
sultados sobre las probabilidades de que las trayectorias satisfagan una caracteristica dada. Esto afianza
mas atin su uso en modelos aplicados.
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Un Movimiento Browniano (no estdndard) de pardmetros p (media o deriva), y 0? > 0 (coeficiente de
difusién o volatilidad) es un proceso que satisface las mismas propiedades que el Movimiento Browniano
estandar pero tal que

By — By ~ N(u(t — s),0%(t — 5)), 0<s<t.

4.4.2. Construccion de Lévy del Movimiento Browniano

Esta construccién se basa en interpolaciones lineales entre puntos provenientes de una distribucién Normal
estandar.

El objetivo es construir un Movimiento Browniano en el intervalo [0,1] como un elemento aleatorio en el
espacio C[0,1] de las funciones continuas en [0,1]. La idea es construir la distribucién conjunta correcta
del Movimiento Browniano paso a paso en los conjuntos finitos:

Dn:{;:ogkgw}

de puntos diddicos. Posteriormente interpolamos los valores en D,, de manera lineal.El resultado de

Lévy asegura que el limite de estas funciones continuas existe y tiene la distribucién de un Movimiento
o0

Browniano. Para ello, definamos D = |J D, y sea {Z; : ¢ € D} una coleccién de variables aleatorias

n=1
independientes con distribucién normal estdndar . Sea B(0) := 0y B(1) := Z; . Para cada n € N podemos

definir variables aleatorias B(d) tales que:

1. Parar < s < ten D,, la variable aleatoria B(t) — B(s) distribuye normal con media cero y varianza
t-s, y B(t) — B(s) L B(s) — B(r).

2. Las colecciones (B(d) : d € Dy) y (Z; € D\ D,,) son independientes.

Notemos que si n=1, la construccién solo comprende al conjunto Dy = {0,1}. Cuando n > 2, definimos
a B(d) para d € D, \ D,,—1 como sigue:

_BA-2") 4 Bd+2™) | Z

B(d) =
Formalmente definimos:
1 t=1
interpolacion lineal t € (0,1),
y paran > 1
—(n+1)
272 Z; t€ D, \ Dy
Fn(t) = 0 te Dn—l

interpolacion lineal en puntos consecutivos de D,,.

A continuacién mostramos una grafica de un Movimiento Browniano generado por el algoritmo de la
construccion de Lévy.

A partir del Movimiento Browniano podemos definir mas procesos como sus transformaciones.

89



o _| o_l o _|
[=} [=} [=}
o~ o~ o~
7 7 7
< < <
7 7 7
© © . ©
o o - = o -
[ ] ~ [
= L
— +
= =
= w >
o * —
LL = LL
@ @ «® i @
S L o E o
[ [ S [
[
e e e
T T T
o~ o~ o~
T T T
<~ <~ <~
T T T |
I I I I I I I I I I I I I I I I I I
0.0 0.4 0.8 0.0 0.4 0.8 0.0 0.4 0.8

Figura 4.7: Movimiento Browniano mediante construccién de Lévy

Definicion 4.2. Un movimiento Browniano geométrico G estd definido como la siguiente transformacion
del Movimiento Browniano estdndar B:

Gy = Goexp{<u— U;)t—i—aBt}.

Cabe mencionar, que en el modelo de Black-Scholes-Merton, se supone que el activo financiero tiene un
comportamiento aleatorio modelado por un Movimiento Browniano Geométrico.

Simulemos al Movimiento Browniano Geométrico utilizando la transformacién anterior siguiendo la idea
de la construccién de Euler para el Movimiento Browniano.

Ejemplo 4.4.1. Generaremos un Movimiento Browniano Geométrico con los siguiente pardmetros: Gy =
0.5, 0 =0,0=0.05¢t=1yn=1000.
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Algoritmo 39 : Simulacién del Movimiento Browniano mediante la construccién de Lévy

1: Generar los conjuntos D; tal que i < n.

2: Para cada punto d € D; \ D;y; definimos a B(d) = B(d_Qﬂ)EB(dHﬂ)) + Za.
272
3: Regresar al punto anterior cuando i < n.
Algoritmo 40 : Simulacién del Movimiento Browniano Geométrico
1. Generar una particién equidistante de n  puntos del intervalo [0,¢], P =

[tilti =L, tg = 0,t, =1,0 <i < n]

2: Para cada punto en la particién ¢; tal que 0 < ¢ < n , generar un punto del Movimiento Browniano
correspondiente al intervalo [t;,¢;—1].

3: Notemos que multiplicar y sumar constantes afectan de manera determinista al Movimiento Brow-
niano, pues son reescalamientos y traslaciones respectivamente, obteniendo asi (y — "72)15, + oB(t;).

4: Finalmente aplicar la transformacién exponencial G exp ((u - %)tZ +oB (ti)), donde Gy es un valor

inicial dado por el usuario.

Definicion 4.3. Un proceso de Ornstein-Uhnlenbeck o proceso de Vasicek es un proceso X definido como
la siguiente transformacion del Movimiento Browniano estdndar B:

O.e—at

X, = Xpe @ 4+b(l—e )+ ——
t 0 ( ) \/%

B(e2 — 1),

Este modelo se utiliza ampliamente para modelar tasas de interés o demogréficas. Tiene la desventaja
de que tiene posibilidad de tomar valores negativos. El pardmetro b representa la media a largo plazo, al
parametro a se le conoce como velocidad de reversién hacia la media, y o es la volatilidad del proceso.

Para llevar a cabo la simulacién notemos que los primeros dos sumandos del proceso son deterministas,
es decir, no tienen parte aleatoria. Sin embargo, el tltimo término depende de un Movimiento Browniano
con escala; una funcién del tiempo.

Para poder utilizar el algoritmo de Euler, tenemos que elegir una particién adecuada del intervalo [0, ¢].
Definamos la transformacion u(s) = % Notemos que simular B(s) en puntos de la forma {u(s) : s €

[0,%]}, es equivalente a simular B(exp (2as) — 1) en puntos de la forma {s: s € [0,¢]}.

Algoritmo 41 : Simulacién del proceso de Ornstein-Uhnlenbeck.

1: Genera la particién P = {ti\ti = %,to =0,t,=t,0<i< n}

2: Generar la particién () mediante la transformaciéon S(t;) = %

3: Para cada ¢; € Q y 0 < i < n generamos puntos del Movimiento Browniano.

4: Finalmente definimos X, = Xgpexp(—ag;) + b(1 — exp(—agq;) + mB(exp@aqi - 1)) =

V2a
Xo exp(—ag:) +b(1 — exp(—agi) + T Blexp(ti).

Ejemplo 4.4.2. Generaremos un proceso de Ornstein-Uhnlenbeck con los siguiente parametros: a = 0.01
b=0.08 ¢ =0.005 y x¢g = 0.04.

4.4.3. Simulacion de Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

En esta seccién desarrollaremos métodos para simular a las soluciones a ecuaciones diferenciales estocasti-
cas. La mayoria de los métodos de simulacién para este tipo de procesos estdn basados en aproximaciones
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Figura 4.8: Aproximacién del Movimiento Browniano Geométrico por Transformaciones del Movimiento
Browniano

discretas de la solucion continua.

4.4.4. Método de Euler

Consideremos un proceso de difusién X = {X;};>0 que es solucién a la ecuacién diferencial estocdstica

dXt = ,u(Xt, t)dt + O'(Xt, t)th

con valor inicial determinista X;, = x¢ y un nivel de discretizacién
O=to<ti <..<t,=T
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Figura 4.9: Aproximacion del proceso de Ornstein-Uhlenbeck por Transformaciones del Moviento Brow-
niano

en el intervalo [0, T]. La aproximacién de Euler de X es un proceso estocéstico continuo Y, que satisface
el siguiente sistema iterativo:

Vi, =Y, + u(Ys,, t) At + o(Ys,, t) AW,

i+1
parai=20,1,....n—1,con Yg=x¢ y
Aty =tiy1 — i,
AWZ = WtH_l - Wt”

por lo que AW; ~ N(0, At;).

Entre cualesquiera dos momentos de observacién t; y t;+1, el proceso puede ser definido por una inter-
polacién diferenciable. Una propuesta natural es considerar una interpolacién lineal para Y;, definida
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por

t—t;

141

_Ytz)

41

para t € [t;,t;y+1). Ocurre que el método de Euler tiene un orden fuerte de convergencia con 7 = 1/2 (ver
?7).

Ejemplo del método de Euler

Aqui, se presenta una simulacién de un proceso de difusién con el esquema de Euler, consideramos el
) b
proceso de Ornstein-Uhlenbeck, que es una solucién de la ecuacion diferencial estocastica

dXt = Oé(b — Xt)dt + O'th,

donde @ > 0, 0 > 0 y b € R son los pardmetros del proceso y W es un proceso de Wiener estandar. Si
suponemos que Xo = 0 y consideremos un intervalo de realizacién [0, 1] con un nivel de discretizacién
0=ty <t <..<ty,=1, donden =100y At; = 0.01, para todo i = 1,2,...,n — 1, entonces el método
de Euler nos da la siguiente aproximacion:

Vi, =Y, +a(b—Y,)At; + c AW,

i+1

En la siguiente Figura 4.10 se presenta una realizacién del proceso cuando o = 0.5, 0 = 2.5y b=0en el
intervalo [0, 1].

4.4.5. Método de Milstein

El esquema de Milstein es un refinamiento del modelo de Euler cuyo objetivo radica en reducir el error
de discretizacién y no se debe confundir con un modelo de reduccién de varianza.

En la aproximaciéon de Milstein se utiliza el lema de It0, perteneciente a la teoria del Calculo Estocastico,
para aumentar la precision en la aproximacion mediante la incorporacién del término de segundo orden.

Considerando la discretizaciéon del tiempo de la siguiente manera 0 = ¢y < t1 < .... < t,, = T. Para cada
1=20,1,...,n — 1 esta aproximacién se puede escribir como sigue:

Y

i+1

= Vi, u(¥i 1)t + (Vi 1) AW; + 5o (¥ )0 (Y, ) [(AW)? — Aty
Con
Ati =t —t;,
AW; =W, — Wi,
por lo que AW; ~ N(0, At;).

De donde no es dificil demostrar que AW; = /At;Zy,,,, con Z;, ., ~ N(0,1). Por lo que simular Y}, , se

reduce a simular;

i+1
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Proceso de Ornstein—Uhlenbeck (alfa=.5,sigma=2.5)

Estados
0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
| | | | |

0.05
I

0.00
I

I I I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Tiempo

Figura 4.10: Aproximacién del proceso de Ornstein-Uhlenbeck por el Método de Euler

1
Yti+1 = Y;fz + :U*(Y;fivti)Ati + U(Kfmti) \% AtiZti+1 + QU(thti)UI(thti)AtiI(ZtiH)z - 1I'

Tal aproximacién tiene convergencia débil y fuerte de orden uno. Para mas informacién consultar (ver
A6).

Ejemplo de Método de Milstein

Para ejemplificar el uso de este método de simulacién consideremos el movimiento Browniano geométrico,
el cudl es solucion a la ecuacién diferencial estocédstica

dX; = 01 Xedt + 05X dWs.

95



Para este proceso, tenemos que u(z,t) = 61z, o(x,t) = Oz y or(x,t) = 03. Asi, el esquema de Milstein
para este proceso es:

1
Vi = Yo+ 01Yi At + 02Y, AW, + S03Y3, [(AW)? — Aty]

2
= Y. (1+6,At —02At + 02 AW; +9 (AW;)?)

9 02
= }/ti(l + 01 At; — ;Ati + 92\/@215#1 QAtZ tz+1)

Con Z;,,, ~ N(0,1).

Supongamos Xy = 5 y consideremos un intervalo de realizacién [0,1] con un nivel de discretizacién
0=ty <t <..<t,=1,paratodoi =1,2,...,n — 1. Presentamos una simulacién de este proceso
usando 6 = (1.0,0.5) en el intervalo [0, 1]. Presentamos una grafica de tal simulacién.

4.4.6. La paqueteria sde

La paqueteria sde

Ahora que conocemos la implementacion bajo discretizacién, podemos encontrar algunas de la ecuaciones
diferenciales estocdsticas mas comunes o usadas en la practica implementadas en la paqueteria sde.

En los ejemplos anteriores mencionamos al proceso de Ornstein-Uhlenbeck, también conocido como pro-
ceso de Vasicek, que se ha utilizado para modelos diversos: procesos bioldgicos y fisioldgicos, tasas de
interés, tasas mortalidad, etc. El Movimiento Browniano Geométrico, conocido también en la literatura
como Black-Scholes-Merton (BS), modela el precio de activos financieros. Otro proceso muy ttil, conocido
como proceso de Cox-Ingersoll-Ross (CIR), estd definido como solucién de la siguiente ecuacién diferencial
estocastica,

dX; = (01 — 92Xt)dt + 034/ X1d By,

donde 01,02,«93 >0y 201 > 9%

Bajo el esquema me Milstein, tenemos que:

/L(Xt,t) = 91 - (92Xt.

o (X, t) = 057/X,.




Movimiento Browniano Geom'etrico (1,.5)

Estados

I I I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Tiempo

Figura 4.11: Aproximacién del Movimiento Browniano Geométrico a través del Método de Milstein

Consideremos la siguiente particién del intervalo [0, 1] como: 0 =ty <t} < ... < t, =T
Entonces, bajo el esquema de Milstein:

92
X = Xy, + (01— 02Xy) (tig1 — ) + O3/ Xy /tiv1 — tiZy, + Zg(tiJrl —t:)(Z}, - 1)

con {Z;,} variables aleatorias normales independientes.

Simulamos el Modelo CIR utilizando lo anterior para 6; = 1.2, 0, =1, 03 =0.3, T =1y n = 100 con
valor inicial Xy = 0.1

Ahora si realizamos la transformacién Y; = 2¢X;, obtenemos que el proceso Y tiene distribucién marginal
condicional al valor inicial conocida (x? no central); a partir de esto se puede encontrar la distribucién
condicional del proceso original

XtIXO ~ X%y,n)
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Modelo CIR mediante Esquema de Milstein

Estados
0.2 0.4 0.5 0.6 0.7

0.1

I I I I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Tiempo

Figura 4.12: Modelo CIR bajo Esquema de Milstein

donde v son los grados de libertad y 7 el parametro no centralizado

20,

TRty

46,

V= ———
2
I93

n= x06_92t.

Este proceso tiene la particularidad de mantenerse en valores positivos siempre, lo cudl es una carac-
teristica deseable en modelos de tipos de cambio o de tasas.

En cada uno de los ejemplos anteriores, dado que se conoce la distribucion condicional, puede simularse el
proceso como variables aleatorias condicionados al valor de X y para un intervalo de tiempo arbitrario. El
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lenguaje de programacién R tiene precargadas la funcién de densidad (dc), funcién de distribucién (pc),
cuantil (qc) y simulacién (rc) de tales marginales, bajo la nomenclatura OU para Ornstein-Uhlenbeck, BS
para el Browniano Geométrico y CIR para Cox-Ingersoll-Ross.

De modo que si desearamos realizar una simulacién del proceso CIR de pardmetro 6 = (1,2,1), A = 1/100,
T =1y Xy =1, usando la paqueteria sde podemos hacerlo de la siguiente forma:

Jlibrary(sde) jprocj-numeric(101) ;proc[l]i-1 gfor(i in 2:101) + proc[i]j-rcCIR (n=1,Dt=.01,x0=proc]i-
1],theta=c(1,2,1)) +

proc
1.4 1.6 1.8 2.0

1.2

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.13: Proceso CIR por densidad condicional

Aun cuando no tengamos un proceso gaussiano, podemos seguir recurriendo a la discretizacién mediante
Euler o Milstein, que no son precisamente los inicos métodos, para inicamente necesitar los parametros
de deriva y difusién. Segtin el método escogido se necesitard tener conocimiento de las derivadas parcia-
les de ésas funciones, para lo cual en la funcién sde.sim se tiene disponible distintas implementaciones.
Notemos la gran cantidad de parametros que debe tener la funcién; se recomienda leer con cuidado la
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documentacion de la paqueteria.

Supongamos que queremos simular un alguna ecuacién diferencial estocdstica en particular en [0, 1] con
100 pasos. Tomemos como ejemplo el Proceso Hiperbdlico Simple, entonces tenemos el parametro de
deriva p(z,t) = —0X;/\/1 — X} y de difusién o(x,t) = 1, especificando el método de discretizacién de
Milstein se requiere también especificar o, (x,t) = 0, supongamos 6 = 1, los parametros del intervalo que
necesitamos (t0=0,T=1,N=100) son los valores predeterminados y debemos especificar X0=0. Entonces
la forma de implementar el ejemplo es el siguiente

i dj-expression(-1*x/sqrt(1-x2)) > s < —expression(1) > sz < —expression(0) > set.seed(123) > PH <
—sde.stm(X0 = 0,drift = d, sigma = s, sigma.x = sz, method = " milstein”)

0.4 0.6 0.8

PH

0.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Time

Figura 4.14: Proceso Hiperbdlico (sde.sim milstein)
De manera muy simular la funciéon BBridge esta constituida para simular un Puente Browniano direc-

tamente, por lo que se requieren de menos espeficicaciones. Con lo que también se tiene disponible una
para el Movimiento Browniano Estdndary para el movimiento Browniano Geométrico, BM y GBM respecti-

100



vamente, que requieren menos parametros. Con los valores determinados para estas funciones se pueden
obtener las simulaciones directamente, a continuaciéon mostramos un Puente Browniano usando BBridge.

.plot(BBridge())

0.2

BBridge()

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Time

Figura 4.15: Puente Browniano

Retomaremos las herramientas de la paqueteria sde mds adelante para aprovechar las funciones imple-
mentadas sobre métodos de Inferencia Estocastica.

Ejemplo de Transformada de Lamperti

Notemos que el Esquema de Milstein coincide con el esquema de Euler si o es una funcién constante y
la solucién se reduce a una ecuacion diferencial sencilla. La idea de esta tansformacién es llevar a este
proceso a uno con volatilidad constante para asi poder aplicar el esquema de Euler y luego volver al
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proceso original. Entonces, considere el proceso de difusion X que satisface la ecuacién diferencial
dXt = /J,(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th

donde o es continuamente diferenciable y estrictamente positiva. Definimos F' y al proceso Y como:

Vi = FOX). Fla) = [ —do

o(x)

Dado que o(x) es estrictamente positiva, F' estd bien definida y es estrictamente creciente. En particular,
F~!existe y X; = F~1(Y;). Al proceso Y se le conoce como la transformacién de Lamperti de X.

F_l _ i F”(x) _ _0'/(.1')
o

De la férmula de Ito tenemos:

b(Xy) o (X))

O'(Xt) 2

/ 1 "
dY; = F(X;)dX; + S F (Xy)(dX}) = dt + dW;

Sustituyendo F~1(Y;) por X, tenemos que dY; = a(Y;)dt + dW;, donde

En otras palabras,Y es una difusién con volatilidad constante, lo que nos reduce a un esquema de Euler.

Se deja al lector la simulacién del Modelo CIR bajo la transformada de Lamperti.

4.5. Ejercicios

1. Implementar el modelo matematico de ejemplo A.1.1.

2. Si suponemos que la particula del ejemplo A.1.2 empieza en el nodo 0 y se mueve hasta que todos
han sido visitados, jcudl es la probabilidad de que el nodo i con i € 0,1,...,m, es el ultimo que se
visita?. La solucién debe ser numérica. estocdasticos.

3. En el ejemplo A.1.3, suponga que los arribos entre clientes siguen una distribuciéon exponencial de
parametro a y que las variables aleatorias que modelan el tiempo de servicio son gobernadas por
una distribucién comin y ademéds son independientes (exponenciales de parametro \). Proponer un
modelo y estimar los tiempos de servicio hasta atender a los clientes en el banco al tiempo t.

4. Responder (numéricamente) las preguntas planteadas en el ejemplo A.2.1.

5. Considere una cadena de Markov con espacio de estados {0, 1,2} y matriz de transicién

0.6 03 0.1
P=103 03 04
0.4 0.1 0.5

y con distribucién inicial 7 = (0.2,0.4,0.4), simulando trayectorias, estimar las siguientes probabi-
lidades:
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Estimar el nimero de pasos esperados para cambiar las bolas de urna en el ejemplo A.2.5.

Estimar la probabilidad de estar en el mismo punto de partida después de 100 pasos en el ejemplo
A.2.3 para cualquier parametro p.

En e ejemplo A.2.4 suponga que el jugador decide apostar 6 pesos si tiene al menos 20 de pesos y
1 si tiene menos de 20. jAumenta su probabilidad de ruina?. Solucién numérica.

Considere una cadena de Markov con espacio de estados {1,...,5} y matriz de transicién
/2 0 1/2 0 0
0 1/4 0 3/4 0
pP= 0 0o 1/3 0 2/3

1/4 1/2 0 1/4 0
1/3 0 1/3 0 1/3

Estimar tiempos medios de recurrencia y nimero esperado de visitas a cada estado.

Escribir un cédigo para estima el tiempo de llegada a un estado partiendo de otro en el ejemplo
A.2.2.

Sea { X, }n>0 una cadena de Markov con matriz de transicién

P=

w= o O
[SUIVIN NI
O W=

Hacer un programa que calcule los vectores de probabilidad invariantes. {»

Generar un proceso de Poisson de parametro A = 2.5 utilizando el algoritmo implicito en el Teorema

<
Resolver numericamente los ejemplos A.3.1 y A.3.2. &

Sea N; un proceso de Poisson de parametro A = 2. Sea S, el instante en el que ocurre el n-ésimo
evento. Estime:

o) E(Ny).
b) E(N5|N2=1)
c) E(S7).

d) E(S7|N2 = 3)
e) E(S7|N5s =4)

Las reclamaciones en un compania de seguros se presentan de acuerdo a un proceso de Poisson de
pardmetro A = 4. Sea N, el nimero de clientes que han ingresado hasta el instante t. Calcule
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16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.

a) La probabilidad que al tiempo t = 2 se tenga una sélo reclamacion.

b) La probabilidad que al tiempo ¢t = 1 se tenga tres reclamaciones y ¢ = 1 se tenga tres reclama-
ciones.

c¢) La probabilidad que al tiempo ¢ = 1 no se tengan reclamaciones sabiendo que al tiempo t = 3
se tienen cuatro reclamaciones.

d) La probabilidad que al tiempo t = 2 se tengan cuatro reclamaciones sabiendo que al tiempo
t =1 se tienen dos reclamaciones. P(Ny = 4|N; = 2).

e) El nimero esperado de reclamaciones al tiempo ¢t = 5

f) El nimero esperado de reclamaciones al tiempo ¢t = 5 sabiendo que al tiempo t = 2 se tiene
una reclamacién.

g) El tiempo esperado para que se presente la séptima reclamacion.

h) El tiempo esperado para que se presente la séptima reclamacién sabiendo que al tiempo t = 2
se han presentado tres reclamaciones.

Implementar el algoritmo para el proceso de Poisson no homogéneo cuando A\(t) = cos(t) en el
intervalo de tiempo [0, 27].

Resolver numericamente los ejemplos A.3.1 y A.3.2 consideremos el supuesto que A(t) = t/2.
Resolver numericamente los ejemplos A.3.3 y A.3.5.

Hacer un programa que simule (y grafique) un proceso de Poisson no homogéneo en R3 en la esfera
de radio 5, donde la funcién de tasa espacial estd dada por A(¢) = min{10, ﬁ} para t € R3, para t
tal que ||t]| < 5.

Simule al Movimiento Browniano. Consideremos el método (de Euler) de hacer una malla con inter-
valos regulares y simular los incrementos de forma independiente. Obtendremos una aproximacién
discreta al MB.

Se deja como ejercicio simular un Movimiento Browniano mediante la Construccién de Lévy.

Simular al proceso de Vasicek utilizando la transformacién anterior. Calcular E(X:), Var(Xy) y
Cov(Xs, X;) y tomar el limite cuando ¢ va hacia infinito. 77Qué significan los resultados en términos
del modelo de tasas de interés?
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Capitulo 5

Puentes Estocasticos

En el capitulo anterior, al simular un proceso de Markov, suponiamos conocida una distribucién inicial
para el valor Xy (o un valor constante inicial) y procediamos a simular la trayectoria del proceso hasta
llegar al tiempo T en algiin estado para Xp. Sin embargo, existe una gran cantidad de situaciones en donde
tanto Xy como X7 son valores conocidos y la trayectoria del proceso intermedia entre tales valores es
desconocida (aunque posiblemente la ley del proceso sea conocida o estimada). La simulacién de puentes
estocasticos, es decir procesos estocdsticos con trayectorias condicionadas a tomar valores fijos en Xg y
X7, se convierte en una herramienta importante en tales situaciones. Una interpretacién de tales procesos,
es el de realizar interpolaciones aleatorias, dados los valores Xy y X7 y una ley conocida (o estimada) del
proceso. En este capitulo estudiaremos técnicas generales para procesos en valores discretos y continuos.

5.1. Método de la Biseccién (Procesos de Salto Markovianos).

Acontinuacién vamos a abordar la propuesta de Asmussen & Holbolth para simular Puentes de Markov.
El algoritmo de la Biseccién tiene la caracteristica de proporcionar los estados intermedios en el intervalo
de (0,7) de un Puente de Markov. Bajo el supuesto de que un Proceso de Saltos de Markov cambia de
estado un tiempo de estadia 7, entonces se puede estudiar los casos en los que podemos encontrarnos, una
primera observacion es:

1. Si Xg = X7 = a y no hay saltos entonces conocemos todos los estados: Xy = a, para 0 <t <T.

2. Si Xg =a X7 = b # a y hay un unico salto entonces solo faltaria conocer a 7 tal que X; = a, para
0<t<rTyXy=bpara0 <t <.

Es entonces que estas conclusiones son fundamentales para la progresion del Algoritmo de la Biseccion,
va que de no encontrarnos en los casos anteriores entonces necesariamente hay estados que no conocemos
en el intervalo. De modo que el algoritmo busca llevar una revision de los estados en un proceso de dividir
el intervalo y comprobar la existencia de los saltos posibles que pudieron haber ocurrido.

Dicho lo anterior, notamos coherente la idea de realizar la metologia sobre mitades de intervalo, y empe-
zamos entonces establecer la mecénica del algoritmo.
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Si biseccionamos un intervalo (0,7") que tiene al menos un salto y encontramos que en (0,7/2) o (17'/2,T)
también hay al menos un salto entonces aun existen estados desconocidos y tendriamos que repetir el
proceso.

Antes de describir la forma en que determinamos la existencia de saltos en intervalos del proceso tenemos
que recurrir a algunos resultados.

Lema 5.1. Sean a y b estados distintos de un PSM, y un intervalo de longitud T con Xg = a. La
probabilidad de que Xy = b y que haya ocurrido un solo salto en el intervalo es

—qaT_ —qT
B e e G F @
Rab = d{ab —qaT
Te a da = b

La densidad del tiempo de estadia es

q{lbe_QbT _( _ t
£T) =227 o~ (@a=®)t o<t < T,
fab( ; ) Rab(T) € 5 >

Y ademds la probabilidad de que X1 = b con al menos dos saltos en el intervalo es Puy(T) — Rap(T).

Demostracion. Sea N(T') el numero de saltos hasta el tiempo T, entonces
Rab = P[XT = b,N(T) = HXO == CL]

T
= / @qae_qate_%(T_t)dt
0

qa
T
= que qu/ et (@—da) gy
0
T(gp—qa) __
— e W€ (p—ga) _ 1
db — qa
Siqa# oy .
Rab - QabTei da

Proposiciéon 5.1. Distribuciones condicionales.

» Siqq = qp, el cambio de estado distribuye uniforme en [0,T].
» Si g, < @, el cambio de estado V distribuye de forma exponencial truncada a [0,T).
w Siqq > qp, por simetria fqp(t) es la densidad de la variable T —V con V distribuida de manera

exponencial de parametro q, — qq truncada a [0,T].

Un elemento muy importante también es la matriz de probabilidades de transicién P(t) = exp(Qt),
que puede ser calculada a trav$ de determinar la diagonalizacién de @ para hacer Q@ = UDU™! con
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Caso Saltos(0,T/2) Saltos(T/2,T) P Notacion

1 0 0 €aCa o
2 0 >2 €a(Paa — €a) Qo
3 > 2 0 (Paa — €a)€q as
4 > 2 >2 (paa - ea)(paa - ea) (07}
) 1 1 TacTba a5.c
6 1 >2 Tac(pca - rca) Qg c
7 >2 1 (pac - Tac)rca Q7 c
8 >2 >2 (pac - Tac)(pca - 7"ca) Qag c

Tabla 5.1: Escenarios posibles cuando Xy = Xp

D = diag()\;), entonces P(t) = Udiag(e*)U~".
Caso de estados extremos iguales.

Supongamos que Xy = X7 = a. Sea N(T) el ntimero saltos en el intervalo [0,T], podemos escribir

Paa(T) = Paa(T/2) Paa(T/2) + 3 PaclT/2) Poa(T/2).
c#a

donde podemos ver que

Puu(T/2) = P(X7/o =a|Xo=a)
= P(X7/2=a,N(T/2) =0|Xo = a) + P(X7/3 = a,N(T/2) = 2|X¢ = a)
= ¢ 9%T2 L [P (T/2) — e %1/,

y también que
Poc = Rac:(T/Q) + [PaC(T/2) - RaC(T/2)]-

Con lo cual podemos construir los escenarios posibles, tomando las abreviaturas e, = e %7/2,

Rup(T/2) ¥ pap = Pap(T/2), en el Cuadro 5.1.

Tab =

Es ahora que podemos reproducir el posible escenario que ocurre en el intervalo a traves de escoger alguno
de forma proporcional a los a-valores. A partir del caso correspondiente tendremos que establecer si es
posible hablar de saltos intermedios y tiempos de estadia en cada una de las bisecciones.

Caso de estados extremos distintos.

Ahora supongamos que Xy = a y que X1 = b # a, entonces tenemos la probabilidad de transiciéon
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Caso Saltos(0,T/2) Saltos(T/2,T) P Notacion

—~

1 0 1 €aTab /61
2 0 > 2 €a(Pab — €ab) B2
3 > 2 1 (paa - 6a)ra /83
4 >2 > 2 (paa - ea)(pab - rab) B4
5 1 0 Tab€h Bs
6 1 >2 Tab(Peb — €b) Be
7 >2 0 (Pab — Tab)en Br
8 > 2 > 2 (Pab — Tab) (Pob — €b) Bs
9 1 1 TacTch ﬂg,c
10 1 >2 Tac(pcb - ch) 510,0
11 Z 2 1 (pac - 7’ac)rcb /Bll,c
12 > 2 > 2 (pac - 7ﬁac)(pcb - ch) 512,0

Tabla 5.2: Escenarios posibles cuando Xy # X

Pao(T) = Paa(T/2)Pap(T/2) + Pun(T/2) P(T/2) + Y Puc(T/2)Pu(T/2).
c#(a,b)

Con lo cual también podemos construir los casos posibles en el Cuadro 5.2.

De la misma manera hay que escoger alguno de los escenarios de manera propocional con los S-valores.
Teniendo en cuenta que, estamos hablando de la posibilidad de que exista un estado ¢ distinto de los
extremos al cual se pudo llegar desde a para terminar en b antes del tiempo 7', hay que realizar decisiones
un poco distintas que cuando los extremos son iguales.

Todo lo anterior nos implica una recursién sobre la cual hay que decidir sobre cada biseccién producida.
Cuando produzcamos algiin caso sobre un intervalo nuevo, con al menos un salto podremos registrar
un cambio de estado y un tiempo de estadia para el Puente de Markov. Se debera continuar el proceso
hasta que esté determinado que en toda seccién hay menos de dos saltos; lo cual nos daria la informacién
completa de toda la trayectoria del proceso.

5.2. Puentes Gaussianos

En esta seccién abordaremos el caso en que tenemos un proceso gaussiano con valores continuos {X; :
t > 0} condicionado a tomar un valor inicial de inicio y un valor final tiempo fijo T' positivo. Al igual
que en los puentes estocasticos tratados anteriormente nos interesa simular las posibles trayectorias que
el proceso puede tomar.
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5.2.1. Puente Browniano

Como primer acercamiento consideraremos el caso Browniano. Un puente Browniano puede ser construido
de diversas maneras; las abordaremos a continuacién sin hacer énfasis en los detalles de la construccién
matematica. Posteriormente mostraremos la equivalencia de las definiciones.

Tenemos la siguiente definicién.

Definicién 5.1. Un puente Browniano (estindar) {X; : t € [0,1]} es un proceso estocdstico con trayecto-
rias continuas que tiene la distribucion de un movimiento Browniano {By : t > 0} condicionado a tomar
el valor 0 en el tiempo T =1, es decir:

(X, te0,1} L {B,:te0,1]| B =0} (5.1)

Presentamos la siguiente definicion de puente Browniano, como un caso particular de proceso Gaussiano.
Recordemos que un proceso {X; : ¢ > 0} es Gaussiano si para cualquier coleccién de tiempos arbitrarios
0 <t1,...,t, <1y nimeros reales arbitrarios Ay, ..., A\, ocurre que la combinacién lineal y ;" | A; X; tiene
distribucién normal.

Definicién 5.2. Un puente Browniano (estindar) {X; : t € [0,1]} es un proceso estocdstico Gaussiano
con trayectorias continuas que cumple que Xg =0 y X1 =1 c.s. y tiene

1. funcion de esperanza E[X;] =0, para 0 <t <1,

2. y funcion de covarianza Cov(Xs, Xt) = s(1 —t) para s < t.

Finalmente presentamos una definicién del puente Browniano como una transformacién determinista de
un movimiento Browniano.

Definicién 5.3. Representacion anticipativa. Sea {By : t > 0} un movimiento Browniano. Definimos a
un puente browniano (estandar) {X; :t > 0} por

X; =By —tBy, Vte [0, 1] (52)

Finalmente presentamos una definiciéon del puente Browniano como una transformacién determinista de
un movimiento Browniano.

Definicién 5.4. Representacion anticipativa. Sea {B; : t > 0} un movimiento Browniano. Definimos a
un puente browniano (estindar) {X;:t > 0} por

Xt = Bt — tBl, Vi € [0, ].] (53)

A diferencia de las definiciones anteriores, suponiendo que tenemos una construccién explicita dada del
movimiento Browniano, esta definicién es explicita. Es por ello que serd una de las posibilidades para
simular un puente Browniano. Un esbozo de prueba de que las definiciones anteriores son equivalentes
puede verse en el Apéndice.

Mostraremos a continuacién la simulacién de un puente Browniano a través de la representacién anticipa-
tiva. Para ello generamos a un movimiento Browniano con algin método en una malla dada y aplicamos
la transformacién de la representacion anticipativa.
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Algoritmo 42 Representacién adelantada

1: Generar una malla en el [0,1].

2: Generar un movimiento Browniano {B; : t € [0, 1]} definido en la malla.
3: Para todo punto en la particion hacemos X; = By — tBj.

4: Devolvemos {X; : t € [0, 1]}.

Puente Browniano

000 003

| | | I | |
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Tiempo

5.2.2. Puente Browniano como ecuacién diferencial estocastica

Debido a resultados en el cédlculo estocéstico, existe otra definicién alterna a las presentadas que utili-
za la nocién de ecuacién diferencial estocastica. Consideramos ahora un puente Browniano méas general
que el caso estdndar visto anteriormente: Un puente Browniano {X; : ¢t € [0,7]} es un proceso continuo
que tiene la misma distribuciéon que un movimiento Browniano condicionado a tomar el valor b al tiempo T'.

Desde la perspectiva del célculo estocastico, un puente Browniano puede verse como la solucién a la
ecuacion diferencial estocastica

b— X
dX, = - ttdt—det;Ogth,beRyXO:T. (5.4)

Simulacién de un puente Browniano por el método de Euler

El Método de Euler nos brinda una aproximacién de primer orden del sistema discreto de la ecuacién
(5.4) a la solucién continua.

Simulaciéon de un puente Browniano por el método de Milstein

Tal como indicamos en la seccién de ecuaciones diferenciales estocasticas, el método de Euler tiene una
velocidad de convergencia menor a la dada por el Método de Milstein. Presentamos ahora el algoritmo y la
implementacién de tal algoritmo cuando aproximamos la ecuacién (5.4) utilizando el Método de Milstein.
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Algoritmo 43 Puente Browniano por el método de Euler

1: Generamos una discretizacién del intervalo.
2: Inicializamos Xy = 0.
3: Iteramos mediante el método de Euler:
b—X;

= Xy, + At + AW,

X .
t LR A

i+1

Atp =tip1 — t;,
AW, = Wiyt — Wi ~ N(0, At;).

Algoritmo 44 Puente Browniano por Milstein

1: Generamos una discretizacién del intervalo [0, T']
0=t1 <t <--- <ty Stn:T

2: Inicializamos Xy = a.
3: Aplicamos la recurrencia del método de Milstein dada por:

b— X;
Xy = Xoo + 75— t; At + /At Ziya,
Aty = tip1 — b,

AW; = /At Zi1, Zip1 ~ N(0,1).
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Puente Browniano por Euler

o _|
I-I:-J —
D —]
I I I | I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tiempo
Puente Browniano por Milstein
o _
o
= I I | | I
0.0 0.5 1.0 15 20
Tiempo

5.2.3. Puentes Gaussianos

En esta seccién presentamos la definicién de un puente Gaussiano y una representaciéon anticipativa que
nos permitird simularlo.

Definicién 5.5. Decimos que un proceso {XtT’a :t € [0,T]} es un puente Gaussiano si es un proceso
continuo que tiene la misma distribucion que un proceso Gaussiano continuo {X; : t € [0,T]} condicionado
a que Xp = 0.

Como senalan Gasbarra, Sottinen y Valkeila, a diferencia del caso Browniano, no existe una representa-
cién general para los puentes gaussianos dada como la solucién de una ecuacion diferencial estocastica.
Sin embargo, si existe una representacién anticipativa general para un puente Gaussiano. Este hecho nos
permitird la simulaciéon de los puentes gaussianos.

La representacién anticipativa es la siguiente. Considere un proceso Gaussiano {X; : t € [0,7]} con
funcién de covariancias dada por Cov(s,t). La representacién anticipativa del puente {XtT it e 0,77}
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esta dada por

19 , Cov(T,t) _ Cov(T,t)
Xt _eCov(T,T) <Xt Cov(T,T)XT ‘

Esta representacién es una generalizacion para el puente Browniano estdndar; para el caso de un puente
browniano tenemos que § = 0, T = 1, Cov(t,1) = t y Cov(l,1) = 1 recuperando la representacién
anticipativa presentada inicialmente

10 , Cov(l,t) Cov(1,t)
X7 =0 Cov(1,1)+ Xt Cov(l,l)X1

=X; —tX;.

Presentaremos ahora un ejemplo simple. Consideremos un puente derivado de un movimiento Browniano
con deriva. El movimiento Browniano con deriva tiene la misma funcién de covarianza que un movimiento
Browniano estandar, asi que su representacion anticipativa estd dada por la misma transformacién que la
que se utiliza en la representacion anticipativa de un puente Browniano estandar.

Algoritmo 45 Puente Browniano con deriva

1: Generar una malla en el [0,1].
2: Generar un movimiento browniano con deriva {W; : t € [0,1]}.
3: Para todo punto en la particién hacemos W; = W, — tWj.

PD. jpeg

5.2.4. Proceso Ornstein-Uhlenbeck

Una definicién posible para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck {X; : ¢ > 0} que comienza en z(y es como
la transformacion siguiente de un movimiento Browniano estandar {B; : ¢t > 0}:

O.e—at

Xy =xpe U+ b(1 —e M)+
t 0 ( ) \/%

BGZat_l .

Utilizando las propiedades del movimiento Browniano podemos calcular su funciéon de esperanzas:

Uefat

V24
BB~ 1))

E(X;)=E <$oe_“t +b(1 —e ™) 4 B(e*™ — 1))

oe

V2a

=x0e ™ +b(1 —e ™) +

=20e " 4 b(1 — e ™),
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y también su funcién de covarianzas:

Cov(X;, X,) = Cov (‘76_atB( 20 _ 1) 7€ 7 p p2as 1)>
s hg) = € - s T -
! V2a vV2a

2 ,—a(s+t)
_ %COV(B(BQM — 1), B(e** ~ 1))
a
2 ,—a(s+t
_ S amintis) )
a
2
_ 0—(6_2(1 min{t,s}—a(t+s) _ 6—a(t+s))
2a
o o’ (e—a|t—s\ _ e—a(t""s))
2a '

Con las funciones anteriores, podemos tener explicitamente la representacién anticipativa de un puente
de Ornstein-Uhlenbeck.

Algoritmo 46 Puente Ornstein-Uhlenbeck
1: Generamos un proceso Ornstein-Uhlenbeck {X; : ¢ € [0,7]} en una malla.

2: Inicializamos XtT’e = Tp.
3: Para todo punto en la particiéon hacemos

—a(T—t) __ ,—a(T+t) —a(T—t) _ ,—a(T+t)
X0 oSO (SO ) e c +<Xt_€ c XT>.

Cov(T,T) Cov(T,T)

Puente de un Proceso Ornstein Uhnlenbeck

0.5

-05

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Tiempo

5.2.5. Proceso Cox-Ingersoll-Ross

El proceso de Cox-Ingersoll-Ross {r(t) : ¢ > 0} puede definirse como solucién de la siguiente ecuacién
diferencial estocastica:

dr(t) = k(0 —r(t)) + o\/r(t)dW (), (5.5)
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donde {W(t) : t > 0} es un movimiento Browniano estandar. Se puede resolver por el método de variacién
de parametros para encontrar una expresién explicita como transformacion en términos del

/Ot eFdr(s) = /0 k(0 — r(s))eds + /Ot"m‘fkdw(s)

r(t) = roe tF 4+ e_tk/o k(6 — r(s))eSkds + e_tk/o a\/@eSde(s)

Calculemos su esperanza:

E(r(t)) =E <me—tk + etk /0 t k(O —r(s))e*ds 4+ et /O tg\/@esde(s)>
=B (roe ) +E (e_tk /0 k(6 r(s))eSkds> +E (e_tk /O ta\/@esde(s)>
=rge”F 4 e R </Ot k(6 — r(s))eSkds> ,

donde utilizamos un resultado de calculo estocastico que nos dice que una integral respecto a un movi-
miento Browniano es una martingala, por lo que tiene esperanza igual a 0.

t —r(s))e*ds = (0 —r(s GSkt— teSkrs

| O =rtpetis = 0= r(pe| - [ etarts
= (0 —r(t))e™ — (8 —r0) + r(t)e —rg
=0(e* —1).

Notemos que

Por lo que

E(r(t)) = roe ™* + e *E < /0 t k(6 — r(s))eSkds>

=roe e tRg(e* — 1)

=rge”F 4 0(1 — e F).

Calculemos ahora su funcién de covarianzas.
Cov(r(t),r(s)) = E[(r(t) — E(r(t))) (r(s) — E(r(5))) ]
ol (o) o )

202€_k(t+8)/ B (r(v))dv
0

= g2eklt+s) / (ro — 0)e"® + ek dy
0

— 2,—k(t+s) ro— ks 0 2ks
o’e [ z (e 1)+ 2k(e 1)]
-0 0
— g2 TOk (efkt . efk(ert)) + o2 2k(efk(tfs) B e—k(t+s))'



Con los célculos anteriores podemos hacer explicito el algoritmo de simulacién de un puente de Cox-
Ingersoll-Ross utilizando la representacion anticipativa, de manera andloga al puente de Ornstein-Uhlenbeck.
Dejamos al lector el calculo explicito de la forma que toma el algoritmo en este caso. Presentamos a con-
tinuacién el cédigo asociado a tal simulacion.

Puente de un Proceso CIR

00 02 04

0.0 0.5 1.0 1.5 20

Tiempo
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Capitulo 6

Método Monte Carlo y reduccion de
varianza.

En este capitulo introduciremos un método importante en la simulacién estocastica que permite dar
solucion a problemas matemaéaticos que, como ya se menciond, resultan costosos o imposibles resolver
analiticamente. Ademas se presenta la importancia de la reducciéon de varianza en la implementacion de
algoritmos de simulacién y algunas técnicas para conseguir este objetivo.

6.1. Método Monte Carlo

La simulacién Monte Carlo es un método que emplea niimeros aleatorios para resolver ciertos problemas
deterministicos donde el transcurrir del tiempo no juega un papel sustancial, principalmente problemas
de integracién y optimizacién.

El método se llamé asi en referencia al Casino de Monte Carlo. Se originé y desarrollé durante la
segunda guerra mundial cuando esta metodologia fue aplicada a problemas relacionados al desarrollo de
la bomba atémica.

Citando a uno de los grandes impulsores del desarrollo de este método [6] decimos que “ el método de

Monte Carlo consiste en representar la solucién analitica de un problema como de una poblacién (hi-
potética) y hacer la estimacién de este parametro a partir de una muestra aleatoria”.

En general podemos decir que la aplicacion del método de Monte Carlo implica seguir los siguientes pasos:

1. Formular analiticamente el problema.
2. Disenar el modelo probabilistico adecuado.

3. Simular dicho modelo para generar la muestra aleatoria que permita realizar la estimacion.

Existen dos problemas que aparecen con frecuencia: optimizacion e integracién. Empecemos examinando
algunos ejemplos donde es importante la aplicacion del método de Monte Carlo.
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Ejemplo 6.1.1. Integracion

Supongamos que tenemos el siguiente problema de integracién, sean f: R™ — RT U{0} y h una funcién
real integrable. El problema consiste en evaluar

A= /Ah(:v)f(x)d:v ACR™,

suponiendo que la integral existe, es finita, que f es una funcién de densidad y A = R™, A, es el valor
esperado de h, entonces por la ley fuerte de los grandes ntimeros

Eh(x)] = /Ah(q:)f(:c)dx ~ %Z h(zs) = A,
=1

con {x1,...,z,} una muestra de f(z). A A se le conoce como estimador por Monte Carlo.

Con este estimador, que nace de la simulacién de varibles aleatorias, podemos tener una solucién a un
) b

problema que resolver andlitiamente resulta costoso o imposible. Tenemos las siguienstes observaciones

importantes:

L Er[A]=A.

2. Varg[A] = L [, (h(z) — A)?f(2)da,

es decir, el estimador de Monte Carlo es un estimador insesgado y la varianza de dicho estimador se puede
estimar por el método de Monte Carlo.

Por otro lado a la desviacién estandar de A

o7(A) = \/Vars[A]

se le conoce como error estandar. Otro punto importante a destacar es que

cuando n — o0y

entonces si

e =/ Var[A]/s,
A — Al < y/Var[A]/é
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con probabilidad 1 — 8. Como Var[A] = o(1/n), entonces la estimacién de A por medio de A tiene un
error de orden n~1/2.

Ahora veamos un ejemplo concreto donde se utiliza el método Montecarlo para resolver un problema
de integracién.

Suponga que queremos evaluar la integral
b
I= / g(x)dx
a
donde g(z) es una funcién que toma valores reales que no es analiticamente integrable.

Para usar la simulacién Monte Carlo, sea Y = (b —a)g(X) y X ~ U(a,b).

Entonces

f; g(z)dx

b-a '

b
E(Y) = (b—a) / 9(2) fx(z)dz = (b— a)

donde fx(x) =1/(b— a) es la funcién de densidad de X. El problema de evaluar la integral se reduce a
estimar el valor esperado E(Y") el cual serd estimado por la media muestral

Yy, > 9(Xi)
I=Y(n)="L—=(b—a) = —rn

n n

donde X1, Xo,..., X, son v.a.iid U(a,b).

A continuacién describimos otro ejemplo en donde podemos utilizar el método de Monte Carlo para
variables aleatorias con un soporte infinito.

o
Ia:/ 2 e %dx
0

cona>0vy f(zr)=e" la densidad de X ~ exp(1).

Ejemplo 6.1.2. Sea

En este caso tenemos que:

I, = E;(Xo7h)
puede ser estimada por

1 n

7 —1

Io=~ Z 1 x°
1=

con Xq,...,X, muestras aleatorias de f. A continuacién se presentan resultados numéricos para el caso
cuando a = 1.9, entonces queremos estimar
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n 10 100 1,000 | Tablas
Ig 0.8788 | 0.9312 | 0.9569 | 0.96177
Error Estandar | 0.2302 | 0.0794 | 0.0277

Tabla 6.1: Estimacién para a = 1.9

o0
11_9:/ 299 % dz.
0

Para generar las X/s hacemos

Xi = —ln(Uz)

donde U; ~ U(0,1), ¢ = 1,2,...,n. Obteniendo los resultados presentados en la Tabla 6.1 a partir de la
funcién EMC.GAMMA (ver B.3.15).

Ahora consideramos un ejemplo de optimizacién donde resulta de gran utilidad el método de Monte Carlo.

Ejemplo 6.1.3. Sea h : [-1,1]x[~1,1] — R definida como h(z,y) = (xsen20y+ysen20z)?cosh(rsenl0x)+
(wcos10y — ysenl10z)?cosh(ycos20y), usando el método de Monte Carlo encontraremos el mdzimo y mini-
mo.

Siguiendo al algoritmo, en este caso debemos generar ntimeros aleatorios {uy, ..., u,} en [—1,1] x[-1,1] y
calcular {h(u1),...,h(uy)}. De estos tiltimos, seleccionemos las parejas (u™, h(u™)) y (u™", h(u™"m))
tales que h(u™®) = mdx {h(u1),...,h(us)} v h(u™") = min{h(u1),...,h(u,)}. En la Tabla 6.2 se
presentan resultados numéricos para diferentes tamanos de muestra.

n h(umzn) umin h(uman) umex
10 | 0.22x 1073 | (-0.0286,0.0439) | 2.061 | (0.749,0.875)
100 3.27 x 1075 | (-0.0003,-0.0291) 5.301 (-0.083,0.091)
1000 | 6.46 x 1078 | (-0.00061,-0.017) 5,218 (-0.072,0.099)
10000 | 4.08 x 10~% | (-0.00012,-0.0055) 5.430 (-0.085,0.088)
100000 | 1.10 x 1077 (-0.00004,-0.0009) 5.739 (0.099,-0.098)

Tabla 6.2: Estimadores de maximos y minimos

6.2. Reduccién de la varianza
En esta seccién nos enfocaremos en algunos aspectos tedricos y practicos de las técnicas de reduccién de
varianza, motivados en encontrar estimadores de Monte Carlo de varianza minima.

Definicion 6.1. Podemos definir a una técnica de reduccion de la varianza como un medio para obtener
estimadores mads precisos utilizando informacion conocida de nuestro modelo.
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Por lo general, entre mayor sea la informacién con la que contemos sobre nuestro modelo, mas dramatica
serd la reduccion de la varianza. Las técnicas principales y mas efectivas para la reduccion de la varianza
son el el muestreo por importancia y método de Monte Carlo condicional, ambos seran discutidos en esta
seccién. Otras técnicas que pueden ayudar a la reduccion de la varianza son el uso de variables antitéticas,
de control y la estratificacién.

Como motivacién de la importacia del uso de las técnicas de reduccién de varianza, comenzaremos con-
siderando el siguiente ejemplo, tomado de [21], que ilustra la importancia de este concepto en el método
de Monte Carlo.

Ejemplo 6.2.1. Suponga que X ~ Cauchy(0,1) y que estamos interesados en evaluar P[X > 2], en este
ejemplo estamos interesados en calcular

0=P[X >2]=
/771+x2
2

Como esta integral tiene solucién analitica, encontraremos dicha solucion y nos servira de referencia para
los estimadores que vamos a calcular. Para encontrar la solucién, hacemos

.’E((ZS) = tan ¢7

entonces

1+ 22 =1+ tan® ¢ = sec? ¢

dx = sec? ¢pdo.

Por otra parte, como ¢(z) = tan~! x, entonces ¢(c0) = 7/2, por lo que

Tod 1 s 11
X
= [ — == dp = - — —tan" 12 ~ 0.147584.
/7?(1 +22) 7 / ¢ 2 x
2 tan—12

Ahora podemos proponer un primer estimador dado por
. 1 &
0 = - X;I[Q,w)(xi)‘
1=

con{zy,...,xn} ~ Cauchy(0,1), es claro que nf es una variable aleatoria binomial con pardmetros (n, 0)
y entonces

~ 0(1—4 0.125803
V[@l] = ( ) ~

n n
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El punto es que la varianza no parece buena, entonces usando las propiedades de la distribuciéon Cauchy,
en este caso, la simétrica con respecto al cero, podemos calcular 6 como

2
dx
20 =Pllz]>2]=1- | ————
0 =Pl =2 /W(1+x2)
-2

por lo que

y entonces un segundo estimador de 6 sera

1 n
=, Z I 99 (xi)
i=1

con {z1,...,x,} ~ Cauchy(0,1), en donde 2n0y ~ Bin(n, 20), por lo que la varianza de 03 es aproxima-
damente: 0.0520109
V]bo] ~ '?7

que es menor que la de 6;.

Hasta ahora hemos propuesto dos estimadores y tenemos un criterio de decisién saber cual es mejor,
ambos estdn basados en la simulacién de variables aleatorias Cauchy, pero el punto es que no tenemos la
certeza de haber encontrado el estimador de menor varianza.

Continuando en la busqueda de dicho estimador, notamos que

2 2
1—-20= =2
/ 1+x2 /Wl—i-x?
—2 0

y entonces podemos generar niimeros aleatorios U(0,2) y proponer un tercer estimador dado por:

-1 2 1
03 =—-—— —
T2 ; m(1+ 22)
cuya varianza estd dada por
2 2 2
~ 4 1 1
V(f3) =— | —
(63) =2 /2<7r(l+3:2> /27r1+x2
0 0

que resulta ser

)

v <~ ) ~ 0.02i5088
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entonces tenemos un estimador de varianza menor que la de los dos anteriores que propusimos.

Finalmente, si hacemos y = 1/x tenemos que

0o 1/2 1/2
o / dx B / vy 2dy B / dy
) (42 ) 7ty w(l+y?)
2 0 0
entonces, si generamos y; ~ U(0,1/2), tenemos un nuevo estimador
- I 1
oi=5—> —.
™ = 1+y;
cuya varianza aproximada es
~ 0.0000955253
V0y]  ———.

n

Asi por ejemplo, si ny = 1000, el estimador 64 construido con una sola observacién tiene, aproximada-
mente, la misma precisiéon que #; construido con n; = 1000 observaciones.

Este ejemplo pone en evidencia el hecho de que no es tarea ficil encontrar el estimador de menor varianza
proponiendo diferentes estimadores, motivando la necesidad de contar con técnicas que permitan conseguir
el objetivo de reducir la varianza del los estimadores.

6.2.1. Muestreo por importancia.

Regresemos al problema de resolver la integral y escribamosla ahora como

o0 o0

a:!ﬂﬂﬂaflf@wmm

donde f(z) = [r(1 + z?)] ! y ¥(z) = Ij2,5)- Supongamos que g es una funcién de densidad y entonces
Y(z)

GO VR
974 e g(a)d ;£m>anz Ey [

donde

asi que un estimador de 0 es

05 = % > (i)
i=1

con {x1,...,x,} una muestra de g (con el supuesto que sea ficil de muestrear) y la varianza de este
estimador es )
i1 _ LT 21 _ 1 [ [f(=@)¢()
vl = @ -o)] =5 f [ o] store
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la cual serd minima a medida que g se parezca al integrando.

En el ejemplo de la Cauchy, debemos buscar una funcién, h(x), que tenga la misma forma que Cauchy(0, 1)

v que sea facil de simular. Para conseguir dicho objetivo, primero observemos que la funcién decrece con

x?, entonces, es natural pensar en h(z) = 1/ax?, para algtin a € R™.

Tomando A de la forma propuesta se tiene que

2/ h(z)dz = 1/2a,

entonces
2
g(x) = ?I(Q,oo)(x)a
es una funcién de densidad cuya funcién de distribucién esta dada por

T

Glz) = /g(t)dt -9

2

Ahora utilizando el método de la transformada inversa tenemos que si v ~ U(0, 1), entonces x = 2/(1 —u)
es una variable aleatoria con densidad g(x); por lo que podemos estimar a 6 con

n

=15 (o)
= — —_— X,
67 n4 2m(1 + 2%) [2,004%5
J=1 J
donde {z1,...,2,} es una muestra de G(x), pero nosotros estamos interesados en la varianza de g, para

esto, utilizando el estimador de Monte Carlo, tenemos que

2

_ 1 T 22 122 T2 2 0.0003821
1% M _ / L dw— / _T 2y _ DOeesl
o] T anm? {1—1—:1:2] 22 1+a222"" n
2 2

que representa una reduccion en 329 veces la varianza del caso Monte Carlo simple y cuyo tamano
equivalente es de ng = 0.003n1.

Esta iltima aproximacién al valor de 6, se da cuando la escribimos como

0=E((x) = [ ngdx: [ olrgtaras

T

y este es el método llamado muestreo por importancia, mientras que a la funcion g se le llama funcién
de muestreo por importancia.
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Para fijar ideas, tenemos que en general cuando se desea estimar 6 por esta técnica se debe encontrar una
funcién de densidad g que domine a ¥ f y que sea facil de simular. Entonces tenemos que

f(X)
0 =E;((X )
Ahora, si X1, ..., X, es una muestra aleatoria de g entonces

i 1 (X
0= LRI

es un estimador insesgado de 6 llamado estimador de muestro por importancia. El cociente de
densidades
f(z)

W) = ==

9(x)
es conocido como la razon o cociente de verosimilitud. Es importante hacer notar que una gran ventaja
de este procedimiento, es que la misma funciéon g puede ser usada para encontrar el valor esperado de
cualquier funcién .

Por otra parte, aunque la condicién

[ @)
oz
/ dr < oo
g(x)
—0oQ
no es una condicion necesaria para la convergencia de 6g a 6, si es precisa para la existencia de la varianza,
por lo tanto, bajo esta observacion podemos concluir que el muestreo por importancia tiene poca eficiencia
cuando esto no se cumple, pues produce inestabilidad en la generacién de los ntimeros aleatorios y en

consecuencia la estimacién no es confiable, por lo que funciones g que no cumplan esta condicién no son
recomendables. Esto implica que g deberd tener colas més pesadas que f.

Método de minimizacién de varianza

Debido a la importancia que tiene la seleccién de la densidad ¢ en el método de muestreo por importancia
para la varianza del estimador 1 de la expresién (6.2.1), planteamos el siguiente problema para minimizar
la varianza de i con respecto a g,

) f(X ))
min Var, [ Y(X)—= | . 6.1
v, (w0 L0 (6.1
Se deja para el lector probar que la solucién a este problema es
. V()| f(z
o) = @I 62)

()| (x)da
Nota 6.1. Si¢(x) > 0 entonces

Vary:(0) = Varg ((X)W (x)) = Varg(8) = 0.

A la densidad g* de las expresiones (6.2) y (6.3) se le llama densidad optima de muestro por im-
portancia.
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Ejemplo 6.2.2. Sea X ~ Ezp(\) y ¥(X) = [ix>y para algin 7 > 0. Sea f la funcion de densidad de X
y el pardmetro a estimar es:

0 =E;(y(X)).

Tenemos que

9" (@) = IponAe™ 07N,

6.2.2. Monte Carlo condicional

Comenzaremos recordando algunas propiedades de esperanza condicional que servirdn de motivacion pa-
ra este método de reduccién de varianza, llamado Monte Carlo condicional que también se conoce como
Rao-Blackwellization.

Consideremos a dos variables aleatorias cualesquiera, X e Y. Recordemos que la variancia condicional
V(X|Y) estd definida por
V(X]Y) = B((X - B(X|Y))*|Y),

y que tenemos que

VIX)Y] = E[XYY]-E*[X|Y],
EV[X)Y]] = E[E[X*Y]]-E[E*X|Y]]
= E[X? -E[E?X|Y]]

y por otro lado,

VIEXY]] = E[E*[X|Y]] - (E[E[X|Y]])
= E[E*[X|Y]] - E?[X]

sumando ambas expresiones

EVX|Y]|+V[EX]Y] = E[X?]-E*[X]=V[X]
V [E[X|Y]] VI[X].

IN

Motivados en la ultima expresién, es claro que condicionar siempre conduce a la reduccién de la varianza.

Entonces, si se desea estimar [, donde

donde X es una variable con funcién de densidad f, donde h es una funcién medible y supongamos que
existe una variable aleatoria Y (facil de simular) con funcién de densidad g y E [A(X)|Y = y| se puede
calcular analiticamente, como
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| = B[h(X)] = E[E [(X)|Y]

se tiene que E [h(X)|Y] es un estimador insesgado de [ y por lo visto anteriormente

Var (Eh(X)|Y]) < Var(h(X)),

de manera que usando la variable aleatoria F [h(X)|Y], en lugar de h(X), conduce a la reduccién de la

varianza.

Ejemplo 6.2.3. Consideremos la siguiente integral

1 1
G—/ / g(x,y)dxdy
0 0

(2.y) = 1 siz?+y? <1
IEY =1 0 siz? 492 >1

(6.4)

Si muestreamos uniformemente y de manera independiente X eY en [0,1], es decir, (X,Y) ~ Unif([0,1]?)

y definimos al estimador de G de la siguiente manera:
G=g(X,Y)=1p02,,2(X,Y)

asi R .

se sigue que:
~ T T\ 2
Var(G) == — (—) = 0.168.
ar(Q) 1 1
Por propiedades de la distribucion condicional tenemos que:

E(9(X,Y)) = E(E(9(X,Y)|X))

para un x en particular tenemos que:

1
BEGXYIIX =) = [ 10 frix(olo)dy
dado que X LY, eY ~ Unif(]0,1]) se tiene que:

frixWlz) = fy(y) = 1p1(y)

por lo que:

dy = /1 — 22

/\/ 1—22

1
E(B(g(X,Y)|X =) = /0 eyl = |

En general,

E(g(X,Y)|X)) = V1 - X?
E(g(X,Y)) = BE(V1-X?)

Muestreando uniformemente X en [0,1], la varianza de este nuevo estimador es:

finalmente:

Var(g(X,Y)) = /01(1 — 2?)dz — (%)2 — 0.050

Obteniendo una reduccion de la varianza hasta en un tercio.

127



Algoritmo 47 : Monte Carlo condicional

1: Generar una muestra Y7,...,Y, de g.
2: Calcular E [h(X)|Ys], k= 1,...,n analiticamente.

N
. ) ~ 1
3 Bstimar | =  [h(X)] mediante | = > E[M(X)|Yi].

=1

Ahora estamos listos para proponer el algoritmo formalmente.
Como podemos ver, este algoritmo requiere encontrar una variable aleatoria Y con las siguientes carac-
teristicas:

= Debe ser facil de simular.

» E[H(X)|Y] se debe poder calcular analiticamente.

» E[Var(H(X)|Y)] debe se grade en comparaciéon con Var[E(H(X)|Y)].

Veamos un ejemplo del uso del Algoritmo que acabamos de presentar.

Ejemplo 6.2.4. Sean Sy, = sz\i1 X, donde {X;} es una sucesion de variables aleatorias independientes
e identicamente distribuidas tales que X; ~ F y son independientes de M. Encontrar | = P[Sy < z].

Si definimos a F™ como la funcién de distribucién de S, para M = m, entonces tenemos que

m m

F™(z) = P[Z X, <z|=F(zx— ZXZ)
i=1 i=2
Por otro lado, como
M M
=2 i=2
podemos estimar a esta esperanza por medio de
) 1 n M
[ = EZF(Q; -y X}
i=1 j=2
6.2.3. Variables de control
Supongamos que deseamos estimar 6 := E(Y) donde Y = h(X) es el resultado de un experimento de

simulacién. Ademads supongamos que Z es otro resultado del proceso de simular que puede ser facilmente
calculado. Finalmente asumamos que conocemos E[Z]. Con esto en consideracién podemos construir varios
estimadores insesgados de 0:

1. 6= Y, el estimador ususal
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2. 0. =Y +c(Z —E[Z))

donde ¢ € R. Es claro que E[éc] = 6. La pregunta es cuando éc tiene menor varianza que 0. Para esto
veamos que:

Var(0.) = Var(Y) + Var(Z) + 2cCov(Y, Z).

Desde que esto es valido para cualqiuier ¢, podemos minimizar esta varianza como una funcién de ¢
obteniendo un minimo cuando:

. Cov(Y, Z)
Var(Z) -
Obteniendo finalmente que
; Cov(Y, Z)? ~ Cou(Y,Z)?
cx) = Y _—_— = —
Var(fe) = Var(Y) Var(Z) Var(9) Var(Z)

De modo que para reducir la varianza basta que Cov(Y,Z) # 0 En este caso Z es conocida como la
variable de control. Para usarla en la simulacién basta realizar el algoritmo calculando:

> (Yi+ ¢(Zi — E[Z]))

oo =
n
donde el problema seria calcular
p—1
L 2
p—1
Y finalmente R
— Cov(Y, Z)
Var(Z)

Ejemplo 6.2.5. Supongamos que deseamos estimar 6 = E[e(U”’V)Q] donde U, W ~ U(0,1) did. Y usemos
a Zy = (U + W)? como variable de control.

Nota 6.2. En este caso E[Zs] = E[U? + 2UW +W?|=1/3+1/2+1/3 =17/6.

6.2.4. Variables antitéticas

Otra forma de reducir la varianza de los estimadores Monte Carlo que resulta 1til en varias situaciones y
que no requiere esfuerzo computacional extra es la siguiente:
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Suponga que

1= [ s@g(a)da

y tenemos dos estimadores insesgados de I basados en muestras = e y, identificados por I; = I1(x) y
I, = I1(y) repectivamente. Ademds, supongamos que las respectivas varianzas son V[I1] y V[I2], entonces

~ 1
I = 5{[1 —+ 12}

serd un estimador de I que también es insesgado y su varianza serd

-

VII] = VIn] + ivm] + %Cov[h,[g].

Si x e y son independientes y provienen de la misma distribucién, entonces habremos reducido la varianza
por la mitad. Entonces, a medida que consigamos estimadores insesgados independientes, iremos redu-
ciendo la varianza original.

Esta es una manera ingenua de reducir varianza, pues lo que estamos haciendo es, basicamente, usar el
método crudo de Monte Carlo e ir aumentado el tamano de la muestra. Pero, vayamos maés alld, ;qué pa-
sa si 'y y no son independientes? , en este caso, Cov [I1, Is] no es cero y ésta puede ser positiva o negativa.

Es claro que la varianza original ird disminuyendo a medida que esta covarianza sea negativa, es decir,
cuando los estimadores I7 y I estén correlacionados negativamente. Entonces, podemos concluir que en la
busqueda de la reduccion de la varianza es importante contar con muestras correlacionadas negativamente.

Ejemplo 6.2.6. Supongamos que V|[I1] = V[I3].

Entonces

1 1
V[I] = §V[Il]+§COU[II,IQ]

_ 1 COU[Il,IQ]
= 2V[I1] {1 + 7‘/[]1]‘/[[2] }

_ %V[h]{l + pll1, I2]},

donde p[z, y] denota al coeficiente de correlacién entre x e y. Entonces, la varianza de I serd mucho menor
que la de I si la correlacién es negativa y cercana a menos uno.

En este punto, la pregunta obvia es, ;podemos generar variable correlacionadas negativamente sin aumen-
tar demasiado el tamafio de la muestra original? La respuesta es afirmativa y ademads, asombrosamente,
no se generan observaciones adicionales, al menos tedricamente. Veamos un ejemplo de esto.

Ejemplo 6.2.7. Supongamos que queremos calular
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1
I:/\/1—$2dx.
0

En este caso, esta integral tiene solucién analitica. Si hacemos x = sin 8 y por tanto, dx = cos 8df, tenemos

que
/2 /2
1 1
I = cos” 6df = / <2+200829> do
0 0
g 1 T2 g
= |:2 Z 1n29:|0 = Z

i=1
donde {uy,...,u,} es una muestra de U(0, 1) y cuya varianza resulta en
/ 4
1 0.0498
VL] =~ / (1—u?)du—I*| =
n n
0

Ahora, consideremos un segundo estimador dado por
1 -1 . _
I = gZ* V1I—u?+ /1 —(1—w)

2

=1

y entonces

0.0068
—

1
1
4n/ \/1—u2—|—\/1— 1—u)? —21) du ~
0
Hubo una reduccién aproximada en la varianza original del 73 %.

6.3. Ejercicios

1. A partir de la expresion

o (=1)"
=4
m=4) ot
n=0
estimar el valor de m por el método de Monte Carlo.

2. Implementar el Ejemplo 7.1.2 y estimar el valor k.

3. En el ejemplo de las diferentes varianzas, analizar el caso en que V(1) > V(I3).
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10.

11.
12.

13.

Aproximar la integral del kernel de una v.a. normal(0,1) con limites -3,5 y calcula la desviacién
estandar del estimador.

Aproximar la integral del kernel de una v.a. gamma y calcula la desviacién estandar del estimador.

Calcular los 4 estimadores para la probabilidad de que X > 2, donde X ~ Cauchy(0,1) y sus
varianzas

a
b

) Usando Cauchy y la indicadora de 2 a infinito.
)

¢) Usando la Cauchy, con una indicadora de (-2,2) complemento.
)

Pegandole una uniforme, con una transformacién del estimador aprovechando la simetria.

d) Haciendo el cambio de variable x = 1/y.

Para esa misma Cauchy pero ahora con muestreo por importancia y su varianza
Monte carlo condicional

a) X distribuye exp(10) .
b) M sea va Poisson (2).

Ejemplo 2 de reduccién de varianza , implementar en R (reduccién de varianza con dos muestras
correlacionadas negativamente, para la integral de 0 a 1 de la funcién /(1 + x2) .

Probar que solucién al problema de minimizacién de varianza en el método de muestro por impor-
tancia es el de la expresion 6.2.

Estimar el parametro del Ejemplo 6.2.2.
Del ejercicio anterior, analizar el caso V(I1) < V(I2) en R.

Analizar el caso en que V(I1) > V(12).
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Capitulo 7

Monte Carlo via Cadenas de Markov

En este capitulo presentamos una herramienta de simulacién genérica, conocida como Monte Carlo via
cadenas de Markov (MCMC), la cudl permite generar muestras (aproximadas) de cualquier distribucién.
Las técnicas de Monte Carlo via cadenas de Markov permiten generar, de manera iterativa, observaciones
de distribuciones multivariadas que dificilmente podrian simularse utilizando métodos como los estudiados
hasta ahora. La idea basica es construir una cadena de Markov que sea facil de simular y cuya distribucién
estacionaria corresponda a la distribucién objetivo que nos interesa.

Esta herramienta resulta de gran utilidad cuando se quiere simular un vector aleatorio con componentes
dependientes.

Antes de presentar los algoritmos, presentaremos el resultado que motiva y justifica el uso de los algoritmos
de este capitulo.

7.0.1. Teorema Ergddico de Cadenas de Markov.

Tenemos el siguiente resultado fundamental para Cadenas de Markov.

Proposicién 7.1. Sea {X,,}n>1 una cadena de Markov homogénea, irreducible y aperiddica con espacio
de estados E y distribucion estacionaria w, se tiene que cuando n — 0o

X,—> X

donde X tiene distribucion w y

La primera afirmacién del resultado es el teorema clasico de convergencia de cadenas de Markov. Sin
embargo, la segunda afirmacion requiere un estudio mas detallado. En la teoria de sistemas dindmicos,
se prueba que para ciertos sistemas ocurre que los promedios temporales son iguales a los promedios
espaciales. Este resultado nos permitird tomar promedios de valores temporales en una cadena de Markov
(que son claramente dependientes) pero que al promediarlos se comportan como si fuesen independientes;
de forma similar a la ley fuerte de los grandes ntimeros.
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7.1. Metropolis-Hastings

En esta seccién estudiaremos el principal algoritmo de Monte Carlo vias cadenas de Markov. La idea de
este algoritmo, como se mencioné anteriormente, es simular una cadena de Markov tal que su distribucion
estacionaria coincida con la distribucién a simular.

Como motivacién para el desarrollo este algoritmo, supongamos que queremos generar valores de una
variable aleatoria X con soporte en E = {1,..., N} y distribucién 7 = (m,...,7n), donde m; = b;/C,
i € E, N es lo suficientemente grande y C' es la constante de normalizacién (dificil de calcular). Entonces
el objetivo es buscar un método que solucione el problema.

Construimos una cadena de Markov {X,},-, con espacio de estados E cuya evolucién depende de la
matriz de transicién @ = {¢;;} de otra cadena de Markov irreducible. Dicha evolucién esta definida de la
siguiente manera:

1. Cuando X,, = i, generamos una variable aleatoria Y tal que
P(Y =) = a;
para todo i,j € E.

2. Si Y = j, hacemos
Jj  con probabilidad «;
Xnt1=19" .-
¢ con probabilidad 1 — ay;

donde )
Qi = min {W, 1} =min {]qﬂ, 1} ,
Tiij bidi;

entonces {X,},~, tiene como matriz de transiciéon a P = {pij}{ijeE} donde

qij Qlij sii#j
Pij = . . .
L= s Gincvik 81 1=

a «;j se le conoce como la probabilidad de aceptacion.

Ahora mencionaremos algunos resultados que son consecuencia de la construccién de la cadena de Markov.
Para el siguiente resultado presentamos la prueba, ya que es realmente simple.

Proposicién 7.2. La cadena de Markov {X,,}n>1 tiene como distribucion estacionaria a .

Demostracion. Para demostrar este resultado basta ver que con la matriz de transicion P = {p;; }i jcr la
cadena de Markov es reversible (con respecto al tiempo) y tiene como distribucién estacionaria 7 si y sélo
si satisface las ecuaciones de balance local

TiPij = T4Dji
para toda i # j, lo cual es equivalente a
TiijQij = TjqjiC]t,
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para checar esta ultima igualdad basta notar que si

entonces «j; = 1y viceversa. O

Corolario 7.1. Sila cadena de Markov { X, }n>1 es irreducible y aperiddica, entonces 7 es la distribucion
limate.

Este resultado es inmediato de los resultados de convergencia de cadenas de Markov y para este caso es
suficiente que p;; > 0 para todo 7, j € E lo se sigue directamente de la construccién de estas probabilidades
de transicién.

Una observacién importante es que no se necesita calcular a la constante C' para definir la cadena de
Markov.

Siguiendo la idea de la construccién de la cadena de Markov adecuada, podemos definir el algoritmo
Metropolis-Hastings, para generar muestras de una funcién de densidad multidimensional objetivo f(z),
si la cadena se encuentra en el estado X,, de la siguiente manera.

Algoritmo 48 : Metropolis-Hastings
1: Generar Y ~ q(X,,y).
2: Generar U ~ U(0, 1) y hacemos

P Y siU<o(X,,Y)
i X,, en otro caso

donde

De esta forma tenemos que, repitiendo los pasos del algoritmo anterior obtenemos una sucesion de varia-
bles aleatorias dependientes X7, Xo, ... donde X,, tiene funcién de densidad f(x), para n grande.

Como es un algoritmo de aceptacién y rechazo, la eficiencia depende de la probabilidad de aceptacién
a(z,y).

Una cuestién importante en este algoritmo es la seleccién de matriz de transicién @ (matriz de transicién
propuesta). Existen diferentes maneras de proponer esta matriz que dependen del problema a resolver.
Las propuestas mas usadas son:

» Simetria: Consiste en suponer que g(x,y) = q(y,z). En este caso tendriamos que la probabilidad

de aceptacién es:
o) =i {201}
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es decir, solamente depende de la funcién de densidad de la variable aleatoria a simular, entonces
tenemos un método de aceptacion-rechazo parecido al visto en esta lectura.

Independencia: se supone que q(z,y) = g(y), para alguna funcién de densidad g. El candidato
generado serd aceptado con probabilidad

aavy) = min { FO9E 1}

Otra vez tenemos un método muy parecido al de aceptacion-rechazo original e igual que en ese
método es importante que la densidad propuesta g esté cercana a f. Una observacién importante es
que a diferencia del método de aceptacién-rechazo original, éste produce muestras dependientes.

Caminata aleatoria: en esta modalidad, se toma en cuenta el valor que se generé en la n—ésima
etapa para generar la n + 1—ésima etapa, es decir, q(z,y) = g(y — ), donde g es una distribucién
simétrica conocida, entonces, y = x + Z con Z ~ g. Entonces tenemos que la probailidad de

aceptacién es:
_ [ f)
alz,y) = mm{f(m),l} .

Ahora veremos algunos ejemplos del uso del algoritmo para la simulacién de vectores aleatorios depen-

dientes.

Ejemplo 7.1.1. Sea (X,Y) un vector aleatorio cuya densidad es

fx,y) = cx exp(—((zy)® + 2° + y° — 8z — 8y) /2).

Suponga que queremos estimar A = F(X) por medio del estimador Monte Carlo

usando a una matriz de transicién () dada por una caminata aleatoria para generar {X;;} de f.

Para resolver este problema, seleccionamos el incremento Z = (71, Z3) considerando variables aleatorias
Z1,Z5 ~ N(0,a?) independientes para alguna a > 0. Algunas observaciones en la seleccién de la constante

a son las siguientes

= Si a es pequena, los componentes serdn muy correlacionados positivamente.

= Si a es grande, muchas de las muestras seran rechazadas, por lo que el algoritmo es poco eficiente.

Entonces, el algoritmo para generar niimeros provenientes de f tiene la forma explicita.

Ejemplo 7.1.2. Una persona tiene el proyecto de poner una pension para autos con K cajones. Supon-
gamos que Yy es el numero de personas que acuden a rentar un cajon el n-ésimo dia (el contrato es por
dia) y que {Y,}nen son v.a.i.i.d. Poisson(X). Si hay cajones disponibles se consideran como contratos
nuevos, en otro caso cada cliente toma su lugar. La probabilidad de que una persona desocupe el cajon
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Algoritmo 49 : Metropolis-Hastings caminata aleatoria

Iniciamos en un valor arbitrario X; = (X171, X12), n = 1.
Generamos Z1, Zy ~ N(0,1) independientes. Hacemos Z = (Z1,7Z2) y Y = X, +a* Z.
Calculamos a(X,,Y) = min{ ff(()?n))’ 1}, donde f es la funcién de densidad objetivo.

Generamos U ~ U(0,1). Si U < a(X,,Y), hacemos X,,41 =Y y n=n+ 1. Volvemos al paso 2.
Paramos cuando n = M.

al dia siguiente es p (los cajones se regresan simpre al inicio del dia). Sea X,, el nimero de cajones en
renta al final del nénesimo dia y Z, el numero de nuevos contratos durante el nésimo dia. Sabiendo que
cada nuevo contrato genera una ganancia de g pesos y un ingreso de r pesos por dia (o parte del dia) y
cada cajon se puede comprar solo al principio con un costo de ¢ pesos por cajon y por dia el obejtivo es
encontrar k que maximice la ganancia.

Tenemos que
Xp41 = min{k, Bin(X,,1 —p) + Y11},

Zn+1 = Xn+1 - an(Xn, 1-— p)

Ademés {X,,} es una cadena de Markov homogénea a tiempo discreto con probabilidades de transicién

min{s,j} ; y l}\jilei)‘
P(Xnt1 = jlXn =1i) = Z <l)(1_p) P G-
1=1 '

con0<i<ky0<j<k-1. Sij:kentoncespik:1—Z§;5pij.

Para maximizar la ganancia promedio por dia (a largo plazo), tenemos que maximizar
M (k) = gE[Z(k)] + rE[X (k)] — ck (7.1)

donde
E[Z(k)] - nh;n;oE[Zn(k)} = limn%mE[Xn(k)] - E[Bin(Xn—l(k)ﬂ 1- p)} = pE[X(k)]

Entonces podemos reescribir a la funcién objetivo 7.1 como
M(k) = (g + r)E[X (k)] — sk,
donde
k
E[X (k)] =) zm,
=0

y 7 es la distribucién estacionaria de la cadena {X,}. Si usamos la media muestral tenemos un estimador
para k.

7.2. Muestreo de Gibbs

En esta seccién estudiaremos un caso particular del algoritmo de Metropolis-Hastings que es muy utilizado
para generar muestras de vectores aleatorios y ha sido extensamente usado en estadistica bayesiana. Este
método es conocido como el muestreo de Gibbs. La principal caracteristica del muestreo de Gibbs es que
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la Cadena de Markov subyacente es construida de una sucesion de distribuciones condicionales.

Supongamos que queremos obtener una muestra un vector aleatorio X = (X1, Xs,..., X)) con funcién
de densidad p(X). Denotemos por X|; al vector que se obtiene a través de considerar al vector X tras
eliminar la i-ésima componente. Consideremos la densidad condicional de X; dado X{;), como

p(Xi, Xp) _ p(X)
p(Xp)) [p(X)dX;

p(Xi Xp) =

Supongamos que las distribuciones condicionales son conocidas y féciles de simular. Consideremos el
algoritmo de Metropolis-Hastings eligiendo a las transiciones g de la siguiente manera: Elegimos una
entrada ¢ de manera equiprobable en las coordenadas de X. Hacemos Y idéntico a X salvo en la coordenada
1, que se elige con la probabilidad:

q(Xi]X) = p(Xil X))

Entonces, tendremos que

a(X. X) = min {1 p(Xi)p(X[;)| X5) } _

" p(X)p(Xi| X))

es decir, los valores candidatos con probabilidad uno.

Asi, el algoritmo del Muestreo de Gibbs tiene la forma explicita.

Algoritmo 50 :Muestreo de Gibbs
1: Inicializar X0 = (Xl(o), .. .XIEO)) yj=1
2: Elegimos un indice ¢ de forma equiprobable en 1, ..., k.
3: Generamos Z Np(XZ.(n)|X[(5L)).
4: Hacemos X ("+1) = (Z,X(n)).

(1]
5: Repetir los paseos anteriores.

Ejemplo 7.2.1. Distribucion Normal Bivariada.

Recordemos que un vector aleatorio (X,Y’) continuo que toma valores en el plano euclidiano tiene distri-
bucién Normal Bivariada si su funcién de densidad estda dada por

1 (z—px)?  2p(z—px)y—py) | (y—py)?
(- el - Hemtla=in) 1o

fX,Y(xvy) = 1— P2) o3 oxXOy ol

2moxoy

donde p es el coeficiente de correlacién. Consideremos el caso cuando ox = oy = 1y ux = py = 0,
entonces tenemos que la funcién de densidad corresponidente es:

Fxy(z.y) = % exp { - 2(11_[)2)[:(:2 — 2pmy + )}

Es fécil ver que X,Y ~ N(0, 1), por lo tanto tenemos que

XY ~ N(pY,1 - p?)
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YIX ~ N(pX,1 - p?)

las cuales pueden ser simuladas utilizando alguno de los métodos presentados antes.

Ejemplo 7.2.2. Implementemos el algoritmo anterior en un programa.

A continuacion presentamos la implementacién de tal cédigo. La siguiente funcién implementa el Muestreo
de Gibbs donde f(x) y f(y) son normal estandar y el vector generado tiene aproximadamente la densidad
de una normal bivariada con el coeficiente de correlacién deseado.

Gibbs<-function(k, rho){

A=matrix(0,k,2)

x=rnorm(1l) #Valores iniciales

y=rnorm(1) #Valores iniciales

A[1,1]=x*sqrt (1-rho"2)+rho*y

#Generamos otro parametro con la condicional en Xo

A[1,2]<-x*sqrt(1-rho~2)+rho*A[1,1]

#Generamos el otro con la misma condicional pero ahora en A[1,1]

for (i in 2:k){ #Repetimos k veces
Ali,1]1<-rnorm(1)*sqrt(l-rho"2)+rho*A[i-1,2]
ATi,2]<-rnorm(1)*sqrt(1-rho~2)+rho*A[i,1]

}

return (A)

Podemos graficar los valores obtenidos.

M=Gibbs (300,-.85)
plot( M[,11,M[,21)
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M[, 2]

M, 1]

Un ejercicio sugerido es utilizar nuestro programa para resolver un pequeno problema de estimacion:
Supongamos que deseamos estimar el valor de la probabilidad

P(X?+Y?%>1.5)

cuando (X,Y’) tiene distribucién normal esténdar bivariada con coeficiente de correlacion p = —0.85.
Considere que el programa contemple un tamano de muestra n y un periodo de calentamiento k.

Ejemplo 7.2.3. Distribucion Autoexponencial.

Este modelo introducido por Besag (1974) en el drea de estadistica espacial. Supongamos que

P(y1,Y2,y3) < exp{—(y1 + y2 + y3 + b121192 + O13y1y3 + O23y2y3) },

con y1,Y2,y3 € RTy en donde 612, 013 y 03, son conocidos.
Una propuesta inicial para simular observaciones de esta distribucién es usando la relacién
p(y1,92,y3) = p(y1)p(y2ly1)p(yslyr, y2)-

140



Para poder usar esta representacién calculemos la marginal de (y1, y2),

p(y1,y2) o (Y1, Y2, y3)dys

x exp{—(y1 +y2 + b2y1y2)} /GXP {—1[ys (1 4 O23y2 + 031y1)]} dys

exp {—(y1 + y2 + O12v192) }
1+ Oa3y2 + 03191

entonces, la marginal de y; sera

o0
p(yl) o e Yt / eXp {_(y2 + 912y1y2)}
1+ 023y2 + 03191

cuya solucién analitica se dificulta. Sin embargo, es facil mostrar que las densidades condicionales com-
pletas estdn dadas por

p(y1ly2,y3) = exp(y1|l + 01292 + 013y3),
p(y2ly1,y3) = exp(y2|l + O1ay1 + Oa3y3),
p(yslyr,y2) = exp(ys|l + O13y1 + O23y2),

que son muy sencillas de simular. Un ejercicio sugerido es la implementacién del algoritmo de muestreo
de Gibbs para simular observaciones provenientes de la distribuciéon Autoexponencial.

7.2.1. Aplicacion en estadistica bayesiana

Sea X = (Xi,...,X,) una muestra de una distribucién Poisson con un punto de cambio aleatorio, es
decir, supongamos que el punto de cambio se presenta en un valor m € {1,...,n} = J, y ocurre que,
condicional al valor que toma m tenemos que

X; ~ Poisson(\)

parai € {1,....,m} y
X; ~ Poisson(T)

para i € {m + 1,...,n}. Por otro lado, supongamos que A, 7 y m tienen distribuciones a priori (es decir,
no condicionales) independientes con A ~ Gamma(a, ), T ~ Gamma(c,0) y m ~ Unif{1,...n}, donde
a, 8,0 vy 6 son constantes conocidas.

La interpretacién usual es la siguiente. Tenemos un conjunto de parametros con cierta distribucién a
priori, que representa nuestro conocimiento previo de la distribucion de tales parametros. Esa informa-
cién puede provenir de experiencia estadistica o de la informacién que nos proporcione un experto en el
fenémeno. Por otro lado, recibimos datos, provenientes de informacién factual (es decir, trabajo de campo,
experimentos en un laboratorio, etc). Nos gustaria recalcular la distribucién de los pardmetros, dados los
datos que obtuvimos; esto servird para contemplar la informacién inicial dada por la distribucién a priori,
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contemplando la certeza que nos dieron los datos recibidos.

La distribucién condicional anterior se puede derivar a través de la Férmula de Bayes. En nuestro caso
toma la forma especifica:
JXIA, 7,m) f (A, 7,m)

fOm,m|X) = FX)

Podemos verificar, de forma relativamente sencilla, que la distribucién conjunta a posteriori es

FO7,m|X) oc A= Lrr e exp{— (8 + m)A} exp —(6 +n — m)7},

donde

n
Zm = Z X,

i=m+1

expresion que no parece facil de simular. Para hacer usao del muestreo de Gibbs tenemos que encontrar
las condicionales completas a posteriori correspondientes, las cuales estan dadas por:

A7,m, X ~ Gamma(a + ym, f + m),
TN, m, X ~ Gamma(o + zp,0 +n —m)

Aofym—Lrotzm =l exp{— (8 + m)A\}exp —(6 + n — m)7}

f(m’)\7 TX) = Z:il Noetyi—lrotzi—1 exp{—(ﬁ —+ 1,))\} exp _(6 +n— i)7}7

para toda m € {1,...,n}. Con lo anterior, somos capaces de programar un muestreo de Gibbs que simule
a la distribucién conjunta a posteriori f(X, 7, m|X).

El algoritmo es el siguiente.

Algoritmo 51 :Muestreo de Gibbs 1
1: Inicializar 7, A\, m.
2: Elegir 7 0 A 0 m, cada uno con probabilidad 1/3.
3: Dado que elegimos el pardmetro 6, simularlo de nuevo utilizando la densidad condicional f(8](\, T,0)\
o)),

4: Repetir desde el paso 2.
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7.2.2. El muestreo de Gibbs dentro del contexto de la Fisica

Algunas ideas del muestreo de Gibbs tienen sus origenes en la fisica estadistica. Para mostrar la versatilidad
de tales ideas y profundizar en su comprension presentamos en esta seccién un breve esbozo de los
conceptos utilizados y la forma especifica que toma el muestreo de Gibbs en este contexto. Este lenguaje
es utilizado en también en otras dreas como la estadistica bayesiana, donde se utilizan ideas similares.

Campos de Markov

Sea S un conjunto finito o numerable con elementos a los que llamaremos sitios y A un conjunto finito al
cual nos referiremos como espacio fase. Un campo aleatorio con sitios S y espacio fase A es una coleccion
{X(s)ses} de variables aleatorias con valores en A.

Alternativamente, un campo aleatorio es una variable aleatoria que toma sus valores en el espacio AS. Al
espacio A® le llamaremos espacio de configuraciones. Para una configuracién fija = y dado un subconjunto
A C S, definimos:

z(A) = (z(s),s € A)

como la restriccion de la configuracion x al subconjunto A. Por comodidad, algunas veces escribiremos a
toda la configuraciéon x como la concatenacién de la configuracion x restringida a A con la configuracion
x restringida al complemento de A, es decir

z = (z(A),z(S\ A)).

Veamos un ejemplo. Consideremos S = Zs X Zs y A = {0,1}. En este caso, una configuracién posible
puede representarse graficamente de la siguiente maneras:

+ - - - 4+
+ o+ + - 4+
-+ - + 4+
+ + + - 4+

Ahora procederemos a definir la dependencia posible entre las variables que conforman al campo aleatorio.
Para ello definimos un sistema de vecindades en el conjunto de sitios S.

Definicién 7.1. Un sistema de vecindades de S es una familia {N }scs de subconjuntos de S tales que
para toda s € S:

1. s¢ 5,

2. Sit e N, entonces s € N;.

Denotaremos por N a la vecindad de s. Y definiremos como /\Af; = N;s; U {s} a la vecindad no agujereada
de s. Cuando S consiste en un malla cuadralada (finita o infinita) un ejemplo cllasico de vecnidades son
las o y 5:
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Vecindades.png

Figura 7.1: Tipos de vecindades

Ahora explicaremos cémo se puede definir a la propiedad de Markov en este contexto. Notemos que si
tenemos una cadena de Markov {X,, } ,en se puede probar (utilizando la propiedad de Markov) que para
todo n natural ocurre lo siguiente:

(X17 seey Xn—1)|Xn—L(Xn+1a eeey Xn+m)|Xn7

es decir, que condicionalmente al valor de X,,, los vectores (X1,..., Xp—1) ¥ (Xn+t1, ..., Xntm) son inde-
pendientes. Esta propiedad, que es de hecho equivalente a la propiedad de Markov, nos da una intuicion
espacial: dada un sitio n, si conocemos el valor de la variable X,, ocurre lo que queda a la izquierda de
ella es independiente a lo que queda a la derecha de ella. Siguiendo tal intuicién hacemos una extension
para definir la propiedad de Markov en campos aleatorios.

Definiciéon 7.2. Decimos que X es un campo aleatorio de Markov con respecto al sistema de vecinda-
des {N}ses, si para todos los sitios de S las variables aleatorias X (s) y X (S \ Ns) son independientes
condicionadas a X (Ns), es decir:

P(X(s) = 2(s)[X(S\ 5) = 2(5\ 5)) = P(X(s5) = x(s)| X (V) = z(Ny)),

para todo s € S y x € A®.

El concepto andlogo a las probabilidades de transicién estd dado por las especificaciones locales.

Definicién 7.3. La especificacion local de un campo aleatorio en el estado s es la funcion w° : A° — [0, 1]
definida por:
m(x) = P(X(s) = 2(s) X (Ns) = 2(N5))

La familia {7°}scs es llamada la especificacion local del campo aleatorio de Markov.

Campos de Gibbs

En esta seccién definiremos a los campos de Gibbs, que son un tipo de campos aleatorios con una forma
especifica para su distribucién conjunta. Su importancia radica en que, bajo ciertas condiciones generales,
un campo de Markov es un campo de Gibbs y viceversa. La forma especifica de los campos de Gibbs nos
permite hacer cdlculos explicitos, por lo que nos da una manera de implementar el muestreo de Gibbs en
una forma especifica.

Comenzaremos con los conceptos utilizados para caracterizar la dependencia de las variables aleatorias
de un campo de Gibbs (que definiremos después). Continuamos en el contexto de un campo aleatorio con
espacio de sitios S y espacio fase A.

Definicion 7.4. Un subconjunto C' C S es un clique si y solo si:
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1. C={s} o

2. Para todo par de sitios s,t tales que s,t € C ocurre que s y t son vecinos.

Notemos que para las vecindades « y [ presentadas anteriormente tenemos que los posibles cliques, sin
contar rotaciones, son de la forma:

Cliques.png

Figura 7.2: Cliques

Definimos ahora al potencial para un campo de Gibbs, que nos es una colecciéon de funciones en donde
cada funcién asociada a un clique C' depende exclusivamente de los valores de la configuracion en tal
clique C.

Definicién 7.5. Un potencial de Gibbs en el espacio A° relacionado a un sistema de vecindades {Ns}ses
es una coleccion de funciones {Votcocs, Vo : A5 — R U {oo} tales que:

1. Vo =0 si C no es un clique.

2. Va,2' € A5 yvVC C S six(C) =2/ (C) = Vo(x) = Ve(z)

A través del potencial de Gibbs, podemos definir a la energia de una configuracién = como la suma de
todos las funciones potenciales (sumando sobre todos los cliques) de la configuracién x.

Definicién 7.6. La funcion de energia € : A° — R U {oo} estd dada por

e(x)=> Vo(x).
C

Tras definir estos conceptos, podemos definir a una distribucién de Gibbs. Un campo aleatorio tiene una
distribucién de Gibbs si tiene la forma:

ﬂT(x) = ZlTeil"E(x)7
donde Zr es una constante de normalizacion llamada la funcién de particion del conjunto tal que
{mr(x)},cas es una funcién de masa de probabilidades. La funcién de energfa provienen de un potencial
de Gibbs, para un sistema de cliques. Al pardmetro T' > 0 se le conoce como la temperatura del sistema,
y tiene la siguiente intuicién (correspondiente a la fisica): cuando 7' crece a infinito, la distribucién de
Gibbs se acerca a una distribucién uniforme sobre el espacio de configuraciones AS. En el caso en que T
decrece a 0, la distribuciéon de Gibbs tiende a la distribuciéon de probabilidad de una variable aleatoria
que toma con probabilidad 1 a la configuracién z* que maximiza 7p(z).

En cuanto a la relacién entre campos de Gibbs y campos de Markov nos contentaremos en enunciar el
siguiente resultado, que nos indica que los campos de Gibbs son de hecho campos de Markov. El inverso
es cierto: bajo ciertas condiciones generales, un campo de Markov puede expresarse como un campo de
Gibbs.
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Teorema 7.1. Si X es una v.a. con distribucion m donde su funcion de energia proviene de un potencial
de Gibbs {Vo}ocs relativo al sistema de vecindades de {Ns}scs entonces X es un campo aleatorio de
markov respecto a las mismas vecindades {Ns}ses y sus especificaciones estdin dadas por:

s 67 chs VC("E)
™(@) = S Vet

La notacion ), significa la suma sobre todos los conjuntos C' tales que contengan al estado s.

Veamos ahora un ejemplo especifico de todos los conceptos presentados. Consideremos el modelo de Ising,
un ejemplo clasico de la fisica estadistica en donde se modela el ferromagnetismo. En esta caso podemos
considerar S = Z2, un toro discreto, y un espacio fase {+, —} donde los valores del espacio fase representan
si un sitio s estd imantado positiva o negativamente.

Sabemos que, fisicamente, un cuerpo tiende a imantarse con el mismo signo que los cuerpos que tiene
cercanos. Eso lo podemos expresar de la siguiente manera: consideremos un sistema de vecindades « y
cliques dados por tales vecindades. Consideremos que los tinicos cliques con funcion potencial distinto de
cero tienen la forma {s,t} donde s y ¢ difieren exactamente en una coordenada, por +1 o —1 y estd dada
por:

Visty = —z(s)z(t).
Asi, la energia estd dada por

e@)=— Y  a(s)a(t)

{s,t} clique

y la medida de Gibbs inducida es la siguiente:

7TT([L‘) = ie% Z{S,t}clique x(s)m(t)

Zr

Notemos que esta medida codifica el fenédmeno que queremos capturar. La configuracién

+ + + + +
+ o+ + + +
+ + + + +
+ o+ + + +
+ o+ + o+ 4

tiene todos los vecinos con fases del mismo signo, por lo que su energia serd pequena. Eso implica que tal
configuracién tiene gran probabilidad. Por otro lado, la configuracién

+ -+ - 4+
+ - + - 4+
+ - + - +

tiene muchos més vecinos con fases de diferente signo, por lo que su energia sera mayor y por lo tanto su
probabilidad serda menor que la de la configuracién de arriba.
Utilizando el Teorema 7.1 tenemos que las especificaciones locales para nuestro ejemplo estan dadas por

o) — 9]
9(ls) + (1= 2(5))’
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donde
g(z) — ef(iaz(s+e1)«H’m(sfel)z(s)+im(s+eg)+ix(57e2)) (72)

para i = +1,—1 y e, es representan a los vectores canonicos.

Utilizando tales especificaciones locales (funciones de transicién), podemos utilizar el muestreo de Gibbs
para simular a la distribucion estacionaria de un campo aleatorio de Ising en el toro finito discreto. El
algoritmo es el siguiente:

Algoritmo 52 :Modelo de Ising

1: Comenzar con una configuracién arbitraria zo € {+, — }%m.

2: Elegir al azar y de forma equiprobable un sitio s in Z2,.

3: Actualizar el valor de la configuracion en el sitio s: z(s) toma el valor + con probabilidad ¢(1), y el
valor — con probabilidad g(—1), donde g estd definida por (7.2).

4: Volvemos al paso 2.

7.3. Muestreo de Slice

En esta seccién analizaremos otra forma particular del muestreo de Metropolis-Hastings, que tiene una
interpretaciéon geométrica muy directa.

Supongamos que queremos simular valores de una variable aleatoria X con funcién de densidad f(x).
Consideremos al conjunto

B={(z,y): 0 <y < fl2)}

La idea bésica es la siguiente: si conseguimos generar un vector (X,Y’) que tenga distribucién uniforme
sobre el conjunto B, entonces la marginal X tendra la densidad deseada. Esto se puede verificar facilmente:

o0 (=)
fx(x) —/ fx,y(af,y)dy—/o Cdy = cf(z),

por lo que X tiene a f como densidad (y ademads la constante de normalizacién C es igual a 1).

Sin embargo, generar un vector uniforme (X,Y’) en el conjunto B no necesariamente es sencillo. Por lo

cual se propone el siguiente algoritmo, que como veremos después, es una forma especifica del muestreo
de Gibbs:

Algoritmo 53 :Muestreo Slice

1: Comenzar con un valor arbitrario X = x tal que f(z) > 0.

2: Dado X = z, elegir Y como un valor uniforme entre 0 y f(z).

3: Dado Y =y, elegir X de manera uniforme en el conjunto S, donde S = {z : y < (z)}.
4: Volver al paso 2.

El nombre del algoritmo Slice (rebanar, en inglés) toma su nombre de la interpretaciéon geométrica del
algoritmo: Dado el valor X = z, se elige el valor Y como un nivel uniforme en la linea que une al punto
(x,0) con el punto (f(x),0), es decir, como un valor uniforme en una rebanada vertical. Dado el valor
Y =y se elige al punto X como un valor uniforme en el segmento (o unién de segmentos) de los valores
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x que al evaluarlos llegan a la linea de nivel y ( {x : f(z) = y}), es decir, como un valor uniforme en una
rebanada horizontal.

Este algoritmo tiene particularidades a observar. Por un lado, a diferencia del algoritmo de Metropolis,
por ejemplo con el esquema de caminata aleatoria, hay una autoregulacion de los valores que va tomando
X: la misma densidad f regula qué tan probable es saltar al valor siguiente, haciendo improbable ir a un
valor donde la densidad es peque??a y haciendo mas probable ir a valores donde la densidad es grande.
Por otro lado, los valores consecutivos generados por el algoritmo tienen alta dependencia.

A continuacién probaremos la eficacia del algoritmo. Para ello basta verificar que este algoritmo es un
caso particular del muestreo de Gibbs, donde la distribucién invariante es uniforme sobre el conjunto B.

Notemos que debido a que las actualizaciones son deterministas (primero en X, luego en Y, luego en X,
luego en Y, etc.) tenemos un esquema de Gibbs, con matriz de transicién:

(V)

Ahora, para verificar que en efecto tenemos como distribucién estacionaria a un vector (X,Y’) uniforme
sobre el conjunto B, nos basta ver que las transiciones dadas por el algoritmo coinciden con las densidades
marginales fy|x vy fx|y de tal vector. Lo probamos a continuacion.

Proposicién 7.3. Sea (X,Y) con distribucion uniforme sobre el conjunto B = {(x,y) : 0 <y < f(x)}.
Entonces ocurre que
1. Y|x=, tiene distribucion uniforme en el intervalo (0, f(x)).

2. X|y=y tiene distribucion uniforme sobre el conjunto S, donde S = {x :y < f(x)}.

Demostracion. 1) Notemos que para z tal que f(z) > 0 ocurre que

 Ixy(@y)  1(@y) | lio<y<s@)}(¥)
fyix(lz) = K@) f@) (@) 7

donde utilizamos lo que presentamos al principio de esta seccién: la marginal de X es la funcién f(z).

2)Definamos S = {x : y < (z)}. Calculemos primero la densidad de Y:

= [ " fxy (@ y)de = /S 1z = A(S)

donde A(S) denota a la longitud del conjunto S. Entonces, para 0 < y < méx f(z) ocurre que

_fxr(@y) 1pley) _ 1s()
P =5 G TN T NS

que es lo que se queria demostrar.
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7.3.1. Implementacién y calibracién

Es importante aclarar que en la implementaciéon de simulaciones Monte Carlo a través de cadenas de
Markov pueden aparecer varios problemas. En esta seccion discutimos estos problemas y las soluciones
préacticas que se suelen utilizar para remediarlos.

Uno de los problemas es el siguiente. Aunque la existencia de una distribucion estacionaria y la conver-
gencia a ella pueden ser demostrados formalmente, las condiciones para que se cumpla la convergencia
no son faciles de demostrar en problemas concretos y que aun si pudiera hacerse, la convergencia puede
ser muy lenta. Por ejemplo, en el caso del algoritmo de Metropolis-Hastings, la probabilidad de moverse
a una nueva posicién, puede ser muy pequena y la cadena podria tardarse mucho en visitar todo el espacio.

Es entonces muy importante corroborar si efectivamente la cadena alcanza a la distribucién estacionaria.
Debemos dar un tiempo a que la cadena se estabilice, es decir, tomar un cierto niimero de iteraciones como
un ”periodo de calentamiento” y luego de este periodo analizar la convergencia y estabilidad de la cadena.
Para determinar el periodo de calentamiento una sugerencia es hacer gréaficas de los estados visitados por la
cadena. También se pueden graficar funciones de interés ( por ejemplo la media muestral). Lo fundamental
en este sentido es monitorear la convergencia de las caracteristicas estadisticas de los datos. Por ejemplo,
se pueden observar los coeficientes de correlacién serial, para tener idea de la velocidad de convergencia
(correlacién alta implica convergencia lenta). Una propuesta para medir la correlacién serial de orden k
esta dada por:

X g - @) (e — @)
S SN O

El monitoreo consiste en confirmar si el estimador anterior tiende a cero conforme k crece.

Un problema fundamental subyacente es que las observaciones generadas no son independientes (pues son
construidos a través de la dindmica de una cadena de Markov) a pesar de que el objetivo es generar una
muestra aleatoria.

Existen diversas sugerencias para resolver el problema de la dependencia de los datos. Gelfand & Smith
(1990), sugieren hacer corridas simultaneas de n cadenas de forma independientemente hasta obtener la
convergencia en cada una. El problema en esta metodologia es que si la convergencia se alcanza después de
m iteraciones, entonces para obtener una muestra de tamano n, es necesario generar mn observaciones.
Por otro lado, Geyer (1992), sugiere que una vez que se alcanza la convergencia, basta con generar n
observaciones mas y tomar estas como muestra, pues aunque no son independientes la teoria ergddica
sustenta la inferencia. Otra propuesta es la de Raftery & Lewis (1992) quienes sugieren que, tras un
periodo de calentamiento, se seleccione un elemento para la muestra periodicamente, es decir, cada k
observaciones. Por su parte, Gelman & Rubin (1992) proponen que es recomendable correr, de manera
simultanea, [ cadenas independientes, con [ no mayor a diez, y de cada una tomar n/l observaciones, ya
sea de manera consecutiva o cada k.. Se recomienda realizar distintas metodologias como las sugeridas.

7.4. Ejercicios

1. Implementar el algoritmo propuesto para la distribucién Autoexponencial.

2. Implementar un algoritmo de Metropolis-Hastings para generar valores provenientes de una variable
aleatoria X ~ N(0, 1). Utilice el método de la caminata aleatoria simétrica, eligiendo a una transicién
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Q de la forma:
Y=X,+U,

donde U ~ Unif|—a,a] para a > 0. Hacer un histograma con una muestra grande generada por el
algoritmo.

. Hagamos un algoritmo de Metropolis-Hastings para generar valores provenientes de una variable
aleatoria con densidad:
f(t) = Csen(x)?sen(2t)%p(t),

donde C' > 0y ¢(t) denota a la densidad de una normal estandar. Utilice el método de la caminata
aleatoria simétrica, eligiendo a una transicién ) de la forma:

Y=X,+U,

donde U ~ Unif[—a,a] para a > 0. Permita que el algoritmo tenga un periodo de calentamiento k,
genere después una muestra de tamafno n grande y grafiquela con un histograma.

. Para una normal multivariada estdndar con coeficiente de correlacion p = —0.85, estimar el valor
P(X?+Y?%>1.5)

utilizando el muestreo de Gibbs. Considere que el programa contemple un tamano de muestra n y
un periodo de calentamiento k.

. En la seccién del ejemplo de aplicacion bayesiana, considere una muestra de datos dada por
X = {77 37 67 57 37 27 O? 67 47 57 2’ 2’ 4’ 4’ 37 47 37 37 57 0}7

yva=4,5= %, o = 2, = 1. Implementar el algoritmo y estimar los pardametros A, 7 y m. Comparar
con los pardmetros reales que resultaron al hacer la simulacién de la muestra: A = 4.2729, 7 = 2.9205,
m = 14.

. Hacer un programa que simule y grafique el modelo de Ising en el toro Zs x Zs. Hacer que el programa
imprima la configuracion inicial, al paso 50, al paso 1000, y al paso 10,000. Qué pasa a largo plazo?
Hay una o varias configuraciones finales deterministas o converge hacia una distribucién aleatoria
estacionaria?

. Utilizar el muestreo de slice para simular una muestra proveniente de la densidad
1
f(x)ziexp—\/;?, x> 0.

a) Simular con slice una coleccién de variables { X1, ..., Xx1n}, para algin periodo de calenta-
miento k, y n fijo. Calcular la distribucién empirica:

, 1 &
F(t) = - Z Lix, <ty
i—1

y graficarla.

b) Probar que si X tiene la densidad f y se hace la transformaciéon Y = v/ X entonces Y ~
Gamma(3,1).

c¢) Utilizar el inciso anterior para simular una muestra de v.a. {X1, ..., X,,} con densidad f (utili-

zando el mismo n que en el primer inciso). Calcular la distribucién empirica y graficarla.

d) Comparar ambas aproximaciones con la densidad teérica. Qué tan buenas son? Cudl es mejor?
Qué tanto difieren, alterando ky n ?
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Capitulo 8
Optimizaciéon

8.1. Algoritmos de optimizacién

En esta seccién analizaremos una clase de algoritmos de optimizacién (o de busqueda) agrupados bajo el
término de enfriamiento estocdstico.

8.1.1. Esquema frio

Consideremos un conjunto finito o infinito £ de estados (o soluciones) y una funcién C : E — R una
funcién de costo (utilidad) a ser minimizada (maximizada). Buscamos algin valor i* € E tal que

C(i*)<C(i) Vi€E,

es decir la mejor soluciéon. Cuando el espacio F es muy grande o infinito, es poco practico imposible
enumerar todos los valores {C(i)};cr para elegir al valor minimo y al estado minimizante. Describimos a
continuacién un método simple para intentar encontrarlo.

Definimos un sistema de vecindades, que son una coleccién de conjuntos {N(7)}ieg (donde N (i) C E),
tales que

1. i ¢ N(1), es decir i no es vecino de si mismo,

2. ysii € N(j) ocurre que j € N(i), es decir que el que i sea vecino de j implica que j sea vecino de i.

Pediremos ademds que el sistema de vecindades { N (i) };cr sea comunicante, es decir, que para todo i, j
en F, existe una sucesién i1, ..., %, en E tales que

i € N(Z)v ig € N(Zl)v ceey ] € N(Zm)v
en otras palabras, de un estado ¢ a otro j, se puede llegar a través de un nimero finito de vecinos.
El esquema frio consiste en el siguiente algoritmo.

Tenemos dos observaciones. La primera es la siguiente: en el caso en que tenemos un espacio £ no nume-
rable y elegimos como sistema de vecindades a N (i) := E'\{i} (es decir todos los estados diferentes i, j son
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Algoritmo 54 :Esquema frio

1: Iniciamos con un estado o solucién 1.

2: Elegimos un vecino j € N(i) aleatoriamente (no necesariamente de forma equiprobable).
3: Comparamos a C'(i) y C(j) y elegimos a i 0o j como aquél que tiene el menor costo.

4: Repetimos el algoritmo desde el segundo paso

vecinos) y eligimos a un vecino de forma equiprobable, el Algoritmo 54 con n iteraciones, es equivalente
a sortear n — 1 estados o soluciones de forma independiente, afiadir la solucién inicial, y elegir entre esos
estados a aquel que minimiza la funcién C.

La segunda observaciéon nos habla de la gran limitacién de este algoritmo. En el caso en que tengamos
una solucién ¢ tal que

C@H)<C(G)  VjeN@),

es decir un estado que es un minimo local, el algoritmo se queda atrapado en ese valor, cuando posiblemente
exista una mejor solucion global.

8.1.2. Algoritmos evolutivos

Los algoritmos evolutivos se pueden conceptualizar dentro de los algoritmos de optimizacién o de busque-
da. Presentamos a continuacion una versién simple, que es una generalizacién del esquema frio.

Algoritmo 55 Evolutivo

1: Iniciamos con un estado o solucién 3.

2: Con probabilidad a (muy baja) elegimos a j uniformemente sobre todo el espacio de soluciones
E (mutaciéon). Con probabilidad 1 — « (muy alta) elegimos a un vecino j € N (i) aleatoriamente
(descendencia).

3: Comparamos a C'(i) y C(j) y elegimos a i 0 j como aquél que tiene el menor costo.

4: Repetimos el algoritmo desde el segundo paso.

La interpretacion es la siguiente: Teniendo una solucién o individuo ¢ podemos, o bien tener un descen-
diente (que debe tener caracteristicas cercanas a i) con probabilidad muy alta, o bien encontramos a otro
individuo proveniente de una mutacién con probabilidad muy baja. Ambos compiten entre si, y el que
tiene mejor desempeno sobrevive a la siguiente generacion.

La gran ventaja de este algoritmo sobre el esquema frio es que no nos quedamos atascados en minimos
locales, pero a diferencia de la busqueda independiente, la descendencia nos ayuda a utilizar las iteraciones
pasadas para un mejor desempeno del algoritmo.

8.1.3. Enfriamiento Estocastico

Este algoritmo generaliza el esquema frio y a su vez, es un caso particular del algoritmo del Metropolis-
Hastings.
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Dado un sistema de vecindades {N(i)};cp comunicante, consideremos una cadena de Markov definida
sobre E con transicion {g; ;}i jer tal que g;; > 0 siy s6lo si i = j o bien j estd en N(i). Definamos un
valor T' > 0 que representard en este caso la temperatura.

Definimos P; ; por
Pij(T) = 1p\ iy (0 g (T) + 1y (5) D ikt (T
k#i
donde

(i)

/ er
a; ;(T) := min (1, @)

e T

Desde la perspectiva de los algoritmos de Hastings, el parametro de la temperatura 1" no influye, es decir
la prueba utilizada ahi sigue funcionando en este caso.

Analicemos ahora a las probabilidades de aceptacion «; (7). En el caso en que C(i) > C(j) ocurre que
a;;(T) = 1, por lo que aceptamos j (lo cudl es consistente con que queremos minimizar). En el caso
en que C(i) < C(j), a diferencia del algoritmo frio, no rechazamos directamente a j. Aceptamos j con
probabilidad

CH)=C@)
€ T y

aunque j sea peor solucién que 3.

La idea es que, con temperatura positiva, permitimos al sistema de biisqueda explorar regiones aun cuan-
do las soluciones no estén mejorando de forma mondnota en cada iteracién. La maginitud del parametro
T nos dice que tan posible es para el algoritmo explorar regiones en donde es poco verosimil encontrar el
minimo deseado.

El método de enfriamiento estocdstico consiste en ir disminuyendo lentamente la temperatura T, de tal
forma que al principio exploramos muy diversas regiones, pero a medida en que las iteraciones avanzan
buscamos cdda vez mas localmente. El algoritmo es el siguiente:

Algoritmo 56 : Enfriamiento Estocéstico

Iniciamos X = ¢, temperatura 1" = t, iteraciones realizadas k = 0.
Elegimos a un vecino j € N (i) con probabilidad g; ;.

Con probabilidad «; j(T") hacemos X = j.

HacemosT:T—%, k=k+1.

Repetimos hasta que k = n.

Devolvemos X.

8.2. Algoritmo EM (Optimizacién en Estadistica)

Un problema importante tanto en el enfoque cldsico como bayesiano de la estadistica es el de maximiza-
cién, donde desde el punto de vista clasico se buscan estimadores maximo verosimiles y en Bayesiana se
desea la maximizacén de la utilidad esperada en la toma de decisiones por ejemplo.
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El algoritmo EM (Esperanza-Maximizacién) es un algoritmo determinista que busca resolver el problema
de maximizar la funcién de verosimilitud a través de una sucesion relativamente sencilla de problemas de
maximizacién cuyas soluciones convergen al maximo verosimil.

Si bien, el nombre y formulacion general del algoritmo EM se le atribuye al paper realizado por Dempster,
Laird y Rubin en 1977, la idea de este algoritmo como tal ya habia surgido y sido expuesta por varios
autores en una amplia gama de articulos que precedieron a este paper. Para saber mas sobre la historia
del algoritmo, ir a [?].

Una de las principales ventajas de este algoritmo es que es un algoritmo iterativo para resolver proble-
mas de maxima verosimilitud cuando cierta informacién de las variables aleatorias no estd observado
(informacién incompleta o faltante). Podemos describir la dea general de este algoritmo de la siguiente
forma,

1. Reemplazar los datos faltantes por valores estimados.
2. Estimar los pardmetros considerando la informaciéon completa con los valores estimados.

3. Repetir los pasos anteriores de la siguiente forma: para 1) se usa como parametros al estimado y en
2) se usan los valores estimados como observados y se sigue iterativamente hasta la convergencia.

Supongamos que tenemos un vector aleatorio ¥ con funcién de densidad f(Y;6) donde §# € © C RP. Si se
tiene observado completamente al vector Y, existen diferentes técnicas estadisticas para hacer estimacion
parametral. Por otro lado, cuando se tienen datos falatantes, se puede considerar que se tiene observada
solamente una funcion de la informacién completa. Esta situacién se puede denotar por

Y = (Y0b57 Yfal)

donde Yy corresponde a los datos observados e Y4 a los datos faltantes. Entonces podemos reescribir a
la funcién de densidad como:

F(Y50) = f(Yobs, Yrar;0) = f1(Yors: 0) fo(YFar | Yobs)

donde f; es la densidad del vector aleatorio Y,us y f2 es la funcion de densidad de Yyq; | Yobs respectiva-
mente. Entonces tenemos que:

lobs (03 Yobs) = 1(0;Y) —log(f2(Yiar | Yous; 0)),

donde lps(8; Yous) es la log-verosimilitud de los datos observados y 1(6;Y) la log-verosimilitud correspon-
diente a los datos completos. El algoritmo EM es utilizado en los casos cuando maximizar lyps(60; Yops)
resulrta tarea complicada pero maximizar [(6;Y") es simple. El punto aqui es que al no tener observado a
Y no se puede evaluar [(6;Y) y mucho menos maximizar.

En el contexto de este problema, el algoritmo EM propone una solucién al maximizar {(0;Y) de manera
iterativa reemplazando los datos faltantes por el valor esperado de éstos dados los datos observados. Esta
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esperanza es calculada con respecto a la distribucion de los datos completos evaluada en el valor actual
del pardmetro 0, es decir, si 89 es el valor inicial de , entonces la primera iteracién se debe calcular
como:

Q(0;00) = Eyo) [1(6;Y) | Yops)

y luego Q(0; 0(0)) es maximizada como funcién de 6, es decir, se encuentra (Y tal que

Q(Q; 9(0)) < Q(G(l); 0(0))

para todo 6 € ©. Ahora estamos listos para enunciar formalmente el algoritmo.

Algoritmo 57 Algoritmo EM
1: Inicializar parametros 09, n = 0.
2: Paso E Calcular Q(6;60™) = Eyw [1(0;Y) | Yobs)-
3: Paso M Maximizar Q(6;6(™) y obtener siguiente estimador como

9"+ = arg max Q(6; 6™).
0cO

4: t =1+ 1 y regresar a 2.

Estos pasos se repiten hasta la convergencia, es decir, hasta que L(H("H)) — L(H(")) < 6 para ¢ lo sufi-
cientemente pequena.

Cuando la distribucién de Y pertenece a la familia exponencial, el paso E se reduce a calcular la esperanza
de los estadisticos suficientes de la informacion completa dada la informacién observada. También el paso
M se simplifica, pues implica maximizar la esperanza de la log-verosimilitud calculada en el paso E. En el
caso de la familia exponencial, el paso M, puede reemplazarse por sustituir directamente las esperanzas
condicionales de los estadisticos suficientes calculados en el paso E, por los estadisticos suficientes resul-
tantes de las expresiones obtenidas para los estimadores maximo verosimiles de la informaciéon completa
de 6. Veamos algunos ejemplos.

8.2.1. Convergencia del algoritmo
Monotonicidad del algoritmo EM

Una de las propiedades mas importantes de este algoritmo demostradas por Dempster, Laird y Rubin, es
el comportamiento no decreciente de la funcién de verosimilitud después de una iteracién, es decir:

L(O*FD) > 1,(9™R) (8.1)

para k =1,2,... y con L(H(k)) = lops(0; Yops). Partimos de definir la funcién

H(al | 9) =E [log fQ(Yfal | Yobs; 9/) | Yobs; 9] . (82)
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Con esto, procedemos a demostrar el siguiente lema, necesario para demostrar la desigualdad en (8.1).

Lema 8.1. Para cualesquiera (0',0) € ©® x ©,

H(0|9) > H(6'|9).

Demostracion. Sean (¢',6) € ©® x ©. Entonces,
H(0|0) — H(0'10) = E[log(f2(Yyal | Yobs; 0)) | Yobs: 0] — E [log(f2(Yyar | Yovs; 0)) | Yobs; 0]

:/ log(f2(yfai | Yobs: 0)) f2(ysar | Yobs: 0)dy far
yey Yobs

—/ log(fo(yrar | Yobs; 0')) f2(ysal | Yobs; 0)dy fai
Yfal ey(yobs)

fZ(yfal ‘ Yobs§ 0)
fo(Ygar | Yobs; 0')
)

fQ(yfal ’ Yobs; 4
= - f2(yrar | Y5 0) log( Vdyfal
/yfaley(yobs) d f2(yfal ’Yobs§ 9) f

= / fo(Yrar | Yobs; 0) log( )Y fal
Yfal Ey(yobs)

Por la desigualdad de Jensen y la concavidad de la funcién logaritmo:

f2(yfal ’ Yobs; 9/)
fo(Ysar | Yobs: 0)

> —10g/ fo(Ytar | Yobs: 0) dyta
yfaley(yobs)

=0.
O

A la secuencia de iteraciones definida por el algoritmo (0 - #(1) = () 1a podemos pensar como un
mapeo M : © — O tal que

o+ = pp(pk))y,
para k=0,1,2,....

Definicién 8.1. Un algoritmo iterativo con mapeo M () es un algoritmo EM generalizado (GEM por
sus siglas en inglés) si

QM(0)0) = Q(018).

Emplear un algoritmo EM generalizado puede resultar de gran utilidad, cuando la solucién del paso M
del algoritmo no es cerrada y el valor 6 tal que maximiza la funcién Q(6 |6*)) resulta dificil de obtener.

Teorema 8.1. Para todo algoritmo EM generalizado (GEM),

L(M(0)) = L(0),

para todo 0 en O, cumpliéndose la iguladad si y sdlo si
QM(0)[0) =Q(010)
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fQ(Yfal ’ Yobs;M(e)) = f?(Yfal ‘ Y:)bs;e)-

Demostracion. Notemos que

L(0) = Lops(6; Yobs)
= l(Y; 0) — log(fQ(Yfal | Yobs; 0))

cuya esperanza con respecto de la distribucion condicional de X dado Y con los parametros 0% es

L(0) = E [10g(£(Y:6))| Yons; 01| — E [1og( fo(Ysat | Yons: 0)) | Yons: 0
= Q(016%) — H(9]6%).

Entonces,

LOFDY — L")y = Q(o%+D) | 9*)y — H(9FFD | 9%y — Q0™ | 9*)) + H (9™ | 9(R))
= {QUMHY [9%) — Q0" |0} — (IO |9)) — H(0™) |9}
Claramente la primera diferencia del lado derecho de la igualdad es no negativa, por definicién del paso
M del algoritmo. Por 8.1, la segunda diferencia es no positiva y por lo tanto, la log-verosimilitud es no

decreciente y claramente se da la igualdad si y sélo si Q(M(0)[0) = Q(010) v fo(Yyar | Yovs; M(0)) =
f2 (Yfal ‘ }/Obs; ‘9)

[
Corolario 8.1. Sea 0* € © tal que L(0*) > L(0) para todo 8 € ©. Entonces para todo algoritmo EM
generalizado,
1. L(M(0*)) = L(6%)
2. Q(M(67)]07) = Q67| 07)
3. f2(Yar | Yobs; M(0%)) = f2(Yiar | Yobs; 0%)

Demostracion. Del Teorema 8.1 junto con los supuestos tenemos lo siguiente:

1. L(6*) > L(0), para todo 0 € ©
2. L(M(0*)) > L(0), para todo 0 € ©,
lo cual implica que tanto L(M(0*)) > L(6*) como L(M(0*)) < L(0*) se cumpla. Por lo tanto, L(M(0*)) =

L(6*). Ademds del Teorema 8.1 también tenemos Q(M(6*)|0*) = Q6% 6*) v fo(Yfar | Yobs; M(6%)) =
f2(Yfal ‘ }/Obs; ‘9*)

O
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Corolario 8.2. Sea 6* € O tal que L(0*) > L(0) para todo 6 € © tal que 6* # 60, entonces paraa todo
algoritmo EM generalizado,

M%) = 6"
Demostracion. Supongamos que M (6*) # 0*
Del Corolario 8.1 tenemos que
L(M(6%)) = L(67), (8.3)
y de la hipdtesis tenemos
L(6™) > L(0), (8.4)

para todo 6 € © tal que 6* # 6. Pero supusimos que M (6*) # 0* lo cual contradice que tanto (8.3) como
(8.4) se cumplan. Por lo tanto, M (6*) = 0*.

O

Los corolarios (8.1) y (8.2) nos dicen que si el algoritmo llega a un maximizador global, la log-verosimilitud
ya no cambia en las siguientes iteraciones. También nos muestran que si contamos un tinico maximizador
global, el algoritmo tiene un punto fijo.

8.2.2. Error estandar

Una de las principales desventajas del algoritmo EM es que no calcula de manera directa la matriz de
covarianzas del estimador maximo verosimil.

Denotamos como

Sonn(0) = (0 Yo (8.5)
Se(0) = S10:Y) (5.6)

al score de los datos observados y al de los datos completos, respectivamente, donde lps(6; Yyps) hace
referencia a la log-verosimilitud de los datos observados y 1(#;Y) es la log-versimilitud con respecto de
los datos completos.

Podemos expresar a S, de la siguiente manera:
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0

Suts(0) = 55100 Yons) (8.7
= 10871 (Vi 0) (5:5)

_ W (8.9)
N

= [ g st £y (512
{889 log(f(y30)) | Yobs (8.13)

=E[Sc(0) | yobs] (8.14)

(8.15)

con Y = {y : Yobs(Y) = Yobs}, f1(Yors;0) la funcién de densidad correspondiente al vector de datos
observados y f(Y’;0) la funcién de densidad de los datos completos.

Por otro lado, denotemos como I, ¥ I. a la informacién de Fisher de los datos observados y a la de los
datos completos, respectivamente; es decir

32
Iobs(g) _%lobs(e;yobs) (816)
L(0) = 221(9 Y) (8.17)

Notemos que

lobs (05 Yobs) = 1(0;Y) —log(f2(Yrar | Yobs; 0))-

con fo(Yar| Yobs: 0) = fljzg;f;)ﬁ)’ la densidad condicional de Y4 | Yops-

Entonces,

2

0
89 IOg(fQ(Yfal |Y0b87 ))

Tomando esperanza sobre la distribucién condicional fa(Y¢q; | Yobs; @) obtenemos la siguiente expresion

Lps(0) = 1.(0) +

IObS(g) = IC(H | Y;)bs) - Im(g | YVObs)v
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2

0
log(f2(yrar | Yobs; 0)) | Yobs | -

0
donde Ic(e | }/obs) = - |:l(9 Y) | Yobs:| y Im(9 | yobs) = 89

00

Como se demuestra en 7?7, Z,,(6 | Yops) = Var (Sc(0) | Yobs) y por lo tanto

Tops(0) = Zo(0 | Yops) — Var (Sc(0) | Yobs) - (8.18)

Ejemplo 8.2.1. Muestra Normal Univariada

Consideremos a Y = (Y7, ..., ¥;,) una muestra aleatoria tal que Y; ~ N (u,0?), entonces

1 \"? 1
fY5p,0%) = (%02) exp [—202 <ZY;-2 —QMZYi-f—nMQ)] :

Claramente . Y;?> y 3. Y; son estadisticos suficientes y se tiene que

n 1
U(p, 0% |Y) = =2 log(0%) = +7ZY——

Ahora, supongamos que de Y solamente observamos m elementos de la muestra (m < n), es decir,
Yops = (Y1,...,Yy,). Dado que la distribucién normal pertence a la familia exponencial, el algoritmo se
reduce a lo siguiente:

Algoritmo 58 Algoritmo EM para muestra normal univariada

1: Inicializar pardmetros (19, c%©), n = 0.
2: Paso E Calcular

s i= Byt (Z Y| Yobs> = Yi+(n—mu™

=1

5§ 1= By p20m (Z Y7 | Yobs> => Y2+ (n—m)(a®™ + p2™)
=1

i=1

3: Paso M Actualizar estimadores

4: n=n+ 1y regresar a 2.
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Se implement6 un programa en R, simulando una muestra de tamano n = 1000 de la cual generamos
una submuestra de tamanio m = 500, la cual hace referencia a los datos observados del problema. Se
inicializaron los valores de los pardmetros (i, 0?) de tres maneras distintas:

1. up=0.5,02 =05
2. pp=95,05=1

3. o =10, o = 2.
Después de 20 iteraciones se obtuvieron los siguientes valores:

1. 129 = 2989279, ¢2(20) = 0.03984177
2. u29 = 2989284, o229 = 0.03984019
3. 120 = 2989288, ¢2(20) = (.03988416

Comparando los resultados con los estimadores méximo verosimiles de (u,0?) de los datos observados
Yops, cuyos valores son (2.989282,0.03983542), podemos notar que los resultados se aproximan bastante
a los valores reales, como se muestra también en la siguiente grafica, donde la linea punteada representa
el valor del estimador méximo verosimil.

En la Figura 8.2.2 se ilustra la evolucién de los estimadores.

1o=0.5 02=0.5
=
Uo=5 o=1
— Wo=10 — o=2
2.
5 10 15 20 5 10 15 20
Iteraciones Iteraciones

Figura 8.1: Convergencia de parametros. Software: R

Ejemplo 8.2.2. Muestra de poblacién multinomial

Ahora presentamos un ejemplo ilustrativo de datos observados provenientes de una poblacién mul-

tinomial. Dichas observaciones son las frecuencias Yy,,s = (38,34,125) con vector de probabilidades
(% — %9, %0, %9 + %) Supondremos que los datos estdn incompletos y que los datos completos corres-

ponden a una poblacién con distribucién multinomial con cuatro categorias Y = (Y7,Ys,Ys,Y)) y con
probabilidades p = (% — %0, %0, %9, %), respectivamente. Notemos que los datos observados estan en fun-

cion de los datos completos del siguiente modo:
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Yops, = Vi (8.19)
Yoy = Vs (8.20)
Y0b83 = }/3 + )/4 (821)

Entonces, la log-verosimilitud de los datos completos estd dada por

4
1(0;Y) = ZYilog(pi) + cte.
i=1

Claramente, los estadisticos suficientes estan dados por Y7, Y, Y3, Yy v dado que la distribuciéon multino-
mial pertenece a la familia exponencial el paso E se reduce a obtener:

E[Y1]Yops] =Y

E[Ys | Yo = Yo
Lg
E[Y3|Yops) = 125—1—
if+3
1
E[n|%bs]:1251 2 1-
v+ 3

Las ultimas dos esperanzas se deben a que los valores Y3 y Y4 condicionados a los datos observados, que
es la suma de Yops, + Yobs,, siguen una distribucién binomial con pardmetros (125, p), donde p vale

=
e

=
)
+
N[ =

para Y3 y 1 — p para Yj.

Del paso M obtenemos que el estimador maximo verosimil de 6 de los datos completos es

Yo+ Y3

b= 0, (8.22)
Vi+Yo+Y,"
pues
0QU:0™) _ v Yy 1"
26~ 1-6 6 ' 8

1
con Yg(t) =E[Y3| Y] = 125%. Por lo tanto, maximizando sobre # en © = (0, 1), obtenemos el valor
4°T2

dado en (8.22). Entonces, el algoritmo para este ejemplo es:
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Algoritmo 59 Algoritmo EM para ejemplo de Poblacién Multinomial

1: Inicializar pardmetro (©), n = 0.
1)
2: Paso E Calcular Yg(t) = 1257 10

10+
3: Paso M Obtener

Y2 + }/3(”)

pintl) — 21773
Yi+Ys+ Yg(n)

4: n=n+ 1y regresar a 2.

En la Figura 8.2.2 mostramos los resultados de convergencia al estiimador méximo verosimil dado por
One = 0.626821497, después de 9 iteraciones y con cuatro parametros iniciales distintos.

0.65-

0.60 -
60,=0.5

8=0.9

— 8,=0.01
8,=0.2
8,=0.75

g

0.55-

0.50 -

25 5.0 7.5

Figura 8.2: Convergencia de 6 con distintos valores iniciales . Software: R

Ejemplo 8.2.3. Mezcla de distribuciones Binomial/Poisson

La siguiente tabla muestra el nimero de hijos de N viudas que recibirdn cierta pension.

Ntmero de hijos: o 1 2 3 4 5 6
# Observado de viudas: xy x1 X2 T3 x4 T5 Tg

Dado que la informacién obtenida resulté no ser consistente con el hecho de venir de una distribucién
Poisson (siendo muy grande el nimero de viudas que no tenfan hijos), se propone adoptar el siguiente
modelo como alternativa. Supongamos que una variable aleatoria discreta se distribuye como la mezcla
de dos poblaciones, por lo que definimos a las poblaciones A y B como:

= Poblacién A: Con probabilidad &, la variable aleatoria toma el valor de cero, y

= Poblacién B: Con probabilidad 1—&, la variable aleatoria sigue una distribucion Poisson con media
A

Reformularemos el problema a uno con datos incompletos, suponiendo que el nimero de viudas sin hijos
resulta de la suma de los casos que vienen de cada una de las poblaciones A o B, por lo que:
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" Yo:TA+ TR

= z4: Numero de viudas sin hijos de la poblacién A.

= zp: Numero de viudas sin hijos de la poblacién B
En este caso, Yrq = (4,2B) ¥ Yobs = (1,2, ..., ) Notamos que este ejemplo es muy parecido al anterior
en el sentido que uno de nuestros datos observados (yo) proviene de una suma de dos de los valores de

los datos completos Y = (x4, xp, 21, T2, T3, T4, X5, Z6), con lo cual la funcién de probabilidad de los datos
completos queda del siguiente modo:

6

38 = ( N )(5 + (1= ge Nyt [ <(1 _ g)a“,i)ri

TALBL1L2L3TALELE Pl 7!

con 8 = (&, ).

Por lo tanto, la funcién de log-verosimilitud de los datos completos estd dada por:

6
1(0;Y) =log(N) — log(za!) — log(zp!) — Zlog(:m!) + (x4 +xp)log (§ +(1- f)e_’\> (8.23)
i=1

6 6 i
+ sz (log(1 =& =N+ Z x; (2 log(\) — Zlog(k)) , (8.24)
i=1 i=1 k=1

con 6 = (£, \).

Obteniendo de (8.23) los estadisticos suficientes (x4, xp,x1, X2, X3, x4, T5,Te) y cOmo podemos expresar
la funcién de (8.23) de la forma mostrada en (seccién familias exponenciales) el paso E se define como

E [z; | Yobs| = i,

parai=1,2,...,.6y

20§

E [l”A | Yobs] = m»

pA
PA+PB
, por lo que a cada iteracion, el paso E se reduce al célculo de:

pues z 4 | Yops ~ Bin(zg,p1), con p; = conpyg =&y pp = (1-£) exp —A. Andlogamente, 25 | Yops ~

1 — _PB
Bin(xo, p2) con pa = PA+PE

MO o€
AT @ 4 (1 —eM)e—n®
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Ahora, para el paso M, necesitamos obtener los estimadores maximo verosimiles para £ y A. Para ello,
observemos que x4 ~ Bin(N,§) y los valores (xp, x1, x2, x3, x4, T5, x6) son frecuencias observadas de una
distribucién Poisson de parametro A. Por lo tanto,

t
§(t+1) — Q
N

N+ 2T
xg) +

con g = yo — x 4. El algoritmo para este ejemplo queda expresado del siguiente modo:

Algoritmo 60 Algoritmo EM para ejemplo de Mezclas Binomial /Poisson

1: Inicializar pardmetros £, () ¢ = 0.
2: Paso E Calcular

L0 _ yot™
AT 04 (1= ED)erD

3: Paso M Obtener

t
é:(t+1) — ﬁ

N 7
N+ 2T

xg) +
4: t =1+ 1 y regresar a 2.

Implementamos el algoritmo en R con los datos mostrados en la Tabla 8.2.3 y mostramos los resultados
obtenidos usando distintos valores iniciales en la Tabla 8.2.3 (ver cédigo 7?7 en Apéndice).

Numero de hijos: 0 1 2 3 4

5 6
# Observado de viudas: 3,062 587 284 103 33 4 2

En la Figura 8.2.3 se presentan el valor de los estiamdores y de la funcién de verosimiltud para 50
iteraciones.

8.2.3. Formulacién del algoritmo EMMC

A diferencia del algoritmo EM original, el algoritmo EM Monte Carlo (al cual nos refermos como EMMC),
sustituye a ka esperanza que se claculaba en el paso E del algoritmo EM original, por el estimador Monte
Carlo de dicha esperanza, dada por
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Valor inicial | Convergencia en iteracién | Valor a iteracion ¢
¢ t €W
0.75 36 0.6150566
0.4 63 0.6150566
0.1 74 0.6150566
0.86 52 0.6150568
A0 t NO)
0.4 36 1.037839
0.3 63 1.0378388
0.7 74 1.0378388
0.8 52 1.037839

Tabla 8.1: Convergencia de estimadores para £ y A

0.6- 1.2-
£,=0.75 A=0.4
s 04 = 107 T 20=0.3
S 04- 04 2 o=
—— &=0.1 081 —— Ao=0.7
0.2 —— £,=0.86 0.6- —— \o=0.8
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

t t

-907.0-

-907.5-

1:(69:x)

—-908.0 -
-908.5 -

—909.0 -

Figura 8.3: Arriba: convergencia de estimadores para &, A con distintos valores iniciales. Abajo: conver-
gencia de la funcién de log-verosimilitud. Software: R

Q(6:6%) = S 1.(6:2) (8.25)

donde m es el tamafno de la muestra generada por la funcién de densidad condicional correspondiente a
los datos faltantes dados los datos observados. Una vez obtenido dicho estimador, se procede al paso M
y actualizamos 6.

Algoritmo 61 Algoritmo EM Monte Carlo
1: Inicializar pardmetros 6; para i en {1,2,.... M}, t =0
2: Paso MC E Simulamos variables aleatorias Yflal, e Yf";l de tamano m adecuado, de la distribucién
condicional de los datos faltantes dados los datos observados.
3: Calcular Q(0;0) = L S 1.0 Yops, Yia)-
4: Paso M Maximizar Q(G; H(t)) y actualizar parametros.
5: Repetir hasta que se estabilice el proceso.
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Notemos que en el apso 5 mencionamos la estabilidad de la secuencia generada por el algoritmo, la cual
explicaremos mas adelante.

8.2.4. Algoritmo EM estocastico (EME)

El algoritmo EM estocéstico (al cual nos referimos como EME) difiere del EMMC, o més bien, puede
pensarse como un caso especifico del EMMC en el cual el tamaiio de muestra m es 1, es decir, solamente
simulamos una vez a los datos faltantes. El algoritmo queda expresado del siguiente modo:

Algoritmo 62 Algoritmo EM Estocéstico
1: Inicializar pardmetros 6; para i en {1,2,.... M}, t =0
2: Paso MC E Generamos un valor Yy, de la distribucién condicional de los datos faltantes dados los
datos observados.
3: Calcular Q(6;0M) = 1(0; Yops, Yiar)-
4: Paso M Maximizar Q(@; 6®)) y actualizar pardmetros.
5: Repetir hasta que se estabilice el proceso.

Definicion 8.2. Definimos al proceso én(k) como el pardametro estimado de la muestra completa X de
tamano n en la k-ésima iteracion del StEM.

Intuitivamente, podemos notar que se trata de una cadena de Markov y que es necesario también pensar
en un tamano de muestra factible para tener suficiencia de informacién y bajo costo de implementacién. El
ojetivo principal es hacer uso de las propiedades de la cadena de Markov antes mencionada. Consideremos
primero la siguiente cadena de Markov:

Definicién 8.3. Definimos al proceso X (k) como las observaciones simuladas faltantes en la k-ésima
iteracion del StEM dado el valor de 6, (k).

La forma en que se encuentran definidos ambos procesos implican el resultado crucial para la convergnecia,
la cadena de Markov X (k) proporciona ciertas propiedades a la cadena de Markov 6,,(k). Los siguientes
resultados nos permiten justificar la aplicacién del algoritmo.

Lema 8.2. La cadena de Markov X(k) es irreducible y aperiodica.
Lema 8.3. La cadena de Markov én(k‘) cumple la propiedad de Feller.

Teorema 8.2. Sea ¢ = log [ k(% |y)dvy(Z), donde 0 es el valor mdzimo verosimil para &. Supongamos
que ¢ < 0o y que la funcion

0 — A(0) = E(10g f11)(X) = 10g f50(X) |0(k) = 6),
donde X tiene la distribucion condicional a las observaciones conocidas, es mds grande que (14 6)c para
algun 6 > 0.

Entonces la cadena de Markov 0, (k) tiene distribucion estacionaria, y ademds, si A(A) se distribuye
normalmente entonces la cadena es ergodica.

Ademds, como lo demuestra (Nielsen 2000), la distribucién estacionaria converge a la distribucién normal,
con lo cual podemos usar como estimador final el promedio de los valores de la cadena, excluyendo en
dicho promedio los valores del periodo de calentamiento.
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Tiempo CPU promedio

0.0009733268

0.0008787428

m=1 m = 10 m = 100
'&éMCEM 0.6216783 0.624364 0.6244651
c’}éMCEM 0.004267926 0.00433769 | 0.004560546

0.002172402

Tabla 8.2: Promedios y desviaciones estandar de émult McEM para cada tamano de muestra y tiempo CPU
promedio

Ejemplo 8.2.4. Poblacién multinomial

Se presenta el Ejemplo 8.2.2 pero esta vez haciendo uso de del algoritmo EM Monte Carlo. La log-
verosimilitud de los datos completos es

le(0;2) = f(x;0)

1 1
= cte + yy log (2 - 20) + (y2 + y31) log(0),

(8.26)
(8.27)

Dado que Y3; ~ Bin(125, QL_;G

cién para obtener el estimador MonteCarlo de la funcién Q(6;6*)) como

), procedemos a generar una muestra zi, ..., z, proveniente de dicha distibu-

(8.28)

~ 1 1
Q(0;0M) = y; log <2 - 29> + (y2 + 231) log(6),

donde z3; = % >, zi. Una vez completado el paso E, realizamos el paso M del mismo modo que se hizo
en el Ejemplo 8.2.2.

Se implement6 el cdédigo 77 con 7 distintos valores iniciales, como se muestra en la Figura 77, para tamafios
de muestra de m = 1,10 y 100. Es decir, en total se corrié 21 veces el algoritmo, haciendo 50 iteraciones
y de las cuales las primeras 30 las consideramos para el periodo de calentamiento de la cadena. Por el
resultado dado en (Nielsen 2000) que nos dice que la distribucién estacionaria converge a una distribucién
normal, aplicamos para cada secuencia generada la prueba de Anderson-Darling para probar normalidad,
con lo cual confirmamos con un nivel de a = 5% que 20 de las 21 secuencias generadas cumplen que
siguen una distribucién normal, con lo cual se obtuvieron los estimadores finales definidas como:

50

1 (t)
20 2"

t=30

OvcEM =

De la Tabla 8.2.4 podemos notar que los promedios obtenidos de los 7 distintos valores de OricEM para
cada tamano de muestra, son muy parecidos al valor original 05,7, = 0.626821497. Como podemos notar
también de la Figura 77, conforme aumenta el tamano de muestra, claramente la varianza se reduce.
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0.6 Vn‘”‘v‘m. "V‘}wvﬂ\‘ — 8902 0.6 AT —d=02 0.6 [OTTOTTT] %02
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0.4 ‘ — 0907 0.4 — 0907 0.4 — 0907
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0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

t t t

Figura 8.4: Convergencia de parametros. Software: R

Ejemplo de las viudas

Presentamos el Ejemplo 8.2.3 pero ahora implementando el algoritmo StEM. La unica diferencia entre
este ejemplo y el Ejemplo 8.2.3 es que simulamos una variable aleatoria con distribuciéon binomial de
parametros yg vy pl, definidas en dicho ejemplo. Implementamos el codigo ?7 inciazlizando los pardmetros
con 7 valores distintos como se ve en la Figura ?7?7. Para esta implementacién corrimos el algoritmo con
100 iteraciones, con un periodo de calentamiento de 70 iteraciones. La media de los estimadores finales
éMCEM resulté ser de 0.613675 para £ y de 1.03457 para A y desviaciones estandar de 0.004045165 y
0.1513798, respectivamente, y un tiempo CPU promedio de 0.001997858.

8.3. Ejercicios

1. Hacer en R un programa que resuelva el problema del agente viajero, utilizando enfriamiento
estocastico, para el siguiente diagrama:

Cada punto en la grafica representa la locacién geografica de la ciudad. El costo del viaje entre
dos ciudades estd dado por la distancia entre ellas: d((x1,22), (y1,¥2)) = |1 — y1| + |x2 — ya2l-
El programa debe encontrar una solucién particular al problema, calcular el costo asociado a esa
solucién y graficar la trayectoria dada por la solucion.

2. Optimizar a la funcién Cam definida en el ejercicio anterior, utilizando un algoritmo evolutivo eligien-
do el mismo sistema de vecindades, distribucién para sortear a un vecino y la misma distribucion
para la solucién inicial. Comparar el resultado con el algoritmo de esquema frio tras usar el mismo
ntimero de iteraciones.

3. Definamos a la funcion Cam (introducida por Dixon y Szego en 1978) como
f(xay> - 100(1'2 - y)2 + (1 - I’)2,
para (z,y) en el conjunto E definido por las restricciones:
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E(l)

25

0.8

2.0
o Valores iniciales Valores iniciales
06 [\v\ AR, — =01 — \%=03
£9=0.2 A©=04
£9=03 15 A9=07
£9=0.4 e A9=p8
<
£9=07 A0=1
0.4 — £9=08 — \9=15
£9=0.75 10 e wf;\f\’*w"vﬂ-“\wﬂw SRS \O=2
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02
05
0 25 50 75 100 0 25 50 75 100
t t
Figura 8.5: Convergencia de parametros. Software: R
» 0 <2 <10,
= 0<y<13,
w r+y <12

Minimizar la funcién con el algoritmo de esquema frio (elegir un sistema de vecindades, una forma
de sortear a un vecino y encontrar una solucién inicial). Graficar a la funcién. La solucién encontrada
parece ser el minimo global?

. Implementar el Algoritmo 58.

Implementar el Algoritmo 59.
Implementar el Algoritmo 60.

Suponga que n; es el nimero de viudas con ¢ hijos, donde Z?:o n; = N es la cantidad de viudas que
tiene derecho a pensién por hijo. Asumiendo que el niimero de viudas sin hijos es grande y modelar
por una distribucién de Poisson no resulta adecuado debemos adoptar un modelo de mezclas de
dos poblaciones. Sea A la poblacién donde la variable aleatoria toma valor 0 (con probabilidad p)
y B la poblacién donde la variable aleatoria sigue una distribucién Poisson de pardmetro A (con
probabilidad 1 — p). Obtener el estimador maximo verosimil de (p, \) e implementar algoritmo EM
en R.

Implementar el ejemplo del Algoritmo StEM, suponga que la muestra que trabajaremos tiene censura
a partir de ¢ = 1.5 y que la informacién completa es de 100 observaciones.
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(0,0)

Figura 8.6: Ciudades.
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Capitulo 9

Otros modelos

En este capitulo mostramos algunos otros modelos utilizados en simulacién estocastica.

9.1. Muestreo de bootstrap

La palabra bootstrap en inglés, tiene como significado literal a la tira que sale de la parte de atréds de las
botas (cerca de donde se coloca al talén). La alegoria es la siguiente: al igual que uno utiliza esa tira de
la bota para calzarse las botas, el muestreo de bootstrap utiliza un conjunto de datos dados para generar
més datos.

La idea bésica se describe a continuacién. Dada una muestra de datos {1, ..., z,} podemos distribuir a
su distribucién empirica I’ de la forma usual:

. 1 <&
F(t) = - Z} lo<t  VEER.
1=

Debido al teorema de Glivenko-Cantelli, sabemos que cuando n crece a infinito, ocurre que F converge a
F'. Eso nos da un indicio de que tener una coleccién de datos grande es algo deseable para poder apro-
ximar a F correctamente. Sin embargo, en muchas situaciones es imposible obtener méas datos que los
existentes; esto puede ser debido a la imposibilidad de repetir un experimento bajo condiciones similares,
o un acontecimiento en condiciones especificas, o bien, porque es posible pero es demasiado costoso (como
repetir una encuesta).

Una alternativa es la siguiente, utilizando directamente a la distribucion empirica F' construir més datos,
a través de la simulacién. Mostramos a continuacién algunos ejemplos.

Supongamos que tenemos una muestra pequena; que para fines didacticos generaremos con el generador
de ntimeros normales estandar de R. Graficamos también su distribucién empirica:

> muestra=rnorm(20,0,1)

Debido a que son exclusivamente 20 datos, podria ser aventurado realizar intervalos de confianza y pruebas
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estadisticas concernientes a la distribucién. Una alternativa es generar més datos, utilizando la distribucién
empirica de los datos que ya tenemos:

> muestraBootstrap=sample(muestra, size=1000, replace=TRUE)

Con el comando anterior, generamos 1000 datos provenientes de distribucién empfica de la muestra original
(el valor TRUE indica que hicimos muestreo con reemplazo al generar datos de la muestra dada). Ahora
podemos calcular los cuantiles para la muestra generada:

> quantile(muestraBootstrap,probs=c(0.025,0.975))
2.5% 97.5%
-1.916235 1.722044

Anélogamente, podemos realizar intervalos de confianza para la media, al obtener 1000 muestras (cada
una de tamano 20), calcular la media para cada muestra, y obtener un intervalo de confianza para las
1000 medias obtenidas:

> quantile(replicate(1000,mean(sample (muestra,replace=TRUE))) ,probs=c(0.025,0.975))
2.5% 97.5%
-0.2613799 0.4960472

Debemos advertir, que a pesar de ser una técnica que permite reducir la variancia (al aumentar el tamano
de la muestra), tiene muchas limitaciones. La primera es que, debido a que los datos son generados a
partir de una muestra dada, los datos generados por bootstrapping son sesgados, pues tienen como media
a la media de la muestra original. En nuestro ejemplo:

> mean(muestra)
[1] 0.1193076

Otra gran limitacién es la siguiente. En el caso en que generemos datos con una distribucién F' continua, al
aumentar el tamano de muestra generado por bootstrapping no tenemos una convergencia a la distribucién
F', sino a la distribucién empirica inicial 3 (porque los datos son generados a partir de ella). En términos
précticos, esto se traduce en que al aumentar el tamano de muestra, la distribucién empirica no se suaviza.
Veamos la distribucion empirica de otra muestra generada por boostrapping, utilizando el comando ecdf:

muestra=rnorm(5,3,2)

muestraBootstrap=sample (muestra, size=100, replace=TRUE)
d=ecdf (muestraBootstrap)

plot(d)
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ecdf(muestraBootstrap)
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9.1.1. Bootstrapping en modelos

El muestreo por bootstrap puede utilizarse en distintos modelos estadisticos. en esta subseccién mostramos
como puede ser utilizado en uno de los modelos mas simples: la regresién lineal simple. Nuestro modelo es
el siguiente. Tenemos datos {z;} de la variable independiente, y datos {y; ;} de la variable dependiente (el
indice j representa la oportunidad de haber realizado multiples mediciones de tal variable). Suponemos
que la dependencia de las variables tiene la forma

Yij = o+ Bx; + €i,j

donde las variables {e; ;} son variables aleatorias normales equidistribuidas e independientes. El ajuste
para estimar a a y 3 se realiza por medio de minimos cuadrados, obteniendo los estimadores & y 3. Con
ello se obtienen los residuales (o errores estimados) dados por

SZyij—oz—ﬁxi.
Vemos un ejemplo. Primero, suponiendo que tenemos la relacién de dependencia

Y =24+4X +¢,
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definimos a la muestra de X, como el conjunto {—3,—2,—1,0,1,2,3}. En R lo escribimos asi:
> x=seq(-3,3,1le=7)

Ahora, por practicidad, generemos a una muestra aleatoria correspondiente a nuestra relaciéon de depen-
dencia:

> y=2+ 4% x + rnorm(7)
Podemos utilizar el comando de regresiéon lineal, definido por 1m, para obtener a & y j:

> Im(y~x)
Call:
Im(formula = y ~ x)

Coefficients:
(Intercept) X
2.307 4.013

Estamos realizando regresion lineal utilizando exclusivamente 7 observaciones. Deseamos realizar inter-
valos de confianza para o y § y una de nuestras opciones es realizar muestreo de bootstrap para ello.
Primero, obtenemos los residuales asociados a los datos:

> fit=Im(y~x)
> residuales=fit$residuals

Después, hacemos n muestras de la regresién lineal utilizando los mismos datos observados {y; ;j} pero
generando en cada muestra a los residuales a través de la distribucién empirica de los residuales originales.
En cada paso, guardamos a & y .

> n=2000

> B=array(0,dim=c(n,2))

> for (i in 1:n){

ystar=y + sample (residuales, replace=TRUE)
Bfit=1m(ystar~x)

B[i,]=Bfit$coefficients

}

Tenemos una matriz B de n renglones en donde en cada renglén esta la entrada & y B correspondientes
a una muestra obtenida por bootstrap y su regresion lineal. Ahora podemos obtener los intervalos de
confianza para a 'y 3:

> quantile(B[,1], probs=c(0.025,0.975))
2.5% 97.5%

2.026132 2.582437

quantile(B[,2], probs=c(0.025,0.975))
2.5% 97.5%

3.879805 4.152703
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Obtuvimos intervalos pequenos para los coeficientes, gracias al bootstrapping. Sin embargo, el sesgo de
la muestra inicial puede manifestarse. En nuestros resultados, por ejemplo, el primer coeficiente (que
sabemos que es 2) no pertenece al intervalo de confianza estimado.
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Apéndice A

Procesos Estocasticos

A.1. Introduccion

En este apéndice se presentan los resultados fundamentales de procesos estocdsticos. Se describen sus
caracteristicas principales, se realiza una clasificacion basica y se dan algunos ejemplos.

Consideremos un sistema cuya evolucién en el tiempo entre diferentes estados (determinados previamente)
estd modelada por una ley de movimiento. Si X; representa el estado del sistema en el tiempo ¢ y supo-
nemos que la evolucién de éste no es determinista, sino regida por algin componente aleatorio, resulta
natural considerar a X; como una variable aleatoria para cada valor ¢t. Hasta aqui, tenemos una coleccién
de variables aleatorias indexadas por el tiempo, a esta coleccién se le conoce como un proceso estocastico.
Resulta de gran relevancia estudiar las relaciones entre las variables aleatorias de dicha coleccién que
permiten clasificar a los procesos estocdasticos.

Comenzaremos dando una definicién formal de un proceso estocastico.

Definicién A.1. Un proceso estocdstico X = {X;}ier es una coleccion de variables aleatorias (definidas
en el mismo espacio de probabilidad) que toman valores en un conjunto E con pardametro T, es decir, para
cada t € T, X; es una variable aleatoria.

En esta definicién a T se le conoce como el espacio parametral y es interpretado como el tiempo, de
esta forma a X; se le entenderd como el estado del proceso al tiempo t. Ademds se considera que las
variables aleatorias X; para toda t € T, estdn definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (Q2,.7, P).
Un proceso estocastico puede ser interpretado como la evolucion en el tiempo de algin fenomeno cuya
dindmica se rige por el azar.

Siguiendo la definicién de proceso estocéstico, se le puede ver como una funcién de dos variables

X:TxQ—E,

tal que a cada pareja (t,w) € (T,1) se le asocia X (t,w) = X¢(w) y de esta manera para cada t € T la
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funcién de

w— Xi(w)
es una variable aleatoria y para cada w € €, la funcién

t— Xt(w)

es una trayectoria o realizacién del proceso.

A.1.1. Clasificacion general.

Segun las caracteristicas del espacio parametral se puede hacer la primera distincién entre procesos es-
tocésticos.

Definicién A.2. Proceso estocdstico a tiempo discreto Si T es un conjunto a lo mds numerable,
se dice que X es un proceso estocdstico a tiempo discreto, para nosotros sera T = M, donde M C N y en
general se denota por X = {Xy}n>0.

Definiciéon A.3. Proceso estocdstico a tiempo continuo Cuando T sea un conjunto infinito no

numerable, se dice que X es un proceso estocdstico a tiempo continuo, para este caso T = [0, 7] 6 [0, 00).
y en serd denotado por X = {X;}+>0.

En cuanto al conjunto donde las variables aleatorias toman valores, se le conoce como espacio de estados
del proceso y de manera analoga este también puede ser discreto o continuo.

A.1.2. Algunos caracteristicas posibles de procesos estocasticos.

En esta seccién hablaremos sobre caracteristicas que pueden tener los procesos estocasticos.

Procesos de variables independientes.

Definicién A.4. Procesos de variables independientes. Sea X = {X,,}n>0 se dice que es un proceso
estocdstico de variables aleatorias independientes si Xy, y X, son independientes para toda n,m > 0 con
m # n.

Procesos con incrementos independientes.

Definicién A.5. Procesos con incrementos independientes.Un proceso estocdstico X = { X }er,
se dice que tiene incrementos independientes si para cualesquiera tg < t1 < ... <ty,, t; €T, las variables
aleatorias

Xy — Xogr oo Xp, — Xy,

son independientes.
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Procesos con incrementos estacionarios.

Definicién A.6. Procesos con incrementos estacionarios. Un proceso estocdstico X = {X;}ier,
se dice que es estacionario si para cualesquiera to < t1 < ... < tn, , t; € T, la distribucion del vector
aleatorio (Xiy, Xy, ..., Xt,) es la misma que la del vector aleatorio (Xiytn, Xty+h - - -, Xt,+n) para toda
h > 0 y entonces tiene incrementos estacionarios si para cada s <t y h > 0 se tiene que Xi1p — Xsrp y
X; — X, tienen la misma distribucion.

Procesos Gaussianos.

Definicién A.7. Procesos Gaussianos. Se dice que un proceso estocdstico X = { X, er es un pro-
cesos de Gaussiano si para cualquier coleccion finita de tiempos ti, ... t, el vector (X ,..., Xy, ) tiene
distribucion Gaussiana multivariada.

Procesos de Markov.

Definicién A.8. Procesos de Markov. Se dice que un proceso estocdstico X = {Xy}er es un proceso
de Markov si satisface la propiedad de Markov, es decir, si

P(th = :En|th_1 =Tn—1y--- ,Xto = CL‘o) = P(th = .Tn|th_1 = mn,l)

contg <t < ...<ty, t; €T yx; € F parai = 0,1,...n. Este tipo de procesos son aquellos cuyo
evolucion futura depende solamente del estado proesente del proceso.

A.1.3. Caracteristicas principales de los procesos estocasticos
Esperanza de un proceso estocastico

Para un proceso estocédstico X = {X;}ier se define la esperanza de X; como el valor esperado de la
variable aleatoria observando el proceso en algtin tiempo ¢, es decir

E(Xt)—/E:chXt(x),

donde F'x,es la funcién de distribucién de X; .

Autocorrelacién de un proceso estocastico

La funcién de autocorrelaciéon del proceso X = {X;}ier se define como el valor esperado del producto de
las variables aleatorias X;, yX¢, en los momentos ¢; y t2 respectivamente, es decir,

E(thth)Z//$1962dFXt1,Xt2(961,362)
EJE

donde F, x, es la funcion de densidad conjunta de las variables aleatorias X, yXy,.
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Autocovarianza de un proceso estocastico

La funcién de autocovarianza del proceso X = {X,}icr se define por:
Rx(t1, t2) = E[(th - E(th))(th - E(XtQ)]'

Correlacion cruzada de procesos estocasticos

Sean X = {X;}ter e Y = {Y, }ier dos procesos estocasticos se define la correlacién cruzada entre estos
Procesos por:

Rxy(ti,t2) = E(Xy, Ys,)

RYX (tlv tQ) == E(}/;letQ)

para cualesquiera tiempos t1 y to.

Covarianza cruzada de procesos estocasticos

Sean X = {Xiher e Y = {Yi}ier dos procesos estocdsticos se define la covarianza cruzada entre estos
procesos por:

E[(Xt, — E(X4,))(Ye, — E(Y3,))]

para cualesquiera tiempos ti y ts.

A.1.4. Ejemplos

Presentaremos algunos ejemplos de procesos estocasticos.

Ejemplo A.1.1. (Caminatas aleatorias simples y el problema de la ruina.) Consideremos la
siguiente situacion: teniendo un capital de k pesos al tiempo cero, a cada instante de tiempo se apuesta
un peso en un lanzamiento de moneda, ganando si cae dguila. Si X, denota el capital acumulado después
del n-ésimo volado entonces X = { Xy, }n>0 €s un proceso estocdstico que modela la evolucion del capital
en el tiempo.

Consideremos un modelo matemé&tico preciso para describir al proceso X definido arriba. Definimos
Ui, Us, ... como una coleccién de variables aleatorias Uniformes en (0,1) e independientes. Notemos que
la variable aleatoria [(77,<1 /9y toma los valores 0 y 1, cada uno con probabilidad %, que pueden asociarse
a las salidas posibles de un lanzamiento de moneda. Notemos que si consideramos a la variable aleatoria
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Yi = 2[y,<1/2y — 1, ocurre que tal variable toma los valores 1 y —1 de forma equiprobable, que se pueden
asociar a la paga recibida tras lanzar una moneda. De esta forma tenemos que

n
X, = ZY
=0

Ejemplo A.1.2. Considere una particula que se mueve en un conjunto de m + 1 nodos, etiquetados por
0,1,...,m, distribuidos en un circulo. Sea Xy, la posicion de la particula después de n pasos y supongamos
que se mueve a los nodos vecinos con igual probabilidad.

Ejemplo A.1.3. Tiempos de espera Consideremos la fila en un banco y supongamos que los clientes
van llegando a tiempos aleatorios y cada uno requiere un servicio que es también una variable aleatoria.
Supongamos que un cliente llega a un tiempo t, nos interesa saber jcudnto tiempo tarda en salir del banco?

Ejemplo A.1.4. (Valor de un activo financiero en el tiempo). Supongamos que tenemos un proceso
estocdstico a tiempo continuo X = {X;}i>0 donde Xy representa el precio de una accion al tiempo t.

Estudiando los elementos de este proceso podemos conocer caracteristicas del comportamiento futuro del
precio del activo.

Ejemplo A.1.5. El modelo cldsico de Cramér-Lundberg.

Este modelo tiene sus origenes en la tesis doctoral de Filip Lundberg defendida en el ano de 1903. En este
trabajo Lundberg analiza el reaseguro de riesgos colectivos y presenta el proceso de Poisson compuesto.
En 1930 Harald Cramér retoma las ideas originales de Lundberg y las pone en el contexto de los procesos
estocéstico. El modelo ha sido muy estudiado y se han propuesto varias formas de generalizarlo.

El modelo que estudiaremos es el proceso a tiempo continuo {C}}:>o dado por

N(t)
Ctzu—i-ct—ZYj

Jj=1

donde:

u es el capital inicial de la compania aseguradora,

ct es la entrada por primas hasta el tiempo ¢ con ¢ una constante positiva,

Y; es el monto de la j—ésima reclamacion, y

Ny es un proceso de conteo, es decir N(t) representa el nimero de reclamaciones que ha habido
entre el tiempo 0 y el tiempo t..

C, representa el balance mas sencillo de ingresos menos egresos de una compaiiia aseguradora. Al proceso
C} se le llama proceso de riesgo o proceso de superavit.

La variable aleatoria C; se puede interpretar como el capital de la compania aseguradora al tiempo ¢ y por
razones naturales y legales es importante que C; permanezca por arriba de cierto nivel minimo. Cuando
C; < 0 se dice que hay ruina.
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Figura A.1: Laberinto

La ruina casi nunca sucede en la practica, es solamente un término técnico que produce alguna toma de
decision.Por ejemplo, si el capital de una compa?ia aseguradora asignado a una cartera decrece en forma
significativa, ésta automdaticamente puede tomar ciertas medidas para subsanar esta situacién y no se
trata de un evento insalvable.

A.2. Cadenas de Markov a tiempo discreto

Como motivacion al estudio de las cadenas de Markov a tiempo discreto consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo A.2.1. Laberinto

Si colocamos una rata en la esquina inferior izquierda del laberinto de la Figura A.2 y comida en la esquina
superior derecha y supongamos que estando en cualquiera de los cuartos del laberinto, la rata puede ir a
cualquiera de los cuartos vecinos con la misma probabilidad, entonces para modelar la trayectoria que la
rata sigue hasta la comida, podemos seguir el siguiente modelo matematico. Enumerando los cuadros de
izquierda a derecha y de abajo a arriba, definimos p;; como la probabilidad con la que la rata pasa del
cuarto i al j para i,j € {1,2,...,n}.

Podemos organizar a estas probabilidades en la siguiente matriz:
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0 0 12 0 0 0 0 0
/3 0 1/3 0 1/3 0 0 0 0
0 0O 0 0 1/2 0 0 0
/ 0O 0 1/3 0 1/3 0 0
P=|0 1/4 0 1/4 0 1/4 0 1/4 0
o o0 1/3 0 1/3 0 0 0 1/
0 0 12 0 0 0 1/2 0
0 o 0 1/3 0 1/3 0 1/3
0 0 0 0 1/2 0 0

3

1/2
Tenemos, por ejemplo, que la probabilidad de que la rata siga la trayectoria 1,2,3,6,9 hasta la comida es:
P12P23P36Pe9 - Hay dos caracteristicas importantes que debemos notar en la matriz:

1. pij = 0 paratodo ity jy

2. Zj pi; = 1 para todo 7.

A matrices con estas propiedades se le llama matrices estocasticas y en particular podemos ver que en
cada renglon de dichas matrices esta definida una distribucion de probabilidad discreta.

A partir de este ejemplo podemos proponer varias preguntas para las cuales la teoria subsecuente nos
ayudara a encontrar respuestas.
1. ;Cuénto tarda la rata en promedio en encontrar la comida si comienza en el cuarto ¢?

2. Si quitamos la comida y nada mas seguimos la trayectoria de la rata, jcudl es la probabilidad de
que se encuentre en el cuarto j en el paso n si comienza en 7

3. Si de nuevo seguimos solamente la trayectoria sin comida, jestamos seguros de regresar al punto
inicial?

4. Si agregamos la comida, jcuantas veces regresard la rata al cuarto inicial antes de encontrar la
comida?

A.2.1. Conceptos basicos

Consideremos una coleccién de variables aleatorias Xg, X1,... , interpretando a X,, como el estado de
un sistema al tiempo n y supongamos que el conjunto de posibles valores de X,, es a lo mas numerable,
enumeréndolos, tenemos que F = {1,2,..., N} para el caso finitoy E = {1, 2, ...} para el caso numerable,
FE es llamado espacio de estados. Si este proceso satisface la propiedad de Markov

P(Xn+1 = xn+1‘Xn = Tny-.- 7)(() = :C()) = P(Xn—H = $n+1‘Xn = xn)

con o, ..., ZTnt1 € E, decimos que {X,},~, es una cadena de Markov.

A la distribucién de Xy se le llama distribucién inicial y la denotaremos por © = (71,...,7y) , es decir,
si m; = P(Xo =) para toda i € E.
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Algunas observaciones importantes:

1. Si X,, = z,,...,Xo = xg entonces decimos que se ha presentado la trayectoria x, ..., z,.

2. A la familia P(X,,+1 = j|X,, = 1) se le conoce como familia de probabilidades de transicién de la
cadena de Markov y describe la evolucion de la cadena en el tiempo.

3. En caso de que exista independencia al tiempo se le llama homogénea y
P(Xns1 = j|Xn = i) = pyj
son las probabilidades de transiciéon y para m > 1

pz(';'n) = P(Xm4n = j|Xn = 1),

que representa la probabilidad de pasar del estado ¢ al estado j en m unidades de tiempo.

Definiciéon A.9. Matriz de transicion:

Es la matriz cuadrada de orden N formada por las probabilidades de transiciéon

pi1 P12 ... DPIN

P21 P22 ... DP2N
P = } } . .

PN1 PN2 ... DPNN

con entradas no negativas y la suma de cada renglén es uno (matriz estocéstica).

A.2.2. Ejemplos

Veamos algunos ejemplos de cadenas de Markov

Ejemplo A.2.2. Cadena de rachas.

Considere la observacién de un experimento con propabilidad p de ocurrencia, definiendo como transicién
un ensayo y a X,, = como los estados de estar en racha de éxitos o no, entonces X = {X,, },>0 define una
cadena de Markov.

Ejemplo A.2.3. Caminata aleatoria simple.

Un individuo esta parado e inica una caminata en el cual sélo se mueve hacia adelante con probabilidad p
o hacia atras con probabilidad 1 — p. Definiendo a X,, como la posicién del individuo después de n—pasos,
se tiene entonces que E = Z y las probabilidades de transicion para cualquier n > 0 e, € E estdn dadas
por:

p j=i+1
pij=ql=-p j=i-1
0 e.o.c.
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Ejemplo A.2.4. Problema del jugador.

Suponga que un jugador A apuesta $1 sucesivamente contra otro jugador B. A inicia con k unidades y
B con N — k. En cada apuesta, A gana con probabilidad p y pierde con probabilidad 1 — p. Si definimos
X, como la fortuna de A al tiempo n, entonces X = {X,}, -, define una cadena de Markov.

Ejemplo A.2.5. Cadena de Ehrenfest.
Se tienen dos urnas , entre ambas hay un total de N bolas. En cada paso se elige una de las bolas al azar

y se cambia de urna. Si X,, = nimero de bolas en la urna A después de n ensayos, entonces X = {X,, } >0
define una cadena de Markov.

A.2.3. Resultados Importantes

A continuacién presentaremos algunos resultados importantes.
Proposicién A.1. Fcuacion de Chapman-Kolmogorov.

Sea X = {X,},~, una cadena de Markov con matriz de transicién
P = {pij}ijer entonces

n+m n m
pz(j )= sz(k)pl(cj )
keE

Este resultado nos dice que pg-l) es la entrada ij de la n—ésima potencia de P. En general, no es posible

calcular explicitamente las potecias de la matriz de transiciéon. Sin embargo, nos podemos auxiliar de
paquetes computacionales para esta tarea.

Proposicién A.2. Propiedad de corrimiento.

Sean n, k € N fijos y o, %1,...,Zn,...,Tntk € F entonces

P(Xn—i-k = Tn+tk--- s Xnt1 = :UTLJrl’XTL =Tn,...,Xo = xO) = P(Xk: = Tntk .- , X1 = .I‘n+1|X0 = xn)

A.2.4. Clases de comunicacion

Sean x e y dos estados de F, se dice que el estado y es accesible desde el estado z si existe n € N, tal que
pg,g) >0 (x —y). Siz — yey — x entonces, x e y se comunican, (z <> y), en particular, se tiene el

siguiente resultado sobre la comunicacién.

Proposicién A.3. La relacion x < y (comunicacion) es una relacion de equivalencia, por lo tanto,
mnduce a una particion en el espacio de estados.

A las clases de equivalencia inducidas por esta relacién les llamaremos clases de comunicacién. En parti-
cular diremos que una cadena de Markov es irreducible si tiene una sola clase de comunicacion.
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Sea x € E, a su clase de cominicacion la dentaremos por Cy, es decir

Co={yeE:z+y}

En cuanto a la particién inducida por la comunicacién de estados decimos que, tomando C C E , es un
conjunto cerrado si para toda y € £ — C, x € C no puede acceder a y, en caso contrario decimos que es
una clase abierta.

A.2.5. Propiedad Fuerte de Markov

Una extension de la propiedad de Markov es la presentada a tiempos aleatorios conocida como propiedad
fuerte de Markov. Comenzaremos esta seccién dando la definicién de tiempos aleatorios.

Definicion A.10. Un tiempo aleatorio es una variable aleatoria
T:Q— NnN{co}.
Definicién A.11. Un tiempo aleatorio T es un tiempo de paro si paran € N existe A, C E"! tal que
{T =n} ={(Xo,...,Xn) € Ap}.
A la variable aleatoria tiempo de paro la podemos interpretar como el tiempo que se obtiene de observar
una trayectoria hasta que se cumpla cierta condiciéon. Veamos algunos ejemplos de tiempo de paro.

Ejemplo A.2.6. Sea T} el tiempo en el que una cadena de Markov regresa a su estado inicial, es decir

7% X, # Xo para toda n
N\ min{n > 11X, = Xo} e.o.c

Ejemplo A.2.7. Sea T, el tiempo en el ocurre la enésima visita al estado inicial es un tiempo de paro.

Teorema A.l. Propiedad Fuerte de Markov. Sea A € E", T un tiempo de paro tales que
P(A, X, = 5,T = n) > 0. Entonces, condicionado a ANA{T = n,X,, = j}, el proceso {Xntm }m>0
es una cadena de Markov que comienza en j y tiene matriz de P.

A.2.6. Tiempos de llegada y tiempos de absorcion

En el estudio de las cadenas de Markov resulta de particular interés el estudio de los tiempos aleatorios
de la ocurrencia de eventos relacionados con la llegada a un estado o un conjunto de estados del espacio
de la cadena. En esta seccién estudiaremos este tipo de variables aleatorias.

Definicion A.12. Sea T primera vez que la cadena accede a A un subconjunto del espacio de estados,
es decir
{oo X, € E— A para toda n
Ty =

min{n > 1|X,, € A} e.o.c

Nota A.1. En general, no resulta tarea fdcil encontrar la distribucion de este tipo de variables aleatorias.
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En el caso que el conjunto A consta de un solo estado (j) y la cadena empieza en el estado i denotaremos
por Tj; la primera vez que la cadena visita el estado j iniciando en ¢ si ¢ # j. Si ¢ = j lo denotamos por
T;.

Veamos un ejemplo donde podemos ilustrar esta definicién.

Ejemplo A.2.8. Racha de éxitos. Sea E1, Fo, ..., una sucesion de ensayos Bernoulli con probabilidad
de éxito p y probabilidad de fracaso g =1—p. Si X,, es el numero de éxitos consecutivos previos al tiempo
n (incluido el tiempo n). Se dice que una cadena de r éxitos ocurre al tiempo n si en el ensayo n —r
ocurre un fracaso y los resultados de los ensayos n —r + 1 al n son éxitos.

Definiciéon A.13. Para cada n > 1, denotamos por fi(f) a la probabilidad de que una cadena que inicia
en el estado i, llegue al estado j por primera vez en exactamente n pasos, es decir,

FO = P(X =, Xt # o X1 # §, Xo = ).

Ademds definimos

Para la cadena de Markov de racha de éxitos tenemos (por ejemplo)

1. fé?) =q" p.

2. fop) =p"q.

Un resultado importante es el que permite descomponer la probabilidad de visitar el estado j iniciando
en i en términos de todas las posibilidades de tiempos que pueden ser la primera visita.

Proposicion A.4. Para cadan > 1,

3

A.2.7. Clasificacién de estados

De acuerdo a las propiedades que tiene cada estado en una cadena de Markov en cuanto a la probabilidad
de regresar a él, los estados pueden ser clasificados de la siguiente manera.

Definicién A.14. Se dice que un estado i es recurrente si la probabilidad de (eventualmente) regresar
a i, es uno, es decir, si
P(X, =i|Xo=1) =1,

para alguna n > 1. Un estado que no es recurrente se llama transitorio.

Tratar de clasificar los estado en recurrentes y transitorios partiendo de la definicién no resulta, en general,
tarea facil. Una manera distinta de enunciar estos conceptos es la siguiente forma.
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Definicion A.15. Definimos a
o0
=S 1,
n=1
que es la probabilidad de un eventual regreso al estado 1.

Nota A.2. Decimos que:

= FEl estado i es recurrente si f; = 1, en particular st fé? =1 el estado se le llama absorbente.

» El estado x es transitorio si f, < 1.

Podemos ya formular el siguiente importante teorema.

Teorema A.2. (Teorema de descomposicion de las Cadenas de Markov) El espacio de estados
E de una cadena de Markov, tiene la siguiente particion unica:

E=TnCiNnCaN...

donde T es un conjunto de estados transitorios, y C; son clases cerradas e irreducibles de estados recu-
rrente.

Nota A.3. El teorema de descomposicion nos muestra las posibilidades que pueden darse en una cadena
de Markov. Esto es, si Xg € Cy, entonces la cadena nunca abandonard la clase Cy, y entonces, podemos
considerar el espacio de estados E = Cy. Por otra parte, si Xg € T entonces, o la cadena permanece por
siempre en T o se mueve a una clase Cy y permanece ahi por siempre. Asi, o la cadena siempre toma
valores en el conjunto de estados transitorios o acaba en un conjunto cerrado persistente de estados donde
permanecerd por siempre. Veamos ahora que en el caso en el que E sea finito la primera situacion no
puede darse.

Definicion A.16. Definiendo al nimero de visitas al estado i como la variable aleatoria

Vi= Z Iix, =i}
n=0

Nota A.4. La variable aleatoria anterior toma valor infinito con probabilidad cero o uno.

Decimos que si V; es infinita con probabilidad 1, partiendo de %, entonces i es estado recurrente, en caso
contrario es un estado transitorio.

Motivados en este criterio tenemos el siguiente resultado:

Proposicién A.5.

)

. . , . n
1. Un estado i es recurrente si y s6lo si >, pz(-i = 00.

)

2. Un estado i es transitorio si y sélo si ), pl(? < 00.
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Este resultado nos proporciona una equivalencia, en términos de las matrices de transicion, para que un
estado sea recurrente.

A continuacion presentamos una serie de resultados respecto a la clasificacién de estados y la comunicacion.
Proposiciéon A.6. Sean i,j € E tales que se comunican, si i es transitorio entonces j también es

transitorio.

Este resultado tiene como consecuencia que la transitoriedad o recurrencia son propiedades de clase.

Un criterio facil para saber si una clase es transitoria es el siguiente.

Proposicion A.7. Sea C C E una clase abierta. Entonces C' es transitoria.

Usando estos resultados tenemos la siguiente conclusion.
Proposicion A.8. Si el espacio de estados es finito, una clase es recurrente si y sélo si es cerrada.

Corolario A.1. En una cadena de Markov irreducible con espacio de estados finito todos sus estados son
recurrente.

Corolario A.2. Toda cadena de Markov con espacio de estados finito tiene por lo menos un estado
recurrente.

Nota A.5. En general, el andlisis de recurrencia y transitoriedad, en cadenas con espacio de estados

nfinito, es mds complicado.

Siguiendo la clasificacién de estados, resulta importante conocer el nimero esperado de pasos para regresar

a i, es decir,
oo

Hi = Zn i(in)7

n=1

a la cual llamaremos tiempo medio de recurrencia.

Nota A.6. Puede darse el caso de que siendo © un estado recurrente el tiempo medio de recurrencia, pi;,
sea infinito; siendo éste el caso en el que aunque el regreso a i es cierto se necesita un tiempo infinito. Ast,
realizamos la siguiente distincion entre los estados recurrentes obteniendo una subclasificacion de estos.

Definicion A.17. Decimos que

1. El estado i es recurrente positivo si p; < co.

2. El estado i es recurrente nulo si yu; = oo.

Se tiene directamente el siguiente resultado.

Proposicién A.9. En una cadena irreducible con espacio de estados finito, todos los estados son recu-
rrentes positivos.

Ejemplo A.2.9. Veamos que la cadena de Markov de racha de éxitos es una cadena recurrente positiva.
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o o 1

o= nfo = nd-pp"t=(1-p) Y "= =, <o
n=1

n=1 n=1

Otro resultado de gran utilidad es el siguiente.

Proposicion A.10. No existen estados recurrentes nulos en cadenas de Markov finitas.

El siguiente resultado se sigue de la teoria que los promedios temporales son iguales a los promedios
espaciales en los sistemas dindmicos.

Teorema A.3. Teorema ergddico para cadenas de Markov Sean i,j cualesquiera estados de una
cadena de Markov irreducible se cumple que

)y Vij 1
Mp—soco— =

n /,Lj
casi sequramente.

Ejemplo A.2.10. Considere una cadena de Markov con espacio de estados {0,...,5} y matriz de
transicion

O k= O W=
Ohlw O~ O O

[aw]
= O i~ O Wt~

RO O O O O
Gl =001 © O
g Okl— O O O

Determine que estados son transitorios y cuales recurrentes. Calcular y estimar tiempos medios de recu-
rrencia y numero esperado de visitas a cada estado.

A.2.8. Distribuciones invariantes

Definicién A.18. Sea v € RIZl, decimos que v es una distribucion invariante o estacionaria de la
cadena de Markov con matriz de transicion P, si satisface

1. Tiene todas sus entradas no negativas.
2. ZiEE V; = 1.

3. ZjGE' ’/ipij = Vj.

En términos matriciales, la distribucién de probabilidad v es invariante si
vP =v.

Nota A.7. La interpretacion de una distribucion invariante es que una vartable aleatoria con dicha
distribucion mantendrd su distribucion en la evolucion de la cadena de Markov en el tiempo.
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Desde que encontrar una distribucién estacionaria en una cadena de Markov consiste en resolver un sis-
tema de |E|+ 1 ecuaciones y |E| incégnitas podemos no tener solucién, una infinidad de soluciones o una
unica solucion.

Los siguientes resultados son de gran utilidad en el calculo de la distribucién estacionaria de una cadena
de Markov.

Proposicién A.11. Sea v una distribucion estacionaria para una cadena de Markov. Si i es un estado
transitorio o recurrente nulo, entonces v; = 0.

Una propiedad importante de una distribucion invariante es que si X tiene distribucién v, entonces X,
tendra la misma distribucién para toda n.

Proposicion A.12. Toda cadena de Markov que es irreducible y recurrente positiva tiene una unica

distribucion estacionaria dada por

1
v; = — > 0.
i

Teorema A.4. Para una cadena irreducible las siguientes condiciones son equivalentes.

1. Todos los estados son recurrentes positivos.
2. Algun estado es recurrente positivo.

3. La cadena tiene una unica distribucion invariante

r=(1i )

Ejemplo A.2.11.

v =(1/3,2/3).

Ejemplo A.2.12. Cadena de Ehrenfest. Como esta cadena de Markov es irreducible y con espacio de
estados finito se tiene que es recurrente positiva y por los resultados anteriores tiene una unica distribucion
mvariante v.

A.2.9. Cadenas regulares, absorbentes y convergentes.

En esta seccién presentaremos resultados del comportamiento de una cadena de Markov recurrente cuando
la trayectoria es lo suficientemente grande. Otro concepto importante en el estudio de las cadenas de
Markov es el relacionado con la posible periodicidad con la que se visita a cada estado.

Definicion A.19. Sea P la matriz de transicion, definimos al periodo de un estado ¢ como el mdximo

(7?)}‘

comain divisor del conjunto {n € N : p

Ahora combinando esta definicién con el concepto de recurrencia positiva tenemos que un estado es
ergddico si es recurrente positivo y tiene periodo uno (aperiédico).

Definicién A.20. Decimos que una cadena de Markov {X,,} con espacio de estados finito es regular si
existe una potencia de la matriz de transicion con todas las entradas positivas.
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Teorema A.5. Sea P la matriz de transicion de una cadena de Markov reqular con espacio de estados
finito E, se cumple que:

1. Sin — oo, las potencias P" se aproziman a una matriz W tal que todos sus renglones son iguales
a un mismo vector de probabilidad w con componentes estrictamente positivos.

2. Se tiene que w es el vector de probabilidad invariante y cualquier otro vector v tal que vP = v es
un escalar multiplicado por w (como vector de probabilidad es tinico).

limy, 0o P( Xy, = ) = wy

para todo x € E y

para todo x,y € F.

Ahora presentamos resultados fundamentales en el estudio de la convergencia de las cadenas de Markov.

Definicion A.21. Si los limites
(n)

=1 n
Tj = 1Mnp—coPyj
existen para cada estado j en el espacio de estados entonces m, es la distribucion limite.

Nota A.8. Las siguientes observaciones son consecuencia de la definicion anterior.

1. La distribucion limite es inducida por la matriz de transicion P.
2. La distribucion limite no depende de la distribucion inicial.

3. FEl limite de las potencias de P es una matriz estocdstica para la cual todos sus renglones son la
distribucion limite.

4. La distribucion limite es una distribucion estacionaria.

Teorema A.6. (Ezxistencia de la distribucion limite.) Si la cadena de Markov es irreducible, aperiddica
y con distribucion invariante w, entonces

Teorema A.7. Sila cadena de Markov es irreducible, aperiddica y recurrente positiva existen las proba-
bilidades limite y son la unica distribucion invariante.

Por tltimo estudiaremos una clase particular de cadenas de Markov, las cadenas de Markov absorbentes.
Definicion A.22. Una cadena absorbente es una cadena de Markov con espacio de estados finita, con al
menos un estado absorbente y que desde cualquier estado se puede llegar a algun estado absorbente.
Para una cadena de Markov absorbente es importante estudiar conceptos como el tiempo medio de

absorcion o jcual serd el estado mas probable de absorcién?

Ejemplo A.2.13. Cualificaciones crediticias
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Aaa Aa A Baa Ba B C D
Aaa | 0.95 | 0.02 | 0.015 | 0.009 | 0.006 0 0 0
Aa | 0.06 | 0.91 | 0.01 | 0.007 | 0.005 | 0.004 | 0.004 | O
A 0.01 | 0.04 | 0.88 | 0.03 | 0.019 | 0.011 | 0.01 | 0.0
Baa | 0.002 | 0.003 | 0.005 | 0.88 | 0.05 | 0.03 | 0.02 | 0.01

Ba | 0.001 | 0.005 | 0.005 | 0.009 | 0.85 | 0.05 | 0.05 | 0.04
B 0 0 0.003 | 0.007 | 0.02 | 0.88 | 0.05 | 0.04
C 0 0 0.002 | 0.003 | 0.005 | 0.09 | 0.79 | 0.11
D 0 0 0 0 0 0 0 1

Tabla A.1: Matriz de Transicién de Calificacién Crediticia Moody’s 2000.

En los contratos de crédito, las posibles pérdidas econémicas involucran la estimacion de las probabilida-
des de incumplimiento por parte de los acreditados.

El acreditado es clasificado segun la capacidad de cumplir con sus obligaciones en un contrato de crédito.
En el campo de incumplimiento por parte de las empresas, en un contrato de crédito, las matrices de
transicion representan las probabilidades de pasar de una calificacién a otra en un intervalo de tiempo.

Las clasificaciones son emitidas por las compa?ias calificadoras. El papel de estas compa?ias en los mer-
cados globales de capital es tener una medicién del riesgo de crédito de manera independiente, creible y
objetiva; una cobertura comprensible y consistencia global; una transparencia crediticia y un aumento de
la eficiencia y la liquidez.

El mercado de calificadoras de crédito estd dominado por dos compa?ias: Standard and Poors (S&P)
y Moody’s Investor Services (Moody’s). Una calificacién de crédito representa una tasa global del
cumplimiento de o e las obligaciones por parte del acreditado.

La tabla muestra una matriz de transicién anual con las calificaciones de crédito otorgadas por Moody’s.

A.3. Proceso de Poisson

En esta seccion estudiaremos las principales caracteristicas del proceso de conteo méas usado en el contexto
actuarial, el proceso de Poisson.

A.3.1. Definiciones

Podemos definir, en general, a un proceso de conteo N = {N;};>0 como un procesos estocdstico con
trayectorias constantes por pedazos con valores en los naturales y que va incrementando de uno en uno
en tiempos aleatorios. Entonces, interpretamos a /Ny como el niimero de eventos ocurridos hasta el tiempo .

Si denotamos por 0 = Sp < 57 < ... a los tiempos en los que el proceso incrementa su valor, entonces
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tenemos que

Ny =max{n e N: S, <t}.

Nota A.9. Las siguientes equivalencias de eventos son importantes:

u {Nt = n} = {Sn <t< Sn+1}.

» {Ny>n}={S, <t}
Nota A.10. A los tiempos T; = S; — S;—1 les llamaremos tiempos de interarribo que son los tiempo
aleatorios entre la ocurrencia de dos eventos sequidos
Ahora daremos una definicién formal de un proceso de conteo.

Definicién A.23. Un proceso estocdstico N = {N}i>0 se dice que es un proceso de conteo si Ny repre-
senta el nimero total de eventos que han ocurrido hasta el tiempo t.

Nota A.11. De la definicion se tiene que:

1. Ny > 0.
2. N; es un entero no negativo.
3. Si s <t entonces Ny < Ny.

4. Para s <t, Ny — Ny es el nimero de eventos que ocurren en el intervalo de tiempo (s,t).

Ahora daremos un par de definiciones del proceso de conteo que es nuestro foco de interés.
Definicién A.24. (Definicion 1 P.P.) Un proceso de contéo N = {N;}1>0 es de Poisson con pardmetro
A > 0 (intensidad del proceso) si satisface las siguientes condiciones:

1. Ny =0.

2. Tiene incrementos independientes.

3. El numero de eventos en cualquier intervalo de longitud t se distribuye Poisson de parametro At.
Definicién A.25. (Definicion 2 P.P.) Un proceso de contéo N = {N}>0 es de Poisson con pardmetro
A > 0 (intensidad del proceso) si satisface las siguientes condiciones:

1. No=0.

2. Tiene incrementos independientes.

3. Tiene incrementos estacionarios.

4. P(Ngyp — Ny > 1) = Ah+o(h).

5. P(Nyyn — Ny > 2) = o(h) parat > 0 cuando h — 0.

Nota A.12. Las dos definiciones son equivalentes.
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Veamos algunos resultados importantes del proceso de Poisson.

Proposicién A.13. La sucesion de variables aleatorias {T,} (tiempos de interarribo entre eventos) de
un proceso de Poisson de pardmetro A son independientes y con la misma distribucion exponencial de
pardmetro \.

Consecuencia inmediata de esta proposicién se tiene el siguiente corolario.

Corolario A.3. Para sucesion de variables aleatorias {Sy} (tiempos de ocurrencia de eventos) definidas
antertormente se tiene que:
Sp ~ Gamma(n, \).
Hay una definicién alternativa de proceso de Poisson que facilita hacer calculos.
Definicién A.26. Un proceso de conteo N = {N;}1>0 es de Poisson si y solo si existe A > 0 tal que los

tiempos de interarribo son variables aleatorias exponenciales independientes de pardmetro .

Consecuencias inmediatas de esta definicién son que se pueden calcular explicitamente las distribuciones
de tiempos de interarribo, los tiempos de ocurrencia y que se tiene conocida la distribucién exacta del
proceso de conteo.

Veamos un ejemplo.

Ejemplo A.3.1. Suponga que las reclamaciones es una compa?ia de sequros ocurren de acuerdo a un
proceso de Poisson con intensidad diaria A = 2

1. ;Cual es la probabilidad que en una semana se presenten 5 reclamaciones?

6_14145

P(N;=5)=—

2. ;Cuél es el nimero de reclamaciones esperadas en un mes?

E[N3g] = 60.

3. ;Cual es el tiempo esperado hasta la octava reclamacién?

E[Ss] = 4.

A.3.2. Propiedades principales

Sea {N;}+>0 un proceso de Poisson con parametro A, supongamos que cada tiempo de ocurrencia de un
evento estd clasificado como un evento tipo I o tipo II. Ademds supongamos que es tipo I con probabilidad
p y tipo I con probabilidad 1 — p. Si N} y N2 denotan el niimero de eventos tipo I y II respectivamente
que ocurren en [0, t]. El siguiente resultado modela el comportamiento en el tiempo de un escenario como
el que acabamos de describir.

Proposicién A.14. {N}}i>0 y {N?}i> son procesos de Poisson independientes de pardmetros pX\ y
(1 — p)A respectivamente.
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Nota A.13. Es fdacil generalizar este resultado cuando se tienen k tipos de evento, cada uno con pro-
babilidad p; € (0,1) de ocurrencia y Zle p; = 1. Entonces se tiene que {N}}i>0, {N2 s, s, {NF >
procesos de Poisson independientes de pardmetros piA, paA, ..., ppA Tespectivamente.

Ejemplo A.3.2. Suponga que las reclamaciones se han categorizado segin el monto de reclamacion. Si
se tienen & diferentes categorias con vector de probabilidades p = (1/9,1/18,3/18,1/18,10/18) para cada
categoria. Si ademds suponemos que las reclamaciones se presentan de acuerdo a un proceso de Poisson
con intensidad diaria A = 3.

1. ;Cual es la probabilidad que en una semana se presenten 5 reclamaciones de la categoria 57
2. ;Cuél es el nuimero de reclamaciones esperadas en un mes de cada categoria?
3. ;Cual es el tiempo esperado hasta la octava reclamacion de la categoria 17

4. Si en una semana se presentan 3 reclamaciones, jcudl es la probabilidad que todas sean del mismo
tipo?

Ahora, supongamos que sabemos que exactamente un evento ha ocurrido hasta el tiempo ¢t y estamos
interesados en la distribucién del tiempo al cual éste ha ocurrido. Es razonable pensar que el tiempo esta
uniformemente distribuido en [0, ¢]. Supongamos que s < ¢, entonces

P(Ng=1,N;—s=0) s

< - == == —-.
P(T < siNe =1) PN, = 1) t

Generalizando esta idea tenemos el siguiente resultado.

Teorema A.8. Dado que Ny = n, los n tiempos de ocurrencia tienen la misma distribucion que las
estadisticas de orden correspondientes a n variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas
uniformes en [0,t], es decir,

fSl,...,Snth(Sl’ ooy Spln) =

A.3.3. El proceso Poisson compuesto

Definiciéon A.27. Sea {Ni}1>0 un proceso Poisson con tasa X y sean {Y;, i =1,2,...} una familia de
variables aleatorias independientes entre si e idénticamente distribuidas. Suponga que el proceso Poisson
{Ny|t > 0} y la sucesion {Y;, i =1,2,...} son independientes. Definimos al proceso aleatorio {X.|t > 0}
como un proceso Poisson compuesto si parat > 0,

Ny
Xy=) Y.
=1

Entonces, X (t) es una suma Poisson de variables aleatorias.

Proposicién A.15. E[X;] = ME[Y].

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo A.3.3. Retiro de efectivo del banco

198



Suponga que los clientes de cierto banco ingresan a una sucursal para realizar retiros de efectivo en
ventanilla de acuerdo a un proceso Poisson de tasa A = 1/3 (tres clientes por minuto). Suponga que
cada cliente retira efectivo de dicho banco en sélo una ocasién al dia y que el monto retirado es una
variable aleatoria independiente e idénticamente distribuida log-normal con media p = 7 y desviacion
tipica o = 1.5. El monto total de los retiros al tiempo ¢ es un proceso Poisson compuesto

N¢
X(t) =)V, con Yy = 0.
=0

Ahora, supongamos que en este caso se desea calcular el monto total de los retiros en el transcurso de
una hora, 7' = 60, es decir, F [Xg] . Sabemos que la distribucién log-normal tiene funcién de densidad

1 (log(x) — p)?
@) = mm’{—w}’

donde p y o son la media y la desviacion tipica del logaritmo. Para cualquier variable aleatoria log-normal:

= la media es: E(X) = exp{pu+0?/2},y

» la varianza es: Var(X) = (e("2 - 1> e2nto?

Entonces

Por otra parte, sabemos que: N(t) ~ Poi(At), entonces E [N(t)] = A y Var [N(t)] = M\ y también que
EY] = erto?/2 y VarlY;] = <€J2 — 1) e2uto? entonces,

E[X(t)] = EY|E[N()]
_ €7+(1.5)2/2>\t

e31%5(1/3)60

67557.36.

Ejemplo A.3.4. El modelo cldsico de Cramér-Lundberg.

Este modelo tiene sus origenes en la tesis doctoral de Filip Lundberg defendida en el a?o de 1903. En este
trabajo Lundberg analiza el reaseguro de riesgos colectivos y presenta el proceso de Poisson compuesto.
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En 1930 Harald Cramér retoma las ideas originales de Lundberg y las pone en el contexto de los pro-
cesos estocastico. El modelo ha sido estudiado en extenso y se han propuesto varias formas de generalizarlo.

El modelo que estudiaremos es el proceso a tiempo continuo {C;}+>¢ dado por

Ny
Ct:u—l—ct—ZYj
j=1

donde:

u es el capital inicial de la compa?ia aseguradora

ct es la entrada por primas hasta el tiempo ¢ con ¢ una constante positiva

Y; es el moneto de la j—ésima reclamacién, y

Ny es un proceso de Poisson de parametro .

C} representa el balance mas sencillo de ingresos menos egresos de una compaiiia aseguradora. Al proceso
(' se le llama proceso de riesgo o proceso de superavit.

La variable aleatoria C} se puede interpretar como el capital de la compa?ia aseguradora al tiempo ¢ y por
razones naturales y legales es importante que C; permanezca por arriba de cierto nivel minimo. Cuando
('} < 0 se dice que hay ruina. La ruina casi nunca sucede en la practica, es solamente un término técnico
que produce alguna toma de decisién.

Por ejemplo, si el capital de una compa?ia aseguradora asignado a una cartera decrece en forma signifi-
cativa, ésta automaticamente puede tomar ciertas medidas para subsanar esta situaciéon y no se trata de
un evento insalvable.

Ejemplo A.3.5. Supongamos que en el modelo de Cramer Lumdberg el monto de reclamaciones siguen
una distribucion uniforme en (0,100) y éstas se presentan con una intensidad A = 3. Modelar el capital
esperado de la compa?ia asequradora en el tiempo.

A.3.4. Proceso de Poisson no homogéneo

Un proceso de conteo extremadamente importante para propdsitos de modelacién es el proceso Poisson
no homogéneo, el cual omite la suposicion de incrementos estacionarios del proceso Poisson. Esto abre la
posibilidad a que la tasa de arribo no necesariamente sea constante, sino que pueda variar en el tiempo.

Definicién A.28. Un Proceso de Poisson no homogéneo es un proceso a tiempo continuo {N¢}i>o
y espacio de estados E = {0,1,2,...} con pardmetro una funcion positiva y localmente integrable A(t),
que satisface:

1. No=0

2. Tiene incremento independientes
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3. Para cualquiert > 0 y h > 0 decreciente a cero se tiene que

a) P(Nea — Ny > 1) = A(t)h + ofh)
b) P(Nyyn — Nt > 2) = o(h)

El resultado andlogo en cuanto a la distribucién del niimero de eventos en un proceso de Poisson no
homogéneo es el siguiente:

Pr0p0s1010n A. 16 La variable aleatoria Ny en un proceso de Poisson tiene distribucion Poisson(A(t)),
donde A(t fo s)ds donde \(t) es la intensidad al tiempo t.

De este resultado se sigue inmediatamente el siguiente resultado.
Proposicién A.17. Nyis — Ny ~ Poisson(A(t + s) — A(t)).

Ejemplo A.3.6. Para los ejemplos A.3.1 y A.3.2 consideremos el supuesto que A(t) = t/2. Resolver
numericamente los ejemplos A.3.1 y A.3.2.

A.3.5. Proceso de Poisson espacial

Consideremos el espacio R” y a una funcién A : R™ — [0,00) integrable. Para los conjuntos S C R™
integrables, definamos a la funcién de conjuntos:

() = /S Ay, (A1)

donde estamos utilizando la notacién dt = dty ... dty, y t = (t1,...,tn).
Ocurre que pu(-) satisface las siguientes propiedades intuitivas, que presentaremos sin demostracion:

1. u(A) > 0 para todo conjunto A integrable.
2. u(@) =o.

3. Si tenemos una coleccion de conjuntos Aj, As, ... que son disjuntos a pares, ocurre que

M( [_j Ai) = iM(Az)

Definicién A.29. Decimos que X es un proceso Poisson (no homogéneo) con medida media p (y tasa
\) si X es un subconjunto aleatorio discreto (es decir numerable y sin puntos de acumulacion) de R?, tal
que al definir la funcion de conjuntos:

X(A):=#(XnNA)
se cumple que para cualquier coleccion de conjuntos Si, ..., Sy integrables y enteros no negativos ky, ..., ky
ocurre que

ki o=(Si)

P(X(S)) = ki, ..., X H ps , (A.2)

donde p estd definido a través de A por la Ecuacion (A.1).

Tenemos el siguiente resultado, que es un corolario directo de la definicion.
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Proposicion A.18. Un proceso Poisson espacial X con medida media p satisface que

1. Para cada S, ocurre que X (S) ~ Poisson(u(S)).

2. Cuando Si, ..., Sy son conjuntos disjuntos, las variables aleatorias {X (S;)}i_, son independientes.

Demostracion. Para probar 1) basta tomar r = 1 en la Ecuacién (A.2) que nos dice

k
P(X(S) = k) = "(;Z) Sk =0,1,2,...,

lo que significa que X (S) tiene distribucién Poisson de pardmetro p(.S). Utilizando 1) sabemos que cada
X (S;) tiene distribucién Poisson de parametro u(S;) y la Ecuacién (A.2) nos dice que en el caso en que
los conjuntos {S;};_; son disjuntos a pares ocurre que la densidad conjunta de las variables aleatorias
{X(Si}]_; es el producto de sus densidades marginales, lo que implica la independencia de las variables.

O

Veamos algunos ejemplos de caso Poisson.

Ejemplo A.3.7. Tomemos el caso particular en que A(t) =\ > 0. En este caso

u(S):/)\dt:)\/dt:)\S],
S S

para todo S integrable; donde |S| denota al n-volumen del conjunto —S— (en el caso en que n = 1, el
n-volumen es la longitud, para n = 2 el drea, para n = 3 el volumen usual). Al proceso Poisson que tiene
por medida media u(S) = A|S| se le conoce como proceso Poisson espacial homogéneo. El caso n = 1
corresponde al proceso Poisson homogeneo usual (aunque definido en toda la recta real). La Ecuacidn

A.2), para una coleccion de intervalos disjuntos {(A;, b;]}_,, en este dltimo caso se transforma en
] i=1

J Ab; — a; ki g—A(bi—as)
P(X(al,bl] = kl»---,X(ar,br] = kr) — H [ ( a )Il"e ‘

=1

Ejemplo A.3.8. Consideremos una funcion A : R — R no decreciente y derivable, con funcion derivada
A. Debido a que A es no decreciente, X es no negativa. Definamos a p a través de X\, por medio de
la Ecuacion A.1. Entonces el proceso de Poisson espacial X, definido en la recta real, coincide con la
definicion de un proceso de Poisson no homogéneo con intensidad A. La Ecuacién (A.2) toma la forma
aqui:

r AN N1k o= (A(bi)—A(as))
]P)(X(al,bl] — k17 ,..,X(ar,bT] — k»r) — H [A(bl) A(al)]ke ’

=1

para intervalos disjuntos.

Tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion A.19. Sea X un proceso de Poisson espacial en R™ con medida media p. Sea S C R™ un
conjunto integrable tal que pu(S) < oo. Condicionado al evento {X(S) = n}, para todo Ay,..., A, C S
disjuntos e integrables ocurre que

n

P(X(Al) =N, ,X(Ak) = nﬂX(S) = n) = 'p(Ao)nOp(Al)nl...p(Ak)nk,

no'nl'nk
para todas los valores {n1,...,n} tales que Y ., kn; =n. Aquip es la funcion de conjuntos (subconjuntos

de S) definida por p(A) := %, elvalorng :=n—>y 1 1 n; y Ay := S\(U?:1 Ai). En otras palabras, condi-

cionado al evento { X (S) = n}, el vector (X (Ap), ..., X (Ay)) distribuye Multinomial(n,r, p(Ao), ...,p(A4y)).

202



Demostracion. Notemos que, bajo el condicional, ocurre que
P(X(Al) =N, ,X(Ak> = nk\X(S) = TL) = P(X(A()) = no, X(Al) =ni, ,X(Ak) = nk\X(S) = n),
que por definicién es igual a

P(X (Ag) = no, X(A1) = n1, ..., X (Ag) = np)
P(X(S) =n) '

Debido a que los conjuntos {A4;}7", son disjuntos, podemos sustituir la férmula (A.2) en el numerador y
denominador de la expresién anterior, para obtener

Hk p(A) e m(4d)
P(X(A1) = mu o, X (A1) = mil X(S) =m) = =i
n!

= (s i)™ G

lo que queriamos probar. ]

Una observacién importante es que en el caso en que p(-) = A| - |, la Proposicién A.19 nos dice que
(X(Ao), ..., X(A,)) tiene distribucién Multinomial (n, T, %), e %) Esto implica que los n puntos (a
los cuéles estamos condicionando al proceso X a tener en el conjunto S) estdn distribuidos de forma in-
dependiente y uniformemente distribuidos sobre el conjunto S. Note cémo esto generaliza una propiedad

similar para el proceso Poisson homogéneo en [0, c0).

La observacion anterior nos permite simular con facilidad a un proceso Poisson homogéneo en R con tasa
A en un subconjunto S. El algoritmo es el siguiente.

Algoritmo 63 : Proceso Poisson homogéneo

1: Simular una variable aleatoria N con distribucién Poisson(A|S).
2: Dado N = n, simular n variables aleatorias independientes uniformes en S.
3: Devolver las posiciones de las n variables aleatorias generadas.

Note que en el pentltimo paso, para simular una variable aleatoria uniforme en un conjunto integrable y
acotado S basta simular variables aleatorias en una caja [a1,b1] X ... X [an, by] que contenga a S y utilizar
el método de aceptacion-rechazo para asegurarnos que tal punto pertenece a S.

Habiendo implementado el algoritmo anterior, podemos generalizar el método propuesto para simular
un Proceso Poisson no homogéneo en [0,00) para simular un proceso Poisson espacial con tasa A(t).
Supondremos que la tasa A(t) es acotada en S, es decir, existe A* tal que A(t) < \* para todo t en S.

La prueba de que el Algoritmo 64 funciona es andloga a la prueba de que el algoritmo para Proceso
Poisson no homogéneo en [0, c0) funciona.

A.4. Procesos de Saltos de Markov

En esta seccién consideremos un proceso de Markov X = {X;};>0 a tiempo continuo, homogéneo en el
tiempo y con espacio de estados finito £ = {1,2,...,m}.
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Algoritmo 64 : Proceso Poisson homogéneo alternativa

1: Simular una variable aleatoria N con distribucién Poisson(A*[S]).

2: Dado N = n, simular n variables aleatorias independientes uniformes en S, denotadas por
{X1,...., X}
3: Simular {U, ..., U,} variables aleatorias uniformes en (0, 1) independientes.
A(X5)

4: Para cada 1, conservar al punto X; cuando ocurra que U; < =55
5: Devolver los puntos que fueron conservados.

Definicién A.30. Una matriz P(t) = {pij(t)}ijcr (para cada t > 0) es llamada matriz de transicion de
Markov asociada al proceso de Markov X = {X;}i>0.

A la familia {P(t) }+>0 se le llama semigrupo de transicién del proceso de Markov.

Teorema A.9. La familia {P(t)}+>0 es un semigrupo estocdstico, es decir, satisface:

1. P(0) =1,
2. P(t) es una matriz estocdstica y

3. La ecuacion Chapman-Kolmogorov P(s+t) = P(s)P(t).

Cuando el espacio de estados es finito el comportamiento aleatorio de un proceso de Markov X = {X;}+>0
estd determinado por su semigrupo estocéstico { P(t) }+>0 y la distribucién de Xj.

Definicién A.31. El semigrupo {P(t)}+>0 es estdndar si

P(t)wo —0

Nosotros consideramos s6lo procesos de Markov con semigrupos estandar lo cual garantiza que las rea-
lizaciones de éstos son funciones continuas por la derecha, con mayor precision, se tiene que el proceso
es estocasticamente continuo, separable y medible en intervalos compactos. Ademds, existe una version
separable que es estocasticamente equivalente a este proceso. De hecho, con el espacio de estados finitos
se tiene que sus realizaciones son funciones escalonadas, es decir, para casi todo w €  y para todo t > 0
existen A(t,w) > 0 tal que

Xitr(w) = Xi(w)

para 7 € [0, A(t,w)). Esto motiva el concepto de procesos de saltos de Markov (PSM).

Definiciéon A.32. Un PSM es un proceso de Markov X = {X;}1>0 a tiempo continuo, con espacio de
estados finito (a lo mds numerable en general) que empieza en un estado xo al tiempo 79 = 0 y permanece
en ese estado hasta un tiempo 17 cuando realiza una transicion (salto) a otro estado x1. Permanece en
ese nuevo estado hasta un tiempo 1o > 11, momento en el cual salta a otro estado xo y asi sucesivamente.

De acuerdo a esta definicién, resulta de interés estudiar la ley de probabilidad que gobierna el tiempo de
estancia de un PSM en un estado ¢ y la transicion a otro estado. Con esos objetivos consideramos a la
variable aleatoria

A(t) = inf{s > O‘Xt—l—s #1, Xy = Z}, (A3)

es decir, A(t) es la variable aleatoria que modela el tiempo de estancia en el estado ¢ desde el tiempo ¢.
A(t) es un tiempo de paro.
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Proposicién A.20. Sea X = {X;}i>0 un PSM, entonces
P(A(t) > s|X; = i) = e 5,

para todo s,t >0 et € F.

Con este resultado tenemos que el tiempo de estancia en un estado para un PSM sigue una distribucién
exponencial de pardmetro dependiente del estado. Nosotros nos restringimos al estudio de PSM tales que
Ai < 00, es decir, PSM que no dan saltos instantaneos.

Ahora introducimos notacién util para determinar la transicién entre estados en un PSM.

Definicién A.33. Sea X = {X;}i>0 un PSM entonces definimos

1. 9 =0,

2. 1, = el tiempo del k—ésimo salto,

3. xp = el estado visitado en el intervalo de tiempo [Tk, Tp11),
4. Ag = Tpa1 — Tk, es decir, el tiempo de permanencia en Ty Y

5. N(t) = maz{n > 0|1, < t}, es decir, el nimero de saltos hasta el tiempo t.

Definicién A.34. Sea X = {X;}1>0 un PSM decimos que es reqular si

Too := SUPTE = OO.

El siguiente resultado relaciona el tiempo de estancia en un estado con la probabilidad de transicién.

Proposicién A.21. Sea X = {X;}1>0 un PSM reqular y 1,41 < 0o. Entonces, condicionada a X;, =1,

las variables aleatorias Agy1 y X741 Son independientes.

A.4.1. Generador Infinitesimal

Sea X = {X;}+>0 un PSM y que X; = i. Ahora, estamos interesados en analizar que pasa en intervalos
de tiempo infinitesimales (¢,t + h), tenemos los siguientes casos.

1. El proceso puede estar en el mismo estado al tiempo t+h y esto ocurre con probabilidad p;; (h)+o(h),
donde o(h) representa la posibilidad que el proceso se salga y regrese al estado i en el intervalo de
tiempo.

2. El proceso se mueva al estado j ¢t + h y esto ocurre con probabilidad p;;(h) + o(h), donde o(h)
representa la posibilidad que el proceso realize dos o més transiciones en el intervalo de tiempo.

Proposicién A.22. Conssideremos el semigrupo {P(t)}+>0 de un proceso de saltos de Markov. Entonces,
el limite

existe.
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A la matriz Q = {gi;}ijcr la llamaremos generador infinitesimal y es facil ver que su correspondiente
matriz de transicion al tiempo ¢ esta dada por

P(t) = exp'®.

Teorema A.10. Sea Q el generador infinitesimal de un proceso de saltos de Markov {X;}i>0, entonces

1. Dado que el proceso estd en el estado i al tiempo t, la variable aleatoria A(t) tiene distribucion
exponencial de pardametro —q;; y

2. si el proceso estd en el estado © al tiempo t y —q;;, con probabilidad 1 existe una funcion discontinua
para algun t > 0 y de hecho la primera disconinuidad es un salto. Si 0 < s << oo, la probabilidad
condicional de que la primera discontinuidad en el intervalo [t,t+ s) sea un salto al estado j (i # j)
es W, (g = —qii)-

Definicion A.35. Puente de Markov.
Se define como Puente de Markov, con parametros T, a, b, un proceso estocdstico indezado port € [0, T
determinado por la distribucion de {X(t) : 0 <t < T} condicionado con X(0) =a y X(T) =0b.

Ejemplo A.4.1. Proceso de nacimiento y muerte.
En este proceso X; representa la poblacién de una cierta entidad al tiempo ¢, donde a tasa de nacimiento

es A y la tasa de mortadidad es 5. Si suponemos que la poblacién estd acotada superiormete, éste es un
ejemplo de un proceso de saltos de Markov que puede ser facilmente simulado.

A.5. Procesos con valores continuos

A.5.1. El Movimiento Browniano y sus transformaciones

Definicion A.36. Movimiento Browniano Estdandar

Un Movimiento Browniano Estdndar (MB) es un proceso B markoviano a tiempo continuo con incrementos
estacionarios e independientes tal que

2. B tiene trayectorias continuas casi seguramente, y

3. B; — Bs ~ Normal(0,t — s), Vo < s <t

Este proceso es un proceso fundamental en la teoria de procesos estocasticos. La primera razén para ello
es que es un proceso continuo andlogo a la caminata aleatoria simple; su dindmica es simétrica en la
posicién y equiprobable. La segunda razén es su universalidad. En matematicas, la universalidad de un
modelo significa que aparece constantemente: asi como la distribucién normal aparece como un limite de
sumas (centradas y escaladas) de variables aleatorias independientes y arbitrarias (bajo algunos supuestos
generales), el Movimiento Browniano aparece como el limite (centrado y escalado) de procesos arbitrarios
(bajo algunos supuestos generales).
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Las trayectorias del movimiento Browniano son no diferenciables en ninguna parte y satisfacen fractali-
dad, es decir, que un intervalo seleccionado de las valuaciones del Movimiento Browniano, tras escalarse,
sigue teniendo la misma distribucién que la trayectoria del Movimiento en [0, 1]. A pesar de tener tales
extrannas propiedades, hay muchas cantidades que pueden calcularse debido a que los incrementos tienen
la distribucién normal y son independientes. En la literatura puede encontrarse una enciclopedia de re-
sultados sobre las probabilidades de que las trayectorias satisfagan una caracteristica dada. Esto afianza
mas ain su uso en modelos aplicados.

Un Movimiento Browniano (no estdndard) de pardmetros x4 (media o deriva), y o2 (coeficiente de difusién
o volatilidad) es un proceso que satisface las mismas propiedades que el Movimiento Browniano estandar
pero tal que

B; — By ~ Normal(u(t — s),02(t — s)), Vo < s <t.

A partir del Movimiento Browniano podemos definir mas procesos como transformaciones del MB.

Definicion A.37. Un movimiento Browniano geométrico G estd definido como la siguiente transforma-
cion del Movimiento Browniano estandar B:

2
o
Gt := Goexp{(p — ?)t + 0B}

Cabe mencionar, que en el modelo de Black-Scholes-Merton, se supone que el activo financiero tiene un
comportamiento aleatorio modelado por un Movimiento Browniano Geométrico.

Definicion A.38. Un proceso de Orstein-Uhnlenbeck o proceso de Vasicek es un proceso X definido como
la siguiente transformacion del Movimiento Browniano estdndar B:

O.e—at

V2a

X = Xoe ™ +b(1—e ) + B(e*™ —1).

Este modelo se utiliza ampliamente para modelar tasas de interés o demograficas. Tiene la desventaja
de que tiene posibilidad de tomar valores negativos. El pardametro b representa la media a largo plazo, al
parametro a se le conoce como velocidad de reversién hacia la media, y o es la volatilidad del proceso.

A.6. Ecuaciones diferenciales estocasticas

En esta seccién presentaremos de forma no rigurosa el concepto de una Ecuacién Diferencial Estocéstica
(SDE, por sus siglas en inglés). Presentemos primero a los procesos Markovianos con valores continuos en
un cierto nivel de generalidad.

Definiciéon A.39. Proceso de difusion

Un proceso de difusién { X} }+>¢ unidimensional es un proceso estocéstico a tiempo continuo con propiedad
fuerte de Markov y trayectorias continuas casi en todas partes.

Si I = [r,s], es el espacio de estados de {X;}+>0 entonces

) 1
lzmhLOEIP[]XHh —z|>€Xe=2]=0
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Veelye>DO0.

Casi todos los procesos de difusién son caracterizados por dos condiciones bésicas que describen su media
y varianza infinitesimales. Sea AhX; = Xy, — Xy y « € I, dadas por

. 1
llmhwEE[AhXﬂXt =] = p(z,1)

. 1
lzmhwE]P’[(AhXt)2|Xt =z| =o(x,t).

Asociados a los procesos estocdsticos anteriores, tenemos ecuaciones diferenciales a través de los cudles
podemos definirlos (tal como algunas funciones reales pueden definirse como soluciones de ecuaciones
diferenciales ordinarias).

Definicion A.40. Ecuacion Diferencial Estocdstica

Sean p(x,t) y o(z,t) dos funciones R x [0,7] — R. Una SDE es una ecuacién de la forma
dXt = /.L(Xt, t)dt + O'(Xt, t)dBt,
definida para los valores de t en [0, 7] y con condicién inicial X independiente del Movimiento Browniano,

cuya solucion representa un proceso de difusién con tales condiciones infinitesimales.

Notemos que en la ecuacién diferencial aparece un diferencial relativo al Movimiento Browniano. Este
diferencial no tiene sentido dentro de la teoria de integracion de cédlculo, ni de la teoria de integracién de
Stieljes o de Lebesgue, debido a la gran oscilacion que tienen las trayectorias de un Movimiento Browniano.
El calculo estocastico, desarrollado principalmente por Kiyoshi It0, desarrolla una teoria en donde tal
diferencial adquiere sentido. Su profundidad es demasiada para exponerse aqui; tan sélo mencionaremos
que es una teoria adecuada para funciones aleatorias (procesos estocdsticos) que generaliza al cdlculo
diferencial e integral estandard al incluir la posibilidad de integrar y derivar funciones que tienen una
gran oscilacién (como el movimiento Browniano).

Definicion A.41. Tiempo de Llegada

Sea {X¢}+>0 un Proceso de Difusién, definimos a la variable aleatoria T, para z € I, como

o0 €.0.Cc

_ {inf{t >0|X; =2} {t>0|X;=z2}+#0

Definicion A.42. Proceso reqular

Un proceso de difusién {X;}+>0 es regular si
P[T, < 00| Xp =] > 0,Vz,z € I.
Teorema A.11. Transformaciones de Procesos de Difusion
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Sea {X;}i>0 un Proceso de Difusién regular en el espacio de estados I y pardmetros u(z,t) y o%(z,t).
Sea ¢ estricta mondtona en I con segunda derivada continua, entonces Y; = g(X;) define un Proceso de
Difusién Regular en I’ = [g(r), g(s)] y tiene pardmetros

py (z,t) = %(72(56,t)g//(1') + u(z,t)g (z)

o3 (2,t) = o*(x,t)[g' (2))?

Es importante mencionar algunos conceptos que son importantes para abordar de manera mas amplia el
calculo estocastico,

Lema A.1. Lema de Ito.
Sea dX; = b(t, X¢)dt + o(t, X¢)dWy entonces Yy = f(Xy,t) satisface la EDE:

_of . of 10%f L Of Of 1 ,0% of

A.7. Esquema de Milstein

El esquema de Milstein es un refinamiento del modelo de Euler cuyo objetivo radica en reducir el error
de discretizaciéon. No se debe confundir con un modelo de reducciéon de varianza.
Sea X un proceso de difusion de la forma:

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th

dénde b y o son funciones doblemente diferenciables. Considere la discretizacion del tiempo de la siguiente
manera 0 =tg <t; < ....<t,=T. Paracadai=0,1,...,n — 1 definimos:
tir1 tit1
X(te) = X(e)+ [ bxde+ [ a(xpdw;
ti ti

En este esquema se examina de manera més detallada a las funciones b(X;) y o(X;) con ayuda de la
féormula de Ito. Sea f(X}), funcién doblemente diferenciable, por el Lema de It6 tenemos que:

£00) = £00) + [ 207 (ds + [ isxaw,

t; t
donde )
LX) = [ @) + 5 f (@) (@), [ (@) = f (2)o(2)
Entonces,
Xpioy = X, +0(Xg,)(tigr — ) +o( X, ) Wiy — W) + R
donde

bt t t tit1 t t
R:/ V LOb(Xs)ds+/ le(Xs)dWs} dt+/ U Log(XS)d$+/ ng(XS)dWs} s
b ti ti t; t;

ti

conocido como el residuo. Este refinamiento mejora el Esquema de Euler pues aporta algunos de los
términos de orden superior en R. Lo que se realiza es la aproximacién de la doble integral como:

tiv1 it tit1
L'o(X;) / / dW,dW; = L'o(X3,) / (Wy — Wy, )dW;
t; t; t

%
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- %LlU(Xti) [(Wepy = We)? = (tisr — ti)]

141

Finalmente, el esquema de Milstein esta dado por:
1.
X(tir1) = Xo +0(Xei)(tir — i) + 0(Xo)Vhign — iZiga + 50 (X))o (Xe) (bivn — 6)(Z = 1)
con {Z;, } variables aleatorias normales independientes.

Definicion A.43. Puente Browniano

Se define como Puente Browniano aquel proceso {X; : t € [0,1]} solucién de la ecuacién diferencial
estocdstica

X
dXy =~ ttdt +dB,

con condicién inicial Xy = 0.

éste proceso tiene distintas caracterizaciones y cumple que

limtg)let = 0c.s.
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Apéndice B

FUNCIONES

B.1. Generadores Lineales Congruenciales

B.1.1. Generador Lineal Congruencial

Descripciéon

Gen.Lin.Cong nos regresa un vector de nimeros pseudo-aleatorios generados por la sucesién recursiva.

Cédigo ;Gen.Lin.Congj-function(n,a=7% m = 231—1,¢ = 0, +sem = as.numeric(Sys.time()))+V < —numeric(n)
Argumentos

= 1, nimero de observaciones.
= a, valor en los reales positivos del multiplicador (por default 7°).

» ¢, valor en los reales no negativos del incremento (por default 0, llamado entonces Generador Con-
gruencial Multiplicativo).

= m, valor en los reales positivos del médulo (por default 23! — 1).

» sem, valor real positivo inicial o semilla (por default la hora de la méquina).

B.1.2. Generador Congruencial Semilla-Controlado Simple

Descripcion

Gen.Cong.SemCont nos regresa un vector de numeros pseudo-aleatorios generados por la sucesion re-
cursiva, iniciando por un nimero propuesto en (0,1) que puede considerarse como la primera variable
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aleatoria del total de la muestra.
Cédigo ;Gen.Cong.SemContj-function(n,a=7>,m = 231—1, +sem = as.numeric(Sys.time()))+V < —numeric(n) -
Argumentos

= 1, nimero de observaciones mayor que 1.
= a, valor en los reales positivos del multiplicador (por default 7°).
= m, valor en los reales positivos del médulo (por default 23! — 1).

» sem, valor real positivo inicial o semilla (por default la hora de la maquina), que debe ser menor a
m si es propuesta.

B.1.3. Pruebas estadisticas
‘Wald-Wolfowitz
Jlibrary(adehabitatLT)Cargamos la libreria jyi-factor() ;for(i in 1:500) + aj-0 + Uj-runif(1) + if(U;.5)aj-

1 + yi-c(y,a) + (wawotest(y) a ea va za p -32.6249860 -1.0000000 497.9947988 -1.4171569 0.9217815
&

Anderson-Darling

Jlibrary(ADGofTest) Cargamos la paqueteria ¢yj-runif(100) ;jad.test(y) Llamamos a hacer una prueba
AD para uniformes (0,1) Anderson-Darling GoF Test

data: y AD = 0.67103, p-value = 0.5831 alternative hypothesis: NA ; Generamos la muestra por GCM
;muestraj-Gen.Lin.Cong(100) ;ad.test(muestra) Anderson-Darling GoF Test

data: muestra AD = 0.41187, p-value = 0.8365 alternative hypothesis: NA

B.2. Generadores de variables aleatorias

B.2.1. Generador de variables aleatorias discretas (Transformada Inversa).

Descripciéon

rTInv nos regresa un vector de observaciones generadas a partir de un vector que represente la dis-
tribucién de una variable aleatoria.

212



Cédigo ;rTInvi-function(n,D) + if(sum(D)!=1)stop(.®! vector de densidades debe sumar 1”) + muestraj-
numeric(n) + for(i in 1:n) + k-0 + Uj-runif(1) + Fj-0 4+ while(FjU) + Fj-F+D[k+1] + if(F;U)kj-
k+1lelseFj-1 + + muestrali]j-k + + return(muestra) +

Argumentos

= 1, nimero de observaciones.

= D, vector de la distribucién (refleja entonces la cardinalidad del soporte y las entradas suman uno).

B.2.2. Generador de observaciones exponeciales por inversion.

Descripcién

G.exp.inv aplica el método de transformada inversa para la generacién de variables aleatorias con dis-
tribucién exponencial, i.e. con funcién de densidad

f(z)=Xe™®

y entonces como vimos la distribucién tiene funcién inversa.

Cédigo ;G.exp.invj-function(n,Jambda=1) + Vj-numeric(n) + for(i in 1:n)Uj-runif(1);V]i]j-log(1-U)/lambda
+ return(V) +

Argumentos

= 1, nimero de observaciones.

» lambda, valor real positivo del pardmetro A (por default 1).

B.2.3. Generador de observaciones Poisson por Inversa (Generalizada.

Descripciéon
G.poi.inv aplica el método de transformada inversa en el caso discreto para generacién de variables

aleatorias con distribuciéon Poisson, haciendo uso de la propiedad de multiplicaciones iterativas.

Cédigo ;G.poi.invi-function(n,Jambda=1) + Vj-numeric(n) + for(j in 1:n) + pj-exp(-lambda) + Fj-p
+ ij-0 4+ Uj-runif(1) + if(FjU) 4+ while(F;U) + ij-i+1 + pj-p*lambda/i + Fi-F+p + + + V[jlj-i + +
return(V) +

Argumentos

= n, numero de observaciones.
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» lambda, valor real positivo del pardmetro A (por default 1).

B.2.4. Generador de observaciones Poisson Modificado.

Descripcion
G.poi.mod aplica el método de transformada inversa en el caso discreto para generacién de variables
aleatorias con distribucién Poisson, con la modificacién conveniente de iniciar el valor a escoger de la

variable aleatoria en el valor de A. Para uso ilustrativo también registra las iteraciones realizadas para
obtener cada observacién.

Cédigo ;G.poi.modj-function(n,lam) + Mj-numeric(n) + PoisContj-function(x)eval((lam®)xexp(—lam)/gamma(z+
1))+it < —numeric(n)+for(iinl : n)+U < —runif(1) + k < — floor(lam) + F < —sum(PoisCont(0 : k)) + i f(F <
info < —data. frame(muestra = M, iteraciones = it)+

Argumentos

= n, numero de observaciones.

» lambda, valor real positivo del parametro A.

B.2.5. Generador de observaciones por Aceptacién-Rechazo Continuo.
Descripcién
AR.cont aplica el método de aceptacion rechazo para la funcién

f(z) =20z(1 — z)?

con la cual también se calcula el promedio de iteraciones que refleja la eficiencia segtin la proximidad a la
constante c. La informacion se encuentra en un objeto tipo 1ist ().

Cédigo ;AR.contj-function(n) + Mj-numeric(n) + Ij-numeric(n) + ¢j-135/64 + for(i in 1:n) + itj-1 + acj-
0 + while(ac==0) + Uj-runif(2) + if(U[2]j=256*U[1]*((1-U[1])3)/27)ac < —1lelseit < —it + 1 + +M][i] <
—U[1]+1I[i] < —it++prom < —sum(I)/n+info < —list(muestra = M, promedio = prom, constante =
c)+

Argumentos

» 1, nimero de observaciones (obtenibles llamando con $muestra).
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B.2.6. Generador de observaciones por Aceptacién-Rechazo Discreto.

Descripcion
AR.dis aplica el método de aceptacion rechazo para la densidad discreta
p=(0.2,0.15,0.35,0.2,0.1)

con la cual también se calcula el promedio de iteraciones que refleja la eficiencia segiin la proximidad a
la constante c. La informacién se encuentra en un objeto tipo 1list (), se incluye también la funcién de
densidad para complementar el método.

Cédigo ;f.disj-function(x) + yj-0 + if(x==1)yj-.2 + if(x==2)yj-.15 + if(x==3)y|-.35 + if(x==4)y|-.2

+ if(x==5)yj-.1 + return(y) + ;AR.disj-function(n) + Mj-numeric(n) + Ij-numeric(n) + ¢j-.35/.2 + for(i

in 1:m) + itj-1 + acj-0 + while(ac==0) + Uj-runif(2) + Yj-floor(5*U[1])+1 + if(U[2];j=5*f.dis(Y)/c)acj-
lelseitj-it+1 + + MJi]j-Y + I[i]j-it + + promj-sum(I)/n + infoj-list(muestra=M,promedio=prom,constante=c)
_I_

Argumentos

» 1, nimero de observaciones (obtenibles llamando con $muestra).

B.2.7. Generador de observaciones Exponenciales por Cociente de Uniformes.

Descripcion
G.exp.counif aplica el método de cociente de uniformes desarrollado anteriormente para la distribucién
exponencial dos observaciones uniformes por cada exponencial requerida. Se debe tener consideracion que,

por la naturaleza de los calculo realizados, el error de cdlculo en la maquina nos puede generar observa-
ciones con valor muy alto.

Cédigo | G.exp.counifj-function(n,lambda=1) + Mj-numeric(n) + for(i in 1:n) + uj-runif(1,0,sqrt(lambda))
+ vj-runif(1,0,-(u/lambda)*(2*log(u)-log(lambda))) + M][i]j-v/u + -+ return(M) +

Argumentos

= n, numero de observaciones.

» lambda, valor real positivo del parametro A (por default 1).

B.2.8. Generador de Normales truncadas por Marsaglia.

Descripcion
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Normal.Trun utiliza el método de aceptacién-rechazo de Marsaglia para variables aleatorias Normales
truncadas en un semirayo en los positivos.

Cédigo  ;Normal. Trunj-function(n,a) + Mj-1:n + for(i in 1:n) + r=0 + while(r==0) + uj-runif(1)
+ vi-runif(1) + if( via*( a2 — 2 % log(u))\ — .5))+x < —(a® — 2 xlog(u))(.5) +r =1+ + +M[i] = = +
+return(M)+

Argumentos

= 1, ndmero de observaciones.

» ¢ un ndimero positivo tal que la variable Normal es truncada en el intervalo (a, c0).

B.2.9. Generador de observaciones Normales Mixtas.

Descripcion

G.MixNorm aplica el método de la Composicién para generar variables aleatorias normales mixtas, es-
cogiendo a través de la ponderacién una de las componentes para simularla.

Cédigo (G.MixNormj-function(n,P,Mu,Sig) + Mj-numeric(n) + mixj-length(P) + if(sum(P)!=1)stop(”La
ponderacion debe sumar uno”) + if(length(Mu)!=mix — length(Sig)!=mix) + stop(”Los parametros es-
tan incompletos”) + + for(i in 1:n) + Yj-rTInv(1,P)+1 + M]i]j-rnorm(1,Mu[Y],Sig[Y]) + + return(M)
_'_

Argumentos

= 1, ndmero de observaciones a simular.

P, vector que representa la ponderacién para cada i-ésima densidad.

Mu, vector que representa la media de la i-ésima densidad.

Sig, vector que representa la desviacion estandar de la i-ésima densidad.

B.3. Generacion de Vectores Aleatorios

B.3.1. Generador de observaciones Multinomiales.

Descripciéon

G.MNom aplica el método de Transformada Inversa similar a la utilizable para la distribuciéon binomial
para simular vectores de variables aleatorias Multinomiales.
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Cédigo ;G.MNomj-function(M,D,n=1) + if(sum(D)!=1)stop(.®" vector de densidades debe sumar 1”)
+ if(length(D);M)stop(.*! numero de objetos debe ser mayor + o igual que el numero de posiciones”) +
muestraj-matrix(0,n,length(D)) + for(i in 1:n) + for(j in 1:M) + Fj-0 + c¢j-1 + Uj-runif(1) + while(F;jU)
+ Fj-F+DJc| + if(FjU)cj-c+1 + + muestrali,c]j-muestrali,c]+1 + + + return(muestra) -+

Argumentos

» 1, nimero de observaciones (vectores) a simular (por default n=1).
= D, vector de densidades con la probabilidad de asignar un objeto en cada casilla.

= M, cantidad de objetos a colocar en las casillas bajo D.

B.3.2. Coépula de Cuadras-Auge.

Descripciéon

Cuadras.Auge utiliza el método de derivar directamente la cépula para obtener la distribuciéon condi-
cional a una variable, y el método de la Transformada Inversa para simular vectores provenientes de la
cépula Cuadras-Auge.

Cédigo Cuadras.Augej-function(n,a) + xj-1:(2*n) + M=matrix(x,nrow=2ncol=n) + + for(i in 1:n) +
+ vi-runif(1) 4 zj-runif(1) + if(zj(1-a)*v(1—a))+u < —z/(1 — a) * vi4-else+if(z < v{1 — a))+u < —v+elset+u < —2(
MI1,i) = u+ M[2,i] = v+ +return(M)+

Argumentos

» 1, nimero de observaciones (vectores) a simular.

= a, el par’ametro de dependencia de la cépula.

B.3.3. Tiempo de llegada (Laberinto).

Descripcion
Lab.TLlegada, para el problema del Laberinto del ejemplo A.2.1, realiza las trayectorias en las que

se regresa al estado de partida para realizar el promedio del tiempo de regreso.

Cédigo ;Lab.TLegadaj-function(n,l,Lab) + Tj-numeric(n) + for(i in 1:n) + visitaj-0 + pasosj-0 + ej-1
+ while(visita==0) + Simulamos un paso sobre la cadena partiendo de e + ej-rmarkovchain(1,Lab,e) +
pasosj-pasos+1 + if(e==l)visitaj-1;T[i]j-pasos + + + sum(T)/n +

Argumentos

= 1, nimero de trayectorias a simular.
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= ], estado inicial de las trayectorias, debe ser el nombre del estado.

= Lab, es el objeto markovchain de la cadena del Laberinto, que debe estar declarado antes.

B.3.4. Probabilidad de transicién (Laberinto).
Descripciéon

Lab.Pijk, para el problema del Laberinto del ejemplo A.2.1, realiza las trayectorias para encontrar los
casos en que se llega a j desde ¢ en k pasos.

Cédigo ;Lab.Pijkj-function(i,j,k,n,Lab) + exitosj-numeric(n) + for(lin 1:n) + pasosj-rmarkovchain(k,Lab,i)
+ if(pasos[k]==j)exitos[l]j-1 + + sum(exitos)/n +

Argumentos

i, nombre del estado inicial.

j, nombre del estado al que se busca llegar

k, nimero de transiciones.

n, nimero de trayectorias.

Lab, es el objeto markovchain de la cadena del Laberinto, que debe estar declarado antes.

B.3.5. Recurrencias antes de llegar (Laberinto).
Descripcién

Lab. jpori, para el problema del Laberinto del ejemplo A.2.1, realiza trayectorias en las que se llega
a j, buscando registrar las veces que primero se pasé por i, buscando encontrar el promedio de tales
recurrencias.

Cédigo (Lab.jporij-function(i,j,n,Lab) + reg; < —numeric(n)+ for(kinl : n)+e < —i + pasos < —0 + llegada; < —
return(sum(reg;)/n)+

Argumentos

i, nombre del estado inicial.

j, nombre del estado al que se busca llegar.

= 1, nimero de trayectorias.

Lab, es el objeto markovchain de la cadena del Laberinto, que debe estar declarado antes.
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B.3.6. Cadena del problema de la lluvia.
Descripcion

Par.markov, para el problema de la lluvia del ejemplo 4.1.3, genera el objeto markovchain para cualquier
numero de paraguas y probabilidad de lluvia.

Cédigo ;Par.markovj-function(r,p) + estadosj-0:r + Mj-matrix(0,r+1,r+1) + M[1,r+1]j-1 + for(i in
2:(r+1)) + MJi,r-i+3]j-p + M[i,r-i+2]j-1-p + + return(new(” markovchain” states=as.character(estados),
+ transitionMatrix=M)) +

Argumentos

= 1, nimero de paraguas.

= p, probabilidad de lluvia en la ma?ana y tarde.

B.3.7. Cadena de Ehrenfest.
Descripciéon

Ehr.markov, para la Cadena de Ehrenfest del ejemplo A.2.5, genera el objeto markovchain para cualquier
nuimero de bolas.

Cédigo  jEhr.markovij-function(N) + library(markovchain) + Pj-matrix(0,N+1,N+1) + P[1,2];-1 +
P[N+1,NJj-1 + for(iin 2:N) + P[i,i-1];-(i-1)/N + P[i,i+1]j-(N-i+1) /N 4+ + estadosj-0:N + cadj-new(” markovchain” trai
+ states=as.character(estados)) + return(cad) +

Argumentos

= N, niimero de bolas.

B.3.8. Trayectoria del Proceso Poisson.
Descripciéon

PPoisson.S, implementa el algoritmo 33 para simular un Proceso de Poisson a un tiempo t.

Cédigo ;PPoisson.Sj-function(lambda,T) + tj-0 + Pj-0 + while(tjT) + tj-t-log(runif(1))/lambda +
if(tjT)Pi-P+1 + + return(P) +
Argumentos

= lambda, es un real positivo conocido como la intensidad del Proceso Poisson.
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= T, una real positivo que determina el tiempo del Proceso Poisson.

B.3.9. Probabilidad para el Processo Poisson.

Descripcion

PPoisson.P, implementa el algoritmo 33 para simular trayectorias a un tiempo limite de manera que
la frecuencia de los casos congruentes a los pardametros estiman la probabilidad del evento.

Cédigo ;PPoisson.Pj-function(lambda,T,x,n) + exitosj-numeric(n) + for(i in 1:n) + tj-0 + Pj-0 + whi-
le(tjT) + tj-t-log(runif(1))/lambda + if(tjT)Pj-P+1 + + if(P==x)exitos][i]j-1 + + return(sum(exitos)/n)
+

Argumentos

= lambda, es un real positivo conocido como la intensidad del Proceso Poisson.
= T, es un real positivo que determina el tiempo del Proceso Poisson.

= X, es un entero no negativo representando el valor para el cual se busca la probabilidad de que la
variable tome.

= 1, es el nimero de trayectorias a simular en la estimacién.

B.3.10. Esperanza del Proceso Poisson.

Descripcion

PPoisson.E, implementa el algoritmo 33 para simular trayectorias a un tiempo limite de manera que
el promedio estime el valor esperado del Proceso Poisson a un tiempo t.

Cédigo ;PPoisson.Ej-function(lambda,T,n) + muestraj-numeric(n) + for(i in 1:n) + tj-0 + Pj-0 +
while(tjT) + tj-t-log(runif(1))/lambda + if(t;T)P{-P+1 4+ + muestra[i]j-P + + return(sum(muestra)/n)
_|_

Argumentos

= lambda, es un real positivo conocido como la intensidad del Proceso Poisson.
= T, es un real positivo que determina el tiempo del Proceso Poisson.

= 1, es el nimero de trayectorias a simular en la estimacién.
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B.3.11. Tiempo de Espera del Processo Poisson.

Descripcion

PPoisson.TE, implementa el algoritmo 33 para simular trayectorias a un tiempo limite rescatando sélo el
tiempo de espera para el llegar el valor x de manera que el promedio estime el valor esperado de S,.
Cédigo ;PPoisson.TEj-function(lambda,x,n) + esperasj-numeric(n) + for(i in 1:n) + tj-0 + Pj-0 +
while(Pjx) + tj-t-log(runif(1))/lambda + Pj-P+1 + + esperas]i]j-t + + return(sum(esperas)/n) +

Argumentos

= lambda, es un real positivo conocido como la intensidad del Proceso Poisson.
= x, es un natural que representa el valor del Proceso Poisson a alcanzar.

= 1, es el nimero de trayectorias a simular en la estimacién.

B.3.12. Processo Poisson no Homogéneo

Descripciéon
PPoissonNH.S, implementa el algoritmo 34 para simular un Proceso Poisson no Homogéneo con una

funcién de intensidad A(t) y A adecuadas, obteniendo los tiempos de salto.

Cédigo ;PPoissonNH.Sj-function(T,inten,Jambda) + Intenj-function(t)eval(inten) + tj-0 + Pj-0 + sj-
numeric() + while(tjT) + tj-t-log(runif(1))/lambda + Uj-runif(1) + if(UjInten(t)/lambda)Pj-P+1;sj-c(s,t)
+ + return(P) +

Argumentos

= T, un real positivo limite de tiempo para el proceso.

= inten, es un objeto expression que representa la funciéon de intensidad del Proceso Poisson no
Homogéneo, debe estar escrita para la variable ¢ y estar definida en RT U {0} — R* U {0}.

» lambda, es un real positivo que necesariamente sea mayor o igual que A(t) para t < T.

B.3.13. Processo Poisson Compuesto

Descripciéon

PPoiCE.S, implementa el algoritmo ?7 para simular un Proceso Poisson Compuesto con saltos con distri-
bucién exponencial.
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Cédigo  ;PPoiCE.Sj-function(lppc,lexp,T) + tj-0 + Pj-0 + while(tjT) + tj-t-log(runif(1))/lppc +
if(t;T)Pj-P-log(runif(1)/lexp) + + return(P) +

Argumentos

= T, un real positivo limite de tiempo para el proceso.
= Ippc, un real positivo representado la frecuencia de los saltos.

= lexp, es un real positivo pardmetro de los saltos con distribucién exponencial.

B.3.14. Processo de Saltos de Markov

Descripcion

PSM.S, implementa el algoritmo 38 para simular un Proceso de Saltos de Markov, obteniendo tiempos de
salto y estados, a partir de una matriz de intensidades y una frontera de tiempo.

Cédigo (PSM.Sj-function(T,Q,D) + if(sum(D)!=1)stop(.* vector de densidades debe sumar 1”) + Nj-

nrow(Q) + tj-0 + tiemposj-numeric(1) + Salj-numeric(1) 4+ Sal[1]j-rTInv(1,D)+1 + ij-Sal[1] + tiempos[1]j-

t + while(tjT) + tj-t+log(runif(1))/Q[i,i] + if(t;T) + tiemposj-c(tiempos,t) + Uj-runif(1) + Fi-0 + jj-0 +

while(FiU) + ji-j+1 + if(j!'=1)Fi-F-Q[i,j]/Q[i,i] + + ij-j + Salj-c(Sal,i) + + + return(list(Tiempos=tiempos,Estados=:
_|_

Argumentos

= T, un real positivo limite de tiempo para el proceso.

» (Q, una matriz con valores congruentes con la matriz de intensidades de un PSM (reales negativos en
la diagonal y la suma de las demds entradas del renglén igual al valor positivo del de la diagonal).

= D, vector de la distribucién inicial, las entradas deben sumar uno.

B.3.15. Estimacion de la funcion Gamma por Monte-Carlo

Descripciéon

EMC.GAMMA, implementa la estimacién del valor de la funcién Gamma como la media muestral, de la
funciéon adecuada, de variables exponenciales. También incluye la varianza y desviacién estandar del es-
timador

Cédigo (EMC.GAMMAj-function(n,alfa) + Uj-runif(n) + muestraj-(-log(U)) + sumalj-0 + suma2j-0 +
for(iin 1:n) + sumalj-sumal+muestrali](al fa—1)+suma2 < —suma2-+muestrali](al fa—1)x2)++Esp <
—sumal/n + Var < —((suma2/n) — Esp?)/n + de < —sqrt(Var) + return(c(Esp, Var, de))+
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= 1, tama?o de la muestra sobre la cual se hace la estimacion.

= alfa, el argumento de la funcion Gamma para estimar.

B.3.16. Estimacion por Maxima Verosimilitud en PSM

Descripcion
PSM.EMV, implementa la extraccion de las estadisticas suficientes de la trayectoria observada de un Proceso

de Saltos de Markov para obtener una estimaciéon del Generador Infinitesimal.

Cédigo ;PSM.EMVj-function(E,TR) + Jj-length(TR E'stados)+T Per < —numeric(E)+N < —matriz(0, E, E)+
Q < —matriz(0, E, E)+ for(iin2 : J)+T Per[T REstados[i-1]]j-TPer[TR Estados[i — 1]] + +T RTiempos|i]-
TRTiempos[i—1]+N[T REstados[i-1],TR E'stados[i]] < —N[T REstados[i-1],TREstados[i]]+1++ for(iinl :
E)+for(jinl : E)+if(i! = j)+Qli, j] < —Nli, j]/T Per[i]++ + Qli,i] < — — sum(Q[i,])+ + return(Q)+

Argumentos

= E, un entero representando a la cardinalidad del espacio de estados E.

= TR, un objeto list que represente observaciones de la trayectoria que requiere estar conformado
por tiempos de salto en un objeto llamado Tiempos y otro de transiciones llamado Estados (por
simplicidad las entradas deben ser numéricas, i.e. necesariamente los estados son 1,2,....E).

B.3.17. Inferencia directa sobre el Proceso de Ornstein-Uhlenbeck

Descripcion

Inf.0U.Dir, implementa la forma cerrada de los estimadores de un Proceso de Ornstein-Uhlenbeck en el
caso de incrementos de tiempo constantes.

Cédigo ;Inf.OU.Dirj-function(X,Del) + nj-length(X) + alfaj-log(sum(X[1:(n-1)]*X[2:n])/sum(X][1:(n-
1)]2))/Del + sigma < —2 x alfa * sum(X[2 : n] — X[1 : (n — 1)] * +exp(—Del * alfa))/((n — 1) x (1 —
exp(—2* Del x alfa))) + return(c(al fa, sigma))+

Argumentos

= X, un vector con la trayectoria observada.

s A, el incremento de tiempo constante de cada observacion.

B.3.18. Inferencia para Proceso de Ornstein-Uhlenbeck usando mle()

Descripcion
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Inf.0U.Mle, implementa una rutina que utilice el valor negativo de la log-verosimilitud de la mues-
tra para pardmetros dados, y llama a la funcién mle para hacer la maximizacion.

Cédigo ;Inf.OU.Mlej-function(X,Del) + OU.likj-function(a,s) + nj-length(X) + -sum(dcOU(x=X][2:n],Dt=Del,x0=X
1)],theta=c(0,a,s),Jlog=TRUE)) + + estj-mle(OU.lik,start=list(a=.1,s=.1),method="L-BFGS-B”, + lo-
wer=c(.00001,.00001,.00001),upper=c(10,10,10)) + return(as.numeric(coef(est))) +

Argumentos

= X, un vector con la trayectoria observada.

= A, el incremento de tiempo constante de cada observacion.

B.3.19. Inferencia para Proceso de Ornstein-Uhlenbeck usando mle bajo el método
de Euler

Descripciéon

Inf.0U.Euler, implementa una rutina que utilice el valor negativo de la log-verosimilitud de la muestra
para parametros dados suponiendo las diferencias como variables aleatorias gaussianas, y llama a la fun-
cién mle para hacer la maximizacién.

Cédigo  ;(Inf.OU.Eulerj-function(X,Del) + nj-length(X) + Euler.likj-function(alfa) + -sum((X[2:n]-
X[1:(n-1)])*(-alfa*X[1:(n-1)])-Del*.5* (alfa*X[1:(n-1)])?) + +est < —mle(Euler.lik, start = list(alfa =
1),method = "L — BFGS — B”,+lower = ¢(.00001,.00001,.00001), upper = ¢(10,10,10)) + AL <
—as.numeric(coef(est))+SIG < —sqrt(sum((X[2 : n]—X[1 : (n—1)])2/(Del*(n—1))))+return(c(AL, SIG))+

Argumentos
= X, un vector con la trayectoria observada.

= A, un vector con los tiempos transiciéon entre observaciones, que deben ser cortos para cumplir los
supuestos de normalidad.

224



Bibliografia

[1] Buffon, Georges Louis and Comte de, LeClerk (1744). L’Histoire naturelle, générale et particuliere
Buffon.

[2] Caballero, Rivero, Uribe y Velarde. Cadenas de Markov. Un enfoque elemental. Number 29 in Textos,
Nivel Medio. SMM, 2004. )

[3] Conover, W. J. Practical Nonparametric Statistics. Wiley and Sons, second edition, 1980.
[4] Durrent, R. (1999) Essential of Stochastic Processes. Springer.

[5] Eckhardt, R.(1987). Stan Ulam, John von Neumann, andthe Monte Carlo method. Los Alamos
Sci.15Special Issue pp. 131-137.

[6] Halton, J. (1970) A retrospective and prospective survey of Monte Carlo method. STAM Rev. 12, page
1-63.

[7] Harvey, C. R. . Time-varying conditional covariances in tests of asset pricing models. Journal of
Financial Economics, 24, page 289-317., 1989.

[8] Fishman, G. (2006).A First Course in Monte Carlo. Belmont, CA : Thomson Brooks.

[9] Gilks, W.R., Richardson, S. y Spiegelhalter, D.J. (1996). Markov Chain Monte Carlo in Practice.
Chapman and Hall.

[10] Iacus, Stefano M. Simulation and Inference for Stochastic Differential Equations. Springer, 2008.

[11] Karlin, Samuel y Taylor (1975). A First Course in Stochastics Processes. Academia Press, New
York-London, second edition.

[12] Kinderman, A.J., Monahan, J.F. (1977). Computer generation of random variables using the ratio
of uniform deviates. ACM Trans. Math. Software 3, pp. 257-260.

[13] Laguna, M. and Marklund, J. (2005). Business process modeling, simulation and design. USA: Pren-
tice Hall.

[14] L’Ecuyer, Pierre Efficient and Portable Combined Number Generators. Research Contributions, Mon-
treal, Canada, 2010. http://www.iro.umontreal.ca/ lecuyer/myftp/papers/cacm88.pdf.

[15] ee SCK y Lin XS (2010). Modeling and Evaluating Insurance Losses Via Mixtures of Erlang Distri-
butions.N Am Actuar J 14(1). pp. 107-130

[16] Lehmer. D.H. (1951). Mathematical methods in large-scale computing units. Annu. Comput. Lab.
Harvard Univ. 26. pp. 141-146.

225



[17] Lewis, P.A., Goodman, A.S., and Miller, J.M. (1969). A pseudo-random number generator for the
Syslem/360. IBM Syst. J 8, 2. pp. 136-146.

[18] Marsaglia, George, (1964). Generating a variable from the tail of the normal distribution, Techno-
metrics , 6, pp. 101-102.

[19] Marshall, A.W. and Olkin, I. (1988) Families of Multivariate Distributions. Journal of the American
Statistical Association, 83, pp. 834-841.

[20] Park S. K. and Miller K. W. (1988). Random Number Gener-ators: Good Ones Are Hard to Find,
Communicationsof the ACM.

[21] Ripley, B. D. (1987) Stochastic Simulation. Wiley.
[22] Ross, S. M. y Palmas Velasco, O. A. (1999). Simulation. México: Prentice- Hall.
[23] Ross, S.M. (1996) Stochastic Processes. John Wiley.

[24] Rubinstein y Kroese Simulation and the Monte Carlo Method. Wiley Series in Probability and
Statistics, second edition, 2007.

[25] Shannon, R.E. (1975). Systems Simulation. The Art and Science, Prentice-Hall.
[26] Shubik, M. (1960). Simulation of the Industry and the Pirm. Amer Eco Review, L, 5. p. 909.

[27] West Churchman C (1963). On analysis of the concept of Simulation . Symposium on Simulation
Models, de Hoggatt y Balderston, Cincinnati.

[28] Stephens, M. A. (1974). EDF Statistics for Goodness of Fit and Some Comparisons, Journal of the
American Statistical Association, 69, pp. 730-737.

[29] Wichmann. B.A., and Hill. I.D. (1982). An efficient and portable pseudo- random number generator.
Appl. Stat. 31. pp. 188-190.

226



	Introducción a la Simulación Estocástica
	Introducción
	Modelación matemática 
	Definición de simulación estocástica
	Metodología para simular 
	Ventajas y limitaciones de la simulación 
	Ejemplos

	Simulación de números aleatorios
	Introducción 
	Números pseudoaleatorios
	Generadores lineales congruenciales
	Otros métodos

	Pruebas Estadísticas
	Aleatoriedad
	Bondad de ajuste.

	Simulación de otra distribución a partir de la distribución uniforme
	Ejercicios

	Simulación de Variables Aleatorias
	Método de la transformada Inversa
	Variables Aleatorias Continuas.
	Variables Aleatorias Discretas.
	Variables discretas con probabilidades iterativas
	Distribuciones discretas con esperanza grande.

	Método de aceptación y rechazo.
	Cociente de Uniformes
	Simulación de algunas distribuciones continuas
	Distribución Normal
	Distribución Normal truncada
	Distribución Gamma
	Distribución Beta

	Otros métodos
	Ensayos de Bernoulli
	Relación entre distribuciones

	Método de la composición
	Generación de vectores aleatorios
	Cópulas
	Introducción
	Simulación de cópulas
	Cópulas arquimedianas
	La paquetería copula

	Ejercicios

	Simulación de Procesos Estocásticos
	Simulación de cadenas de Markov a tiempo discreto
	Simulación de un proceso de Poisson 
	Simulación de un proceso de Poisson homogéneo
	Simulación de Proceso de Poisson no homogéneo
	Simulación de Proceso de Poisson compuesto
	Simulación de Proceso de Poisson Espacial

	Simulación del Proceso de Saltos de Markov.
	Simulación de procesos con valores continuos
	Simulación del Movimiento Browniano y sus transformaciones
	Construcción de Lévy del Movimiento Browniano
	Simulación de Ecuaciones Diferenciales Estocásticas
	Método de Euler
	Método de Milstein 
	La paquetería sde

	Ejercicios

	Puentes Estocásticos
	Método de la Bisección (Procesos de Salto Markovianos).
	Puentes Gaussianos
	Puente Browniano
	Puente Browniano como ecuación diferencial estocástica
	Puentes Gaussianos
	Proceso Ornstein-Uhlenbeck
	Proceso Cox-Ingersoll-Ross


	Método Monte Carlo y reducción de varianza.
	Método Monte Carlo
	Reducción de la varianza
	Muestreo por importancia.
	Monte Carlo condicional 
	Variables de control
	Variables antitéticas

	Ejercicios

	Monte Carlo vía Cadenas de Markov
	Teorema Ergódico de Cadenas de Markov.
	Metropolis-Hastings
	Muestreo de Gibbs
	Aplicación en estadística bayesiana
	El muestreo de Gibbs dentro del contexto de la Física

	Muestreo de Slice
	Implementación y calibración

	Ejercicios

	Optimización 
	Algoritmos de optimización
	Esquema frío
	Algoritmos evolutivos
	Enfriamiento Estocástico

	Algoritmo EM (Optimización en Estadística)
	Convergencia del algoritmo
	Error estándar
	Formulación del algoritmo EMMC
	Algoritmo EM estocástico (EME)

	Ejercicios

	Otros modelos
	Muestreo de bootstrap
	Bootstrapping en modelos


	Procesos Estocásticos
	Introducción
	Clasificación general.
	Algunos características posibles de procesos estocásticos.
	Características principales de los procesos estocásticos
	Ejemplos

	Cadenas de Markov a tiempo discreto
	Conceptos básicos
	Ejemplos
	Resultados Importantes
	Clases de comunicación
	Propiedad Fuerte de Markov
	Tiempos de llegada y tiempos de absorción
	Clasificación de estados
	Distribuciones invariantes
	Cadenas regulares, absorbentes y convergentes.

	Proceso de Poisson
	Definiciones
	Propiedades principales
	El proceso Poisson compuesto
	Proceso de Poisson no homogéneo
	Proceso de Poisson espacial

	Procesos de Saltos de Markov
	Generador Infinitesimal

	Procesos con valores continuos
	El Movimiento Browniano y sus transformaciones

	Ecuaciones diferenciales estocásticas
	Esquema de Milstein

	FUNCIONES
	Generadores Lineales Congruenciales
	Generador Lineal Congruencial
	Generador Congruencial Semilla-Controlado Simple
	Pruebas estadísticas

	Generadores de variables aleatorias
	Generador de variables aleatorias discretas (Transformada Inversa).
	Generador de observaciones exponeciales por inversión.
	Generador de observaciones Poisson por Inversa Generalizada.
	Generador de observaciones Poisson Modificado.
	Generador de observaciones por Aceptación-Rechazo Continuo.
	Generador de observaciones por Aceptación-Rechazo Discreto.
	Generador de observaciones Exponenciales por Cociente de Uniformes.
	Generador de Normales truncadas por Marsaglia.
	Generador de observaciones Normales Mixtas.

	Generación de Vectores Aleatorios
	Generador de observaciones Multinomiales.
	Cópula de Cuadras-Auge.
	Tiempo de llegada (Laberinto).
	Probabilidad de transición (Laberinto).
	Recurrencias antes de llegar (Laberinto).
	Cadena del problema de la lluvia.
	Cadena de Ehrenfest.
	Trayectoria del Proceso Poisson.
	Probabilidad para el Processo Poisson.
	Esperanza del Proceso Poisson.
	Tiempo de Espera del Processo Poisson.
	Processo Poisson no Homogéneo
	Processo Poisson Compuesto
	Processo de Saltos de Markov
	Estimación de la función Gamma por Monte-Carlo
	Estimación por Máxima Verosimilitud en PSM
	Inferencia directa sobre el Proceso de Ornstein-Uhlenbeck
	Inferencia para Proceso de Ornstein-Uhlenbeck usando mle()
	Inferencia para Proceso de Ornstein-Uhlenbeck usando mle bajo el método de Euler



