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Lecture : Teoremas Limite de Variables Aleatorias
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1. INTRODUCCION

Consideremos que en el espacio de probabilidad (Q,.7,P) estardn definidas todas las
variables aleatorias consideradas en este documento.

Definicion 1.1. Una coleccion finita de v.a.i.i.d. Xi,...,X, es llamada muestra aleatoria
(m.a.) (n es tamario de la muestra).

Nota 1.1. Para cada @ € Q tenemos que X;(®) :=x; € R coni=1,...,n. Notacion: X
denota a la v.a. y x a la evalucion de un punto muestral @ en X.

Ejemplo 1.1. Supongamos que se lanzan de forma independiente tres dados identificables.
Sea X; = el resultado obtenido en el i-ésimo dado.

Tenemos que la coleccion finita de v.a.i.i.d. X1,X»,X3 es un m.a. de tamario 3 con dis-
tribucion Uniforme en {1,...,6}. Si se realiza el experimeto aleatorio y obtenemos @, = 4,
w =1y @) =2 entonces tenemos que X1 (01) =x1 =4, Xo(n) =x2 =1y Xz(m3) =x3 =
2.

Suponemos que en el espacio de probabilidad (Q,.#,P) estin definidas todas las vari-
ables aleatorias consideradas en este documento.

Dada una sucesién de variables aleatorias {X,},>1, en muchos escenarios, nos gustaria
ver si ésta converge a otra varibale aleatoria X, es decir, estamos interesados en saber si
conforme n crece se acerca en algin sentido a X.

Suponga que estamos interesados en conocer informacién (su valor, distribucion, etc) de
una variable aleatoria X pero no podemos observarla directamente. Sin embargo, es posi-
ble realizar algunos experimentos y mediciones para obtener una primera estimacion X; de
X. Después, basados en la primera estimacion, se realizan mas experimentos y mediciones
para actualizar y mejorar la estimacion, denotemos por X3 a la segunda estimacion de X. Si
continuamos con este proceso para actualizar la estimacién obtenemos {X, },>; y a medida
n aumenta la estimacion de X es mejor, es decir, no vamos acercando a X o la sucesién
converge a X.

En este documento se presentan los conceptos tedricos para estudiar la convergencia de
una sucesion de variables aleatorias. Se definen diferentes tipos de convergencia las cuales
interpretaremos como diferentes formas en que {X,},> se acerca (converge) X. Ademas,

presentaremos las relaciones entre los diferentes tipos de convergencia e ilustrareos con
1
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ejemplos. Ademds discutiremos 2 teoremas de limites, Los teoremas de limite se encuen-
tran entre los resultados mas fundamentales en la teoria de probabilidad, la ley de los
grandes numeros y el teorema del limite central.

2. TipOS DE CONVERGENCIA EN VARIABLES ALEATORIAS
2.1. Convergencia casi segura.

Definicion 2.1. La sucesion de variables aleatorias {X, },>1 converge casi segura (c.s.) o
casi dondequiera a la variable aleatoria X si

P{w e Qui_r&Xn(a)) =X(o)}=1.

Denotamos este tipo de convergencia por X, 5 X

Ejemplo 2.1. Consideremos el espacio de probabilidad ([0,1],2]0,1],P,), donde P, es
la medida uniforme, es decir, P,[(a,b)] = b — a para cualesquiera reales 0 < a < b < 1.
Definimos una sucesion de variables aleatorias {X, },>1 por

B 1 si ¢ [O,l/l’l]
Xn(w)_{o si we (1/n,1].

En la Figura 1 se muestra la evolucion de las variables aleatorias del Ejemplo ?? para
n=1,...,6.

FIGURE 1. Griéfica de las variables aleatorias X,, n =1,2,...,6 del Ejemplo
2.1 para.

Desde que IP,[[0,1/n]] = 1/n, tenemos que cada v.a. X, ~ Bernoulli(1/n) entonces es
natural afirmar que

C.S.
X, — 0.
La justificacion de la afirmacion anterior es

P,[{0 € Q| lim X, (0) = 0} = B, [(0,1]] = 1.
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P,[{0 € Q| lim X, (0) # 0}] = P,[0] = 0.

Nota 2.1. Dado que
lim X,(0) # 0,

n—oo

X, no converge puntualmente a 0.

Ejemplo 2.2. Consideremos el experimento aleatorio de lanzar una moneda justa. El
espacio muestral es Q = {a,s}. Definimos una secuencia de variables aleatorias {X, }n>1
en este espacio muestral de la siguiente manera

Y si. w=a
X, (@) = 1
(@) {(—1)" si w=s.
¢/ La sucesion del Ejemplo 2.2 converge c.s. a 1?

Ejercicio 2.1. Consideremos el espacio de probabilidad (|0,1],%|0,1],P,). Definimos
una sucesion de variables aleatorias {X,},>1 por

_J1 si @e[0,(n+1)/2n)
X”(m)_{o si. we[(n+1)/2n,1].

(1) Entontrar la v.a. X tal que X, X,
2) X, —X?

2.2. Convergencia en Probabilidad. Una forma de interpretar la covergencia de una
sucesion {X, },>1 a X es si la distancia entre X, y X es cada vez mas pequeia a medida que
n crece. Si definimos la distancia entre las variables aleatorias X, y X como

P[|X, — X| > €]
entonces tenemos el concepto de convergencia en probabilidad.

Definicion 2.2. La sucesion de variables aleatorias {X, }n,>1 converge en probabilidad a
la variable aleatoria X si

lgn P{w e Q||X,(0) —X(w)| > €}] =0 para todo € > 0.
n—roo

Denotamos este tipo de convergencia por X, 2 x.

Ejemplo 2.3. Sea X, ~ Exp(n), entonces X, 2, 0 desde que

lim P[|X, —0| > €] = limP[X, > €]
n—oo Nn—yoco
= lime™"
n—soo

= 0, para todo € > 0.
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En la Figura 2 se ilustra la convergencia en probabilidad para el Ejemplo 2.3.

Convergencia en Probabilidad

Probabilidad

FIGURE 2. Griéficade P[X, > €] paran=1,...,500y & = 0.1=negro,&, =
0.05=rojo y &5 = 0.01=verde.

Ejercicio 2.2. Sea {X,},>1 una sucesion de v.a.i.i.d. tales que X,, ~ N(0,1). Si definimos

a " x
S, 1= ==L
n n Y
Use la desigualdad de Chebyshev para probar que
S, 5 o0.

2.3. Convergencia en Distribucion. En esta seccion definiremos el tipo de convergencia
mds débil.
Definicion 2.3. La sucesion de variables aleatorias {X, },>1 converge en distribucion a la

variable aleatoria X si
lim FX,, (x) = FX (x),

n—oo

. . . d
para toda x donde Fx es continua. Denotamos este tipo de convergencia por X,, — X.

Ejemplo 2.4. Sea X, ~ N(0,62/n), entonces X, 40 desde que

1 X 2 2
Fx,(x) = —/ e 20 gy,
) V2162 /n J—
Entonces
0 six<O0
,}I_I&Fxﬂ(x): 1/2 si x=0
1 six>0.

Por otro lado X = 0 tiene funcion de distribucion

0 six<O
F —
() {1 si x> 0.
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por lo que lim,,_, Fx, (x) = Fx(x) para todo punto donde Fx es continua.

En la Figura 3 se ilustra la convergencia en distribucion para el Ejemplo 2.4.

Convergencia en Distribucién

Densidad

-1.0 -05 0.0 05 1.0

FIGURE 3. Grafica de funcion de densidad del Ejemplo 2.4 para n =
1,...,500y o = 1.

Ejercicio 2.3. Sea {X, },>1 una sucesion de variables aleatorias tales que

1-(1-H)™ s x>0
0 si x<0.

Probar que X, 4 X donde X ~ Exp(1).

3. RELACION ENTRE LOS TIPOS DE CONVERGENCIA

3.1. Convergencia casi segura y convergencia en probabilidad.
Proposicion 3.1. Convergencia casi segura implica convergencia en probabilidad.

Proof. Sea {X, },>1 una sucesion de variables aleatorias tal que X, 2 X y £ > 0. Consid-
eramos la sucesion de eventos decrecientes {A,},>; donde para cada n € N el evento estd
definido por

Ap i =U {| Xk —X| > €},
ademas definimos los eventos
B, :={|X, — X| > €},

entonces, desde que B, C A, tenemos que P[B,| < P[A,]. Entonces
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lim P[|X, —X|>¢€] = limP[B,]

n—oo n—oo

lim P[A,]

n—oo
P 1i_r>n An) por continuidad de la medida de probabilidad
Pl 14n]
P[|X, — X | > €,para toda n € N]
= P[lim X, # X|
n—soo

IN

=0 por convergencia c.S.

Nota 3.1. En general el reciproco de la Proposicion 3.1 no es cierto.
Ejercicio 3.1. Considere la sucesion de variables aleatorias definidas por

X — 1 con probabilidad 1/n
" 10  con probabilidad 1—1/n.

Probar que X, 20 pero no coverge c.s.
3.2. Convergencia en probabilidad y convergencia en distribucion.

Proposicion 3.2. Convergencia en probabilidad implica convergencia en distribucion.

Proof. Sea {X,},>1 una sucesion de variables aleatorias tal que X, 2y X, Fy la funcién
de distribucién de X, x un punto de continuidad de Fx y € > 0. Si definimos los eventos
A, = {|X, — X| > €}, tenemos que

|
<

Fy, (x)

|
s

JAn] +P[X, < x,AY)

Xn < x,Ap] +PlA]

X, < x,|X, — X| < €] +P[A,]

W <x,—€ <X, — X <& +P[A,]

X, <x,X, <e+X,X<X,+e|+P[A,]
PX <x+¢€]+P[A,]

A1 IA
iR
<
A A A IA
= = =

ey

Entonces tomando limsup en la expresion (1) tenemos que

limsup Fx, (x) < limsup(P[X <x+¢€|+P[A,])

n—oo n—oo
Fx(x+¢€) por convergencia en probabilidad
(2) = Fx(x) por continuidad en x
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TABLE 1. Realcion entre tipos de convergencia

Convergencia | C.S. | Probabilidad | Distribucién
C.S. < —— —>
Probabilidad | =~ == -
Distribucion | =~ = =
Por otro lado
Fx(x) = Fx(x—e¢) por continuidad en x

PX <x—¢,A,]+P[X <x—¢,A4;]
PX, < x]+P[A,]
= Fx,(x) +PlA]
Tomando liminf en la expresion (3) tenemos
Fx(x) < lirg iorolf (Fx,(x) +P[An))
3) = lilgr_1>i°1;1fFXn (x)

De (2) y (3) se sigue que

IN

por convergencia en probabilidad

lim Fx, (x) = Fx(x),

n—oo
para x un punto de continuidad de X.

Nota 3.2. En general el reciproco de la Proposicion 3.2 no es cierto.
Ejemplo 3.1. Sea X ~ N(0,1) y una sucesion de variables aleatorias definidas por

X, () = {X sz: n

—-X si n

es par

es impar.

Desde que la funcion de densidad de X es par tenemos que X, ~ N(0, 1) paratodan € N
entonces X, 4, X. Por otro lado, dada € > 0 y n impar tenemo que
1
lim P[|X,, — X| > €] = lim P[2|X| > €] > = >0,
n—soo n—soo 2
por lo que X, no converge en probalidad a X.

3.3. Tabla de relaciones de tipo de convergencia. En la Tabla 1 se muestra la relacién
entre los distintos tipos de convergencia.

4. TEOREMAS LiIMITE

En esta seccion abordaremos la ley de los grandes nimeros (LGN) y el teorema del
limite central (TLC) que son dos de los resultados tedricos de mayor impacto en las dreas
de probabilidad y estadistica.
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4.1. Leyes de los Grandes Numeros.

Definicion 4.1. Sea X, ..., X, una muestra aleatoria. Definimos a la media muestral como
la varible aleatoria
e
S, 1= ==
n
Nota 4.1. Sea X1, ..., X, una muestra aleatoria tal que E[X|] = 1 < ooy Var[X;] = 62 < oo,
Si
Sn - ‘LL
Zyi=——F—
n G/\/ﬁ7
entonces
(1) E[Sa] =
(2) VarlS,] = 67,
3) E[z,) = 0
4) Var|z,] =

Existe dos versiones de LGN, la interpretacion de ambas es que si se realiza un experi-
mento aleatorio una cantidad suficientemente grande de veces y se promedia el restultado,
éste convege a la media de la variable aleatoria que modela el experimento. La diferen-
cia entre las versiones de la LGN es el tipo de convergencia que es consecuencia de las
distintas hip6tesis en cada una de las leyes.

Teorema 4.1. Ley Débil de los Grandes Niimeros (LDGN)

Sean Xy, ..., X, variables aleatorias independientes con E[X;] = . < ooy Var[X;] = 6% < oo
paratodai=1,...,n, entonces
Sn 2, u.

Proof. Sea € > 0 tenemos que

Var|S
lim P[|S, —u| <e] < lim ar[2 d por desigualdad de Chebyshev
n—oo n—oo E
Var|X
< 1 ar[zl] por Nota 4.1
n—e  nE
.o’
< lim )
n—o ne
= 0.
U
Ejemplo 4.1. Consideremos una coleccion Xi,...,X, de variables aleatorias independi-
entes tales que X; ~ N(1/2,1/4) si i es pary X; ~ Bernoulli(1/2) si i es impar. Tenemos
que B[X;] = 1/2 y Var[X;] = 1/4 para todo i =1, ... n. Entonces por la LDGN S, 2> 1/2.

En la Figura 4 se puede ver la convergencia de S, del Ejemplo 4.1a la variable aleatoria
X=1/2.
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LDGN distribucién Bernoulli y Normal

media muestral

o 200 400 600 800 1000

FIGURE 4. Grafica de S, del Ejemplo 4.1 paran =1,2,...,1000.
Teorema 4.2. Ley Fuerte de los Grandes Numeros (LFGN)
Sean X1, ..., X, va.iid. con E[X|]| = U < oo, entonces
Sy <5 .

Ejemplo 4.2. Consideremos una lam.a. Xy, ..., X, tales que X; ~ U (0, 1), entonces E[X;] =
1/2 para todoi=1,...,n. Porla LFGN S, <% 1/2.

En la Figura 5 se puede ver la convergencia de §,, del Ejemplo 4.2 a la variable aleatoria
X=1/2.

LFGN distribucién uniforme

0.60 0.65 0.70
I I I
o

media muestral
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FIGURE 5. Grifica de las variables aleatorias S, Ejemplo 4.2 paran =1,2,...,10,100.

4.2. Teorema del Limite Central. El TLC establece que, bajo ciertas condiciones, la
suma de una cantidad suficientemente grande de variables aleatorias converge en dis-
tribuci6 a una variable aleatoria Normal.
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Teorema 4.3. Teorema de Limite Central
Sean X1,...,X, una m.a. con E[X{] = u < o0 y Var[X;] = 62 < . entonces

Z, % N(0,1).

Ejemplo 4.3. Consideremos una lam.a. Xy, ..., X, tales que X; ~ U (0, 1), entonces E[X;] =
1/2yVar(X;) =1/12 para todo i = 1,...,n. Por el TLC Z, i>N(0, 1).

En la Figura 6 se puede ver la convergencia de Z, del Ejemplo 4.3 a una Normla Es-
tandar.

000 005 010 015 020 025 03
000 005 010 015 020 0% 030

FIGURE 6. Gréfica de las densidades de Z, Ejemplo 4.3 para n = 2,5, 10,20, 50, 100.

El TLC es un resultado muy importante por la cantidad de aplicaciones reales que tiene
debido a que en muchos escenarios la variable aleatoria de interés se puede ver como la
suma de un gran nimero de variables aleatorias independientes. Algunas de las dreas donde
se aplica el TLC son:

(1) En laboratorios de prueba, los errores de medicion de laboratorio generalmente se
modelan mediante variables aleatorias normales.

(2) Entelecomunicaciones y el procesamiento de sefiales, modelar el "ruido” por medio
de un ruido Gaussinao es lo mas usual.

(3) En finanzas, los cambios porcentuales en los precios de algunos activos a veces se
modelan mediante variables aleatorias normales.

(4) En Inferencia Estadistica para sustentar las propieadades y eficiencia de los esti-
madores.
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Algorithm 1 Teorema del Limite Central

1: Escribir a la variable aleatoria de interés Z como la suma de v.a.i.i.d.
n
zZ=Y X,
i=1

donde E[X;] = u y Var[X;] = o?
2: Encontrar la E[Z] = nu y Var|Z] = no?.
3: Concluir que

—np _Z—ny _zp—ni
Plz1 <zZ< = P < <
o1 <2< 2] { oyn — oyn ~ c\/ﬁ}

o2 _p (BT
Donde ®(x) = Fy (x) ParaXNN(OE).G\/ﬁ ) ( o\n )

Ejercicio 4.1. Suponga que el tiempo de atencion de un cajero de banco para cada cliente
i =1,...,n es una variable aleatoria X; tal que E[X;| =3 y Var[X;] = 1. Si suponemos que
los tiempos de servicio son independientes 'y Z es el tiempo tola de atencion a 100 clientes,
encontrar P[290 < Z < 310].



