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Capitulo 1

Introducciéon a la Teoria del
Riesgo

En este capitulo se presenta una introduccion al concepto de riesgo en segu-
TOS.

1.1. Conceptos Basicos

Definicion 1.1 El riesgo es la posibilidad de que ocurra un cierto evento y los
efectos que tiene dicha ocurrencia.

Estamos interesados en identificar riesgos para tomar una decision: aceptarlos
o no. Por la naturaleza humana de ser adverso a los riesgos, se busca la manera
de transferir dicho riesgo y es entonces donde tiene lugar el concepto de seguro.

Definicion 1.2 Un seguro es un contrato donde la aseguradora se compromete
a cubrir ciertos gastos contingentes a cambio de cobrar una prima al asegurado.

En este texto nos enfocaremos a estudiar los riesgo desde el punto de vista de
las companias aseguradoras.

Para el calculo adecuado de sus riesgos, una compania aseguradora necesita
tener un portafolio grande de clientes similares y asi poder medir con certeza el
riesgo involucrado y el fundamento matematico de esto es la Ley de los Grandes
Numeros. Ademas, existen requisitos minimos para la reserva de la compania
(ley) que garantizan su solvencia.

1.2. Razones para asegurar

Generalmente, una compania aseguradora cobra, por concepto de prima, una
cantidad por arriba del riesgo esperado para gastos administrativos,ganancias y
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reserva, aun asi el asegurado desea el seguro y el fundamento son las funciones
de utilidad, pues los asegurados potenciales son adversos a riesgos grandes.

Definicién 1.3 Una funcion de wutilidad es una funcién u : [a,b] — R, cre-
ciente y concava

Ell objetivo de usar funciones de utilidad es medir la percepcion de la riqueza
en términos de la escala lineal monetaria y éstas explican como es posible que
ambas partes en un contrato de seguro salgan beneficiadas.

Sea X un riesgo con funcion de distribuciéon F', densidad f y pérdida esperada
E[X]. Si la persona expuesta al riesgo tiene un capital C' entonces la utilidad
esperada es

Eu(C-X)] = /OOO u(C —z) f(x)dx.

Si una cia aseguradora acepta el riesgo por una prima p, el asegurado debe
aceptar si (adverso al riesgo)

u(C ~p) > Elu(C - X))

entonces E[X] = p es aceptable.

1.2.1. Modelo de Cramér-Lundberg

El ejemplo bésico en el estudio del flujo del capital de una compania asegu-
radora es el modelo clasico de Cramér-Lundberg. Este modelo tiene sus origenes
en la tesis doctoral de Filip Lundberg defendida en el ano de 1903. En este tra-
bajo Lundberg analiza el reaseguro de riesgos colectivos y presenta el proceso
de Poisson compuesto. En 1930 Harald Cramér retoma las ideas originales de
Lundberg y las pone en el contexto de los procesos estocasticos. El modelo ha
sido estudiado en extenso y se han propuesto varias formas de generalizarlo.

El modelo clésico de Cramér-Lundberg es el proceso a tiempo continuo {C; : t > 0}

dado por
N(t)

Ct:u—i—ct—ZYj

j=1

donde:
= u es el capital inicial de la compania aseguradora
= ct es la entrada por primas hasta el tiempo ¢ con ¢ una constante positiva
= Y; es el moneto de la j—ésima reclamacion, y

= NN; es un proceso de Poisson de pardametro A
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La variable C} representa el balance mas sencillo de ingresos menos egresos de
una compania aseguradora. Al proceso C; se le llama proceso de riesgo. Las
siguientes son algunas observaciones importantes.

= La variable aleatoria C; se puede interpretar como el capital de la compa-
nia aseguradora al tiempo t y por razones naturales y legales es importante
que C} permanezca por arriba de cierto nivel minimo

= Cuando C; < 0 se dice que hay ruina. La ruina casi nunca sucede en la
practica, es solamente un término técnico que produce alguna toma de
decision

= Por ejemplo, si el capital de una compania aseguradora asignado a una
cartera decrece en forma significativa, ésta automaticamente puede tomar
ciertas medidas para subsanar esta situaciéon y no se trata de un evento
insalvable.

1.3. Concepto de Teoria del Riesgo

Definicion 1.4 La Teoria del Riesgo es la parte probabilistica de sequros que se
ocupa de los modelos estocdsticos en el flujo de pagos en un contrato de sequros.

En el desarrollo de este trabajo nos enfocaremos en describir modelos bésicos
para los procesos de riesgo y obtener leyes (asintoticas) para las fluctuaciones
en la cantidad de pérdida, su dependencia con variables como el capital, prima,
tamano del portafolio y la distribuciéon de las variables.

En un contrato de seguros y en la posicién de asegurador existen, al menos,
dos tipos de riesgo; el riesgo del seguro y la incertidumbre sobre el cobro de
la prima. En este trabajo nos concentraremos en el estudio del primer riesgo
asumiendo certeza en el cobro de la prima.
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Capitulo 2

Modelos de Riesgo

En este capitulo se presentan los principales métodos para modelar el riesgo
en seguros (individuales y colectivos). Estudiar el riesgo cuando se presenta
reaseguro, encontrar la distribucion del riesgo bajo distintos escenarios, aprender
a aproximar el riesgo y presentar las bases para el cilculo de las primas en un
escenario riesgoso de seguros. Trabajar bases de datos que permitan analizar,
modelar y simular los conceptos presentados.

2.1. Introducciéon

Consideremos un contrato colectivo de seguros en [0,7], N el ntmero de
reclamaciones y Y7, ..., Yy los montos de las reclamaciones. Entonces

es el monto acumulado de reclamacién. Suponemos que los montos de reclama-
ciones no se ven afectados por el nimero de reclamaciones, el monto de cada
reclamacién es independiente del monto de resto de las reclamaciones y que
todas las reclamaciones son indistinguibles. En notaciéon matematica tenemos:

= Ny (Yy,...,Yy) son independientes.
= Y7,... son independientes.

= Y7,... tienen la misma distribucion G.

Sea My (t) = E[e"™i] y u, = E[Y"], entonces
P[S <] = E[P[S < z[N]] =) PIN =n]G*"(x).

9
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Tenemos una expresion explicita de la funcion de distribucion del riesgo, pero en
funcion de la n-ésima convolucion de la funcién de distribucién del monto de re-
clamaciones y como en general trabajar con estas convoluciones no resulta tarea
facil, debemos buscar caminos alternos para caracterizar la distribucién del ries-
go.La siguiente proposiciéon presenta algunas caracteristicas de la distribucion
del riesgo.
Proposicion 2.1 Sea S el monto de reclamacion acumulada, tenemos que:

1. EIS) = E[N)

2. B[S?] = E[N?|uf + E[N](k2 — p3)

3. Var[S] = Var[N|u? + E[N]Var[Y1]

4. Ms(t) = My (log(My(1)))
Demostracion:

N N
L. E[S] = E[E[}_;Z, YilN]]| = E[[}.;2; m] = E[Npm] = E[N]m
2.
N

E[$?] = E[E[(Z Y)?|N]]

= E[E)) Y YiY;|N]]

B[Ny + N(N — 1))
E[N?|uf + E[N)(u2 — p3)

3. Se sigue inmediatamente de las anteriores haciendo

Var[S] = E[S?] — E*[S]

N]

N N
Ms(t) = B[220 = B[[Te™] = BIE[[] ™
i=1 i=1

E[H My ()] = E[(My(t))™] = My (log(My (1))

El coeficiente de asimetria F[(S — E[S])?]/(Var(S)?/? puede ser calculado uti-
lizando a Mg(t).

Ahora desarrollaremos modelos bajo diferentes distribuciones para la variable
aleatoria que modela el nimero de reclamaciones.
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2.2. Modelo Binomial Compuesto

Para desarrollar este modelo consideremos las siguientes suposiciones:

= El riesgo consiste de varios riesgos (n € N) independientes e identicamente
distribuidos.

= Hay a lo mas una reclamacién en cada riesgo en el tiempo de cobertura.

= El intervalo de tiempo de cobertura puede ser subdividido en intervalos
mas pequenos que sean independientes e intercambiables.

= La probabilidad de que se presente la reclamaciéon en cada riesgo es p €
(0,1).

Entonces podemos suponer que:
N ~ Bin(n,p)
Proposicion 2.2 Caracteristicas del modelo binomial compuesto:
1. E[S] = npm
2. Var[S] = np(p2 — pu?)
3. Ms(t) = (p(My (1)) +1—p)"

La proposicion se sigue sustituyendo los valores correspondientes a una distri-
bucién binomial en la Proposicion 2.1.

Una observacién importante sobre la forma de la distribucién de S es que asi-
meétrica a la izquierda para p € (0,1/2)), simétrica para p = 1/2 y asimétrica a
la derecha para p € (1/2,1). Lo anterior se sigue del calculo del coeficiente de
asimetria.

2.3. Modelo Poisson Compuesto

Ademas de los supuestos del modelo anterior, asumiendo que n es grande y
p pequena y definiendo A = np, se tiene que

Bin(n,p) — Pois()\),
cuando n — oo. Entonces resulta que podemos suponer que
N ~ Pois()).
Proposicion 2.3 Caracteristicas del modelo Poisson compuesto

1. E[S] = /\Ml
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2. Var[S] = \ua
5. Ms(t) = exp[\(My (£) — 1)]

La proposicién se sigue sustituyendo los valores correspondientes a una distri-
bucién Poisson en la Proposiciéon 2.1.

Es importante mencionar que bajo la hipétesis de distribucion Poisson, S siem-
pre es asimétrica a la izquierda.

Ejemplo 2.3.1 Suponga que la distribucion del monto de reclamaciones en un
sequro de robo de auto siguen una distribucion LN (u,c?).

2.4. Modelo Poisson Compuesto Mezclado

Consideremos el modelo Poisson compuesto y supongamos que A es estocas-
tica con distribuciéon H. Entonces:

[e’e) ne—l
P[N:n]:/o ln! dH (1),

En este caso tenemos el siguiente resultado.
Proposiciéon 2.4

B[S = B\

E[S?] = E[N]ui + ENu2

Var[S] = Var[\u? + ENus

Ms(t) = Mx(My(t) — 1)

Demostraciéon

1. BIS) = E[E[SIN] = E\i] = BN

2. B[S?] = BIE[S?|N] = Bz + A22] = B2 + EAJus
3. Es directa de los dos puntos anteriores
4

. Ms(t) = B[E[e"|N] = ElexpA(My (t) — 1)] = Ma(My (t) — 1) O

Modelo Binomial Negativo

Supongamos que A ~ Gama(c, 8). Entonces

B
My(t) = My(e' —1) = [B(ftl)]a - [ﬁ]a‘
GRS}

De donde se sigue que N ~ BinNeg(a,p) con p = 3/(8+ 1) y se usa para
periodos de tiempo largos.
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2.4.1. Modelo Individual

Suponemos que el portafolio consiste de m contratos individuales {S*}™ .
Puede existir a lo mas una reclamaciéon en cada contrato y ésta tiene probabili-
dad de reclamacién p*. La variable aleatoria que modela el monto de reclamacién
del i-ésimo contrato dada por Y ~ tiene como funcién de distribuciéon a F* y
funcion generadora de momentos M (t).

Sea A = ), p’ entonces la funcién generadora de momentos del portafolio de
reclamaciones o el riesgo acumulado esta dada por

m

[Ta+p @i -1)).

i=1

Ms(t)

Es importante observar que el término p’(M?(t) — 1) e pequefio para t grande y
si consideramos

log(Ms(t)) = Y log(l+p'(M'(t) - 1)) (2.1)

i=1

~ Em p (Mi(t) — 1) mg Q - 1)), (2.2)
)\
i=1

i=1

.

tenemos que en la ultima igualdad aparece el logaritmo de la funcion generadora
de momentos de una distribucion Poisson, lo cual justifica la popularidad del
modelo Poisson compuesto.

2.5. Foérmula de Panjer

Supongamos que el tamano de las reclamaciones {Y; } siguen una distribucion
discreta y por tanto S también. Ademas consideremos que

= P[Y;eN] =1

" pk:P[NZkZ}

» fk=PlY; =]
L] gk:P[SZk‘}
" fo=0

De los supuestos anteriores y la notaciéon introducida tenemos que go = pg y
= P[Y1+4...4+ Y, = k] es la convolucion de la distribucion de un riesgo con

k—1 .
n reclama01ones y como f;" T =S""T0 f57 fi_i se tiene que

gn = P[S = n] = E[P[S,|N]] Zpkf
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De esta forma tenemos una férmula explicita para la distribucién de S pero el
punto es que f;"™ no es facil de calcular. Para resolver este problema haremos
supuestos sobre N.

Primero suponemos que existen a,b € R tales que
b
pe=(a+ %)pkfl

Proposicion 2.5 Las unicas variables aleatorias que satisfacen la expresion
anterior y sus respectivos valores de a y b son:

. . n+1

= Si N ~ Bin(n,p) entonces a = *ﬁ yb= ( 1_p)p

= Si N ~ Pois(\) entoncesa =0y b=\

» Si N ~ BinNeg(m,p) entoncesa=1—p yb=(m—1)(1 —p)

Lema 2.1 Sea n > 2, entonces

L EW|YL, Y=k =k

2. pnf]:n = Z (CL+ bm)fmpn 1fk 1)

Demostracion:

E[Y1|ZZL:1YZ' = k} = %22:1 E[YJ|Z:L:1Y1 = k} = n

k—1

fmpn 1f]:(7:n1) = DPn-1 Z fmf*(n Y
bin n
— pn_lz_:(a—i—?)P[Yl:m,;Y]:k—m]
= Pn-— 12 a+7 [lem,ZYj:k]
j=1
bm +
= anmzﬂ(a—i— z m|ZY =k]fim

bYy .

j=1

m=1

b
= DPn-— 1(a+ ) b
= pnfk
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Proposicion 2.6 Formula de Panjer

k )
bi
gk = E (a+ E)figr—i

i=1

Esta proposicion se sigue inmediatamente del lema anterior.

2.6. Métodos de Aproximacion

Como hemos visto hasta ahora, encontrar una forma explicita para distri-
bucion de S no es, en general, tarea facil. En esta seccion estudiaremos algunas
técnicas de aproximacion a la distribucién del riesgo acumulado bajo diferentes
hipétesis.

Aproximaciéon Normal

Si el namero de reclamaciones es lo suficientemente grande podemos aproxi-
mar a S por medio de una distribucién normal. Supongamos que Z sigue una
distribucién normal entonces

x— E[N]p .
VVar[N]p2 + E[N](p2 — p12)

P[S <z|= P|Z <z]=9(

Observaciones

= La distribucién tiene como soporte a los reales, entonces se debe considerar
una aproximacién para los cuales la probabilidad para valores negativos
sea despreciable

= Generalmente las distribuciones de pérdidas estan sesgadas y la distribu-
cion normal no tiene sesgo, por lo que la aproximacién esta en funciéon del
sesgo.

Aproximacion Gamma Trasladada

Este método propone aproximar S por r+ Z, con r € Ry Z ~ Gama(w, ).
Se deben seleccionar adecuadamente los parametros. Suponiendo que tenemos
a

= ElS]=m
» Var[S] = o?

L E(S-E[S)Y _
Var3/2[8S]

conocidas o estimadas y los valores correspondientes para la variable aleatoria
r+ 2

. E[r—l—Z]:r—i—%
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» Varlr+Z] = 4

o El+Z-Elr+2])°] _ 2
Var3/2[r+Z]  Va

Entonces igualando las expresiones correspondientes

l.r=m-2
n
2. a=2%
,,72
— 2
3. ﬂ_m]

De esta forma tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 2.7 FEl riesgo S tiene distribucion aproximada

2 4 2
m— 2 4 Gama(—, —).
n n- on

Observaciones
= Es importante ver esta aproximacién implica que 5 > 0

= Es posible que r sea negativa y provoque que se consideren valores nega-
tivos

= Esta aproximacion no es féacil de calcular

2.7. Aproximaciéon de Edgeworth

Definir Z = =25, " Supongamos que la funcién generadora de momentos
o) SuPons q g
de Z existe, entonces la serie de Taylor de In(Mz(t)) alrededor de cero es:

as o as s a4 4
donde a, = i—iln(MZ(t))\tzo. La aproximacion consiste en truncar la serie

de Taylor hasta la cuarta potencia de t. Tenemos que la funcién generadora de
momentos de Z puede ser escrita como
3 a3t3 a4t4 a?tb
Mo (1)) ~ et/2ea3t*/e+a4t4/24 ~ el/2(1 3
2(t)) T )

Ahora la intencién es saber cada término de la aproximaciéon de que variable a
aleatoria es funciéon generadora de momentos. Con esta meta vamos a invertir
cada término para encontrar la distribucién correspondiente. Tenemos que

) 1 .2 o
o2 — et/2/ e dr == d(z)e dz.
—o0 \/7 -

2T
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Entonces e'/2 es la funciéon generadora de momentos de una normal estandar.
Por otro lado no es dificil demostrar que

tnet/2 — (_1>n/ ¢(7L)($>6txd$.
—o0

Entonces t"e!/? es la transformada de Laplace de (—1)"¢(™ (x). De esta forma
tenemos que

2
~ _ 93,3 a4 (4) a3 (6)
f2(2) m 0(2) — 26 () + 260 (2) + Do) (2).
Por tanto tenemos el siguiente resultado

Proposicion 2.8 La funcion de densidad de S con media m y varianza o2 bajo
la aprozimacion de Edgerworth es

¢ (

1 r—m as

fs(@) = = (p(——)

o o 6

r—m x—m)

2
@ 43 0 (LM
)+ Ao + Bpo (10,

2.8. Reaseguro

Cuando el posible monto de reclamacion implicito en un contrato de seguros
es muy grandes la compania aseguradora puede tomar la opcién de compartir
el riesgo por medio de un reaseguro. Sea S4 la parte del riesgo que toma la
aseguradora y ST la parte que transfiere a la reaseguradora. Tenemos que

S =84+ SH.
El reaseguro se puede presentar de manera individual o compuesto. En ambos

casos el reaseguro se aplica con una funcién f, creciente con f(0) =0y f(z) < x
definida en R U 0. Un reaseguro por reclamaciones individuales es:

N
SA=>"f()
u=1
y
S =884
Las formas méas comunes de reaseguros son

1. Reaseguro proporcional:
flx) = ax

para 0 < o < 1.

2. Exceso de pérdida
f(z) = min{x, M}
con M > 0.
Cuando se aplica al riesgo en su totalidad
S4 = f(9).

En este caso la forma més comun es el reaseguro por pérdida excesiva.
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Reaseguro Proporcional
Tenemos que S* = a.S, entonces
1. E[S4] = aE[S]
2. Var[ST] = a?Var[S]
3. Mgalt] = Mg[at]
Observaciones:
1. La varianza es “considerablemente” menor
2. Sugiere que el riesgo se reduce:
P(S >p+u/a),

donde p es la prima y w el capital inicial.

2.8.1. Reaseguro por pérdida excesiva

En este caso no es posible dar férmulas explicitas como en el caso anterior,
éstas deben ser calculadas de la funcién de distribucion de

YA = min{Y;, M}.
Un indicador de que el riesgo para la compania aseguradora disminuye es que

el tamano de las reclamaciones es acotado.

Ejemplo 2.8.1 Sea S un riesgo con modelo Poisson compuesto de pardmetro
A>1yY ~ Pala,B), fy(y) = % Calcularemos el valor esperado de las
obligaciones de la compania aseguradora.

mr) = [ g [ g
= [ [ G s
- S ) G )t G
Entonces
E[S"] = (1~ (525)" EIS)

Sea Nt = vazl Ity,>ny el nimero de reclamaciones que paga la compaiiia
aseguradora y ¢ = P[Y; > M]. ;Cual es la distribucién de N ?

Observacion: La funcién generadora de momentos de Ijy,~ s} es get +1—q.
Entonces bajo diferentes distribuciones de N tenemos que
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1. Si N ~ Bin(n,p) entonces N% ~ Bin(n, pq)
2. Si N ~ Pois(\) entonces N ~ Pois(\q)

. ~ . R ~ . p
3. Si N ~ BinNeg(m,p) entonces N BinNeg(m, p7+q_pq)

2.9. Ejercicios

1. Encontrar la expresion de la aproximaciéon Normal cuando N tiene distri-
bucién Poisson, Binomial y Binomial Negativa.

2. Suponer que N ~ Poisson(10) y Y ~ Pa(4,2), encontrar una prima p
talque P[S > p] < 0,05.
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Capitulo 3

Principios para el Calculo de
Primas

Sea 7 la prima anual para un cierto riesgo y S; las pérdidas en el i-ésimo
ano (v.ai.i.d.). Sea u el capital de la compania aseguradora, entonces, después
del 7-ésimo ano el capital es

Xi:u—l—m’—ZSj.
j=1

Cuando la compaiiia tiene un capital inicial u. Podemos observar de la expresion
anterior que {X;} es una caminata aleatoria.

Lema 3.1 Sean {S;} v.a.i.i.d. y X, =) i~ S; con Xo =0 entonces
= Si E[S] <0 entonces X,, converge a —o0 c.s.
= Si E[S] =0 entonces c.s. limsup,, , o X, = —liminf,,, X,, = 00
= Si E[S] > 0 entonces X,, converge a 0o c.s.

Entonces para que la compania sobreviva se necesita que m > E[S;]. Lo cual
es considerado un principio en el céalculo de la prima.

3.1. Principio del Valor Esperado
El principio méas popular del cédlculo de primas es
7= (1+6)E[S]
donde 0 > 0 (safety loading).

Observaciones

21
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= Facil de calcular
= Asigna la misma prima a distintos riesgos (con la misma esperanza)

= No es sensible a distribuciones de colas pesadas

3.2. Principio de la Varianza y Desviacion Estan-
dar

Con la intencion de considerar los riesgos altos se propone calcular la prima
de las siguientes maneras

m = E[S] + 6Var[S]
donde 6 > 0. Otra propuesta
m = E[S] + 0y/Var[S]

en este caso se puede escribir la pérdida como

_ g S—EIS)
7—8=+/Var[S](® 7‘/&”5]).

Donde la pérdida estandarizada es la carga del riesgo menos una variable alea-
toria con media cero y varianza uno.

3.3. Principio de Utilidad Cero

La motivaciéon de este método es tratar de ponderar adecuadamente las di-
ferentes pérdidas. En esta metodologia se utiliza una funcién de utilidad con las
siguientes caracteristicas:

- f(0)=0
= f(z) es estrictamente creciente
= f(z) debe ser concava.

El primer punto es por convencionalidad, el segundo punto es para garantizar
que a menores pérdidas son preferidas y con el tercero se asigna mayor peso a
pérdidas mayores.

La prima propuesta es la solucién a la ecuacion
fw) = E[f(ut+m—5) (3.1)

Con la expresion anterior se tiene que la utilidad esperada con un capital inicial
u deber ser la misma que al considerar el riesgo.
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Lema 3.2 1. Si una solucion a la ecuacion (3.1) existe, entonces es unica.
2. Si P[S = E[S]] <1 entonces m > EI[S].

3. La prima es independiente de u para todas las distribuciones de las pérdi-
das si y solo si f(x) = A(1 — e **) con A,a > 0.

Demostracion

1. Sean w1 > o dos soluciones, entonces

f(u) = E[f(u+m = S)] > E[f(u+m - 5)] = f(u)

2. flu)=E[flu+7m—295)] < f(u+m— E[S]) = entonces u < u+ 7 — E[S].
3. a) En clase
b) Tenemos que
f(u) = A(1— e=%) = E[f(u+ 7 — §)] = BIA(1 — ¢=(+7-5)))
entonces

A(l _ efozu) E[l _ efozuefomreozS]
1 = Ae “"E[e™]

3.4. Principio del Valor Medio

Se desea una prima que no dependa del capital inicial. La compania asegura-
dora valora sus pérdidas y las compara con las pérdidas del cliente que paga sus
primas. Como pérdidas grandes son menos deseables, se busca asignarles valores
maés altos, entonces la idea de este método es ordenar las preferencias relativas.
Con este objetivo se considera una funcién con las siguientes caracteristicas

1. f(0)=0
2. Creciente
3. Estrictamente convexa

Se propone una prima que sea solucion a la ecuacion

es decir
m=fTHBLf(9)]
de donde se puede ver que se satisface que m > E[S] si P[S = E[S]] < 1.
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3.5. Principio Exponencial
Sea a > 0, seleccionamos la funcion de utilidad
fla)=1-e
entonces la prima obtenida es

In(Ms(a))

m =

Observaciones:

= Para aplicarlo es necesaria la existencia de la funcion generadora de mo-
mentos de S

= Se puede hacer lo mismo en el principio del valor medio con f(z) = e** —1

= Es importante la dependencia de la prima con respecto al parametro

Lema 3.3 Para una variable aleatoria X con funcion generadora de momen-
tos Mx(t) la funcion in(Mx(t)) es conveza. Si X no es determinista entonces
In(Mx (t)) es estrictamente conveza.

Lema 3.4 Seaw(w) la prima determinada por el principio exponencial. St M§(a) <
00, la funcion w(a) es estrictamente creciente si S es no determinista.

3.6. El principio de Esscher

Se utiliza una funcién de distribuciéon G que esté relacionada con la funcién
de riesgo F' con la condicién de dar méas peso a pérdidas mayores. Dicha funcion
de distribucién es conocida como la transformada de Esscher y esta dada por

[ eVdF (y)

Go(z) = M (o)

para a > 0.
Si S es el riesgo asociado a qa(w), bajo este principio la prima 7w debe ser
calculada como la esperanza de S, es decir,

o E[Se*®]
- Mg(a)
3.7. Propiedades Deseadas en un Principio para

Calcular Primas

En esta seccion se enlistan propiedades que deberian cumplir los métodos
para el calculo de primas.
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1. Facilidad en el calculo

2. Consistencia, en cuanto a ser sensible con respecto a las posibles variacio-
nes del riesgo.

3. Aditividad, en el sentido que cuando el modelo consista en riesgos inde-
pendientes, la prima debe ser la suma de las primas individuales.
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Capitulo 4

Credibilidad

Supongamos que tenemos informacion de 10 anos de 5 asegurados de autos.
Con dicha informacién se tiene que algunos asegurados no han utilizado su se-
guro y les parece injusto tener que pagar la misma prima que las personas que
han tenido varios accidentes. Si se realizan pruebas estadisticas se puede llegar
a la conclusién que es muy poco probable que cada conductor tenga la misma
probabilidad de tener un accidente el préoximo ano.

Dado que la compania aseguradora busca atraer a los “buenos” riesgos, trata
de asignar una prima de acuerdo a la experiencia particular de cada cliente. A
este proceso se le llama Tasa de Experiencia o Credibilidad.

La teoria de la credibilidad la podemos entender como un conjunto de mé-
todos pra el célculo de las primas a través de la combinacion de la experiencia
individual y colectiva.

4.1. Credibilidad Completa

Sea S un cierto riesgo y Si,...,S, los montos de reclamaciones efectuadas
en n periodos de vigencia por un asegurado (o un grupo de asegurados). Si las
variables aleatorias Si, ..., S, son independientes e identicamente distribuidas
se tiene que la ley de los grandes ntimeros garantiza que

S = E — = E(9).
— n (5)
i=1
La pregunta natural es ;Qué valor de n es suficiente para que S esté considera-

blemente cercano a E(S)?

Definiciéon 4.1 Sea k € (0,1) y p € (0,1) dos nimeros fijos. Se dice que S
tiene credibilidad completa (k,p) si

P(|S - E[S]| < kE[S]] > p.

27
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Nota 4.1 Esta definicion es vdlida para E[S] # 0.

Siguiendo la definicion anterior, se toman valores de k cercanos a cero y de p
cercanos a uno (k = 0,05 y p = 0,9). De esta forma el problema se reduce a
encontrar a n.

4.1.1. Hipoétesis de Normalidad

Bajo el supuesto que S tiene una distribuciéon aproximada normal se tiene
que

_ E
PIIS — B[S]| < kE[S]] ~ 20(— 2Ly 4,
Var[S]/n
De donde se sigue la siguiente desigualdad
(I)(k:\/ﬁE[S]) > 1+p
Var(S] 2

Si ag es el g-cuantil de la distribucion normal, es decir ®(aq) = g entonces

¢
n =

1+p)/2var[5]
k2E2[S]

4.2. Credibilidad Parcial
En esta metodologia se propone como estimador de E[S] a
aS+(1—a)E[S]

donde a « se le conoce como factor de credibilidad. Entonces la condicion de
credibilidad se reduce a

P||S — E[S]| < kE[S]/o] > p.

Nota 4.2 En este caso tenemos una credibilidad completa (k/a,p).

4.2.1. Hipotesis de Normalidad

Bajo el supuesto que S tiene una distribucién aproximada normal se tiene
que

_ kE
P[|S — E[S]| < kE[S]/a] = 2@(¢) -1
Var[S]/n
De donde se sigue la siguiente desigualdad
o k\/nEIS] ) > 1+p
ay/Var[S]” — 2
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Si ag es el g-cuantil de la distribucion normal, es decir ®(aq) = g entonces
a’af,, nVarlS]

N T RES]

Con la condicién que
a= min{—kQE2 [5]
aty 2V ar(S)’

4.3. Credibilidad Bayesiana

1}

Sea Y;; las pérdidas del i—ésimo riesgo en el j—ésimo anio coni = 1,2,...,n
y 7 =1,2,...,m. Denotemos la pérdida media del :—ésimo riesgo por
1 m
Vi= 2 Y
mia

Considerando las siguientes hipotesis
1. Existe un parametro 6; perteneciente al i—ésimo riesgo y {0;}7_, v.a.ii.d.
2. Para i fijo, las variables Yj; ..., Y;,|6; son v.a.ii.d.
3. Los vectores (Y;1...,Y;n,0;) son ii.d.

Si denotamos por

y
s%(k) = Var[Yi;|0; = k].

En esta metodologia se buscan formas de estimar a m(6;).

Supongamos que conocemos la distribucién de 6; y la distribuciéon de Y;;|6;.
Debemos encontrar el mejor estimador My de m(6;) (en el sentido de error
cuadratico medio), es decir,

E[(M —m(6,))%] > E[(Mo — m(6;))?]
para todas las funciones medibles M = M (Y;;...,Y;n). Sea
Mg = E[m(0(6;)|(Yi1 ..., Yim],
entonces
E[(M —m(60;))’] = E[(M — M)+ (Mg —m(6;)))?]
= E[(M — My)*| + E[(Mg —m(6;))?]

Nota 4.3 Como el sequndo término es independiente de la seleccion de M en-
tonces el mejor estimador es My = M y es llamado estimador de credibili-
dad Bayesiano.
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4.3.1. Modelo Poisson-Gamma

En este modelo se supone que Yj; tiene una distribucién Poisson compuesta
con parametro \; y la distribucion del monto de reclamacioén es igual para todos
los riesgos.

Nota 4.4 Es suficiente estimar \; bajo el supuesto que el monto de cada recla-
macion es uno, es decir, Y;; = Nyj.

Con base en el modelo Binomial Negativo suponemos que \; ~ Gamma(a, b).
Sea

1 m

=N
Para estimar \; consideramos tenemos que

m = m

E[AZ|NZ,177NZWL] == mNZ _m

JE[A] (4.1)

El estimador es de la forma aN; + (1 — a)E[)\;) donde « es llamado factor de
credibilidad, que converge a uno conforme m crece. La tinica cuestiéon pendiente
es la estimacion de a y b.

4.3.2. Modelo Normal-Normal

En este modelo suponemos que cada riesgo se compone de una cantidad
suficientemente grande de subriesgos de tal manera que las variables aleatorias
Y;; pueden ser consideradas como aproximaciones de una distribucién normal.
Ademas, se supone que las varianzas condicionales son iguales para todos los
riesgos, entonces

Yij ~ N(aiv U)

0; ~ N(p, )‘2)

Nota 4.5 La seleccion de p y \? debe ser de tal forma que PY;; < 0] sea
pequena.

Tenemos que la distribucién conjunta esta dada por

fY _ 1 1 [(T w? +E (y”;z) ]
Ym0 P e

\ m
Sea mY; = 3", Y;; entonces

2 m ( L 2 \/ 2 \/.
yij —®)° o1 omo mY pt o mY;
+ ; = (5t 5e) ~2(Ga t52) Ton T g
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Entonces
m¥;

GRS Ra- RS v i Rl

_ 25+ 21
fY;‘j,...,}/j,»,n797j == C(}/ila-'-vl/;7n)e 2272 )

de donde se sigue que

po,omY; 1 m

5 1
b= et lEtE)
mA? - mA?
= ——Y, 1l—- 4.2
02 4+ mM2 it 02+m)\2)'u (4.2)

4.3.3. Credibilidad Empirica de Bayes

Es importante notar que para obtener el estimador de credibilidad bayesiana
es necesario conocer la distribucion conjunta de (Y;1, ..., Yim, 0;) y ésta no siem-
pre esta disponible. A partir de aqui nos restringiremos a estimadores lineales,
es decir, estimadores de la forma

M = a0+ anYin +...ai1Yim,
y al mejor estimador le llamaremos Estimador lineal de Bayes.

Para estimadores de esta forma es suficiente conocer los dos primeros momentos
de (m(6;),Y:.) los cuales vamos a estimar. Con este objetivo estimaremos la
prima lineal de Bayes y los dos primeros momentos a los cuales se les conoce
como estimadores empiricos de Bayes.

Modelo de Buhlman

Considerando la siguiente notacién adicional 02 = E[s%(6;)] y v? = Var[m?2(6;)].
Tenemos que

E[Yj] = E|E[Y;|0:] = E[s*(0;) + m*(6:)] = 0* + E[m*(6)],

entonces
VarYi;] = o® + 0%

Buscamos los coeficientes a;; que minimicen el error cuadratico medio, es decir,
m
2
El(aio + ) aijYi; —m(6:))7].
g ¥ijg
j=1

Tenemos que
0

Oao

m
= 2F[a;o + Z a;;Yi; —m(6;)],
=1
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entonces
m
aio = (1 - Zaij)ﬂ-
j=1
Por otro lado, para 1 < k < m y derivando con respecto a a;; tenemos

0
Oa;y,

= 2E[Yék(az'0 + Zainij - m(el))]
i=1

Sabemos que
E[Y2] = 0% + 0% + 12,

K3

E[Y;Yi] = E[[Y;Yir|0:]] = E[m?(6;)] = v* + p?

y
E[Y;;m(6;)] = E[E[Yaem(6:)|0:]] = Elm*(0;)] = v* + p*.

Entonces las ecuaciones a resolver son
m m
(1- Zaij)ﬂz + Zaij(UQ + 1% + ag(0® + 02 + p?) — v — u2.
j=1 #k

entonces
m
2 2
ocfay, = v (1 — E aij),
j=1

por lo tanto

v
a1 = ... = Qi =
! Mo o2
Y la prima por credibilidad es
aY;+ (1 —a)u
donde
1
o= —-nm.
L+

Nota 4.6 Sélo debemos encontrar estimadores de i, 02, v>.

4.4. Ejercicios

1. Supongamos que las reclamaciones en cada periodo tienen distribuciéon
Poisson compuesta con parametro A y que cada reclamaciéon individual
sigue una distribucion exp(«), dar valores a los parametros y estimar n.

2. Demostrar que no siempre se puede escribir al estimador de credibilidad
Bayesiana como una combinacion lineal convexa de la media poblacional
y muestral. Hint. 6; tome dos valores con la misma probabilidad y Y;; ~
Poisson(#;).



Capitulo 5

Teoria de Ruina

Dar una introduccién al problema de la ruina, desde enfoques a tiempo
discreto y continuo. Presentar los resultados principales en el calculo (o la es-
timacion) de la probabilidad de ruina. Hacer estimacion de la probabilidad de
ruina basada en la simulacién estocéstica.

5.1. Proceso de Cramér-Lundberg

Esta basado en el modelo del proceso Poisson compuesto. La idea de Filip
Lundberg es combinar en un proceso estocastico continuo el monto total de
reclamaciones, los ingresos por primas (continuas distribuidas uniformemente
en el tiempo). Con esta idea propone el siguiente modelo para el capital de la
compania aseguradora {C; : ¢ > 0} dado por

N(#)
Ct:u—FCt—ZY}

j=1
donde:
= u es el capital inicial de la compania aseguradora
= ct es la entrada por primas hasta el tiempo ¢ con ¢ una constante positiva
= Y; es el moneto de la j—ésima reclamacion, y
= N; es un proceso de Poisson de pardmetro A

Para una compaiiia aseguradora es importante que {C; :t > 0} se mantenga
sobre cierto nivel. Ajustando al capital inicial, supongamos que ese nivel es
cero, entonces definimos el tiempo de ruina por

[ inf{t >0|C; <0} si {t>0[C; <0} #£0
Tl x si {t>0|Cy <0} =10

33
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Estamos interesados en la probabilidad de ruina en un intervalo de tiempo (0, ¢],
es decir
P(u,t) = Plr < t|Cy = u]

y la probabilidad de ruina definitiva dada por
Y(u) = im = (u,t).

t—o0

Denotemos por T; al tiempo de la i—ésima reclamacion (Tp = 0). Sea X; =
c(T; —T;—1) —Y; y consideremos al proceso sélo en los momentos de reclamacion

n

CTn =u-+ E X;
el cual es una caminata aleatoria.

Nota 5.1 ¢(u) = PlinfnenCr, < 0] y la ruina ocurre si y sélo si E[X;] < 0.
Por lo tanto vamos a suponer que E[X;] > 00 que es equivalente a

Con lo cual tenemos que el ingreso medio debe ser mayor que los egresos medios
y a esta condicion se le conoce como condicion de ganancia neta

Si esta condicién se satisface entonces C7,, — oo entonces
inf{C; — u|t > 0} = inf{Cp, —uln > 1}
es finito casi seguramente y podemos concluir que l{im,,_,~ 1 (u) = 0.

Proposicion 5.1 Sea §(u) =1 — U(u). Suponga que la distribucion del monto
de reclamaciones en el modelo de Cramér-Lundberg es absolutamente continua
con funcion de densidad g. Entonces

1 AL5(u) = 2[6(u) — [y 6(u—1y)g(y)dy].
2. W(0) = 22,

3. U(u) =27 Gly)dy + [, U(u—y)G(y)dy).

5.2. Coeficiente de Ajuste

Sea 0(r) = A(My(r) — 1) — cr para los valores de » € R que la funcion
generadora de momentes existe.

Lema 5.1 Sear € R tal que My (1) < oo, entonces el proceso
{efrthe(r)t}tZO

es una martingala
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Definicion 5.1 A la posible solucion R > 0 de la ecuacion
O(R)=0

se le llama coeficiente de ajuste.

Ejemplo 5.2.1 Supongamos que los montos de reclamacion Y; ~ Exp(a), en-
tonces

0(r) = (

—o)r
a—r i

y se tiene que R = «a — a/c.

5.2.1. Condicion de Ganancia Neta

Sean Ty, T, ... los tiempos aleatorios (tiempos de paro) en donde se presen-
tan las reclamaciones (Ty = 0). Para k € N definimos Xy = ¢[Ty — Tx—1] — Y%

entonces
c
E[Xk] = CE[Tk _ kal] _ E[Yk] — X _—

entonces la condicién de ganancia neta es ¢ > \u.

5.3. Desigualdad de Lundberg

Teorema 5.1 Si el coeficiente de ajuste R existe, entonces

U(u) < e v,

5.4. Meétodo de Aproximacién

Teorema 5.2 Supongamos que el coeficiente de ajuste R existe y que

/00 xeR”’é(l — G(z))dx < 00
0

c
entonces

, Ru_ _CZ A
dm eWe™ = S — o

Nota 5.2 El teorema puede escribirse como

c—)\,u —Ru
YO~ g m -

entonces para u grande podemos aproximar a la probabilidad de ruina.
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Ejemplo 5.4.1 Supongamos que los montos de reclamacion Y; ~ Exp(a), en-
tonces

1o}
My (r) = m,
entonces
lim o(u)e® = A
U—+00 acC
es decir

A
~ —(a=X/c)u
P(u) e .

5.5. Severidad de la Ruina

Estamos interesados en la distribucion de —C'; si la ruina ocurre a dicha
variable se le conoce como severidad de la ruina. Sea

U, (u) = Pt < 00,C; < —zl.
Se tiene que

1 o0
P[C, < —z|7 < 00,Cy = 0] = ;/ (1 - G(y))dy.

Donde a la variable aleatoria —C' se le llama severidad de la ruina.

Consideremos a T1 el primer tiempo de reclamacién, entonces tenemos las si-
)
guiel 1tes posibilidades

1. El proceso de capital de la compania no presenta ninguna reclamacion, es
decir, 7, = .

2. 11 < o0 pero Cr, > 0.
3. La ruina ocurre en 7.

Entonces podemos escribir a la probabilidad de ruina como:

AL A A [
W) = (1= 290+ 2 [ 0y -Gy + 2 [ ety
0 c
Ahora, sean 7; = inf{t > 7,_1|C; < C;,_,}, los tiempos escalados y L; =
C:, — C,_,, las longitudes de las escalas. Se tiene entonces que

A
P1; < 00|Ti—1 < 00] = alay
c
Sea K = sup{i € N|r; < oo} se sigue que K ~ BinNeg(1,1— A—C“) v que dada K,
las variables aleatorias L;’s son i.i.d. con funciéon de densidad (1 —G(x))/u. Por
otro lado, si asumiendo que L;’s son independientes entre ellas y de K, entonces

K
inf{Cyft > 0} =u—Y L

=1
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K
Plr < oq] = Plinf{Cy|t > 0} < 0] = P[> L; > pl.

Si denotamos por
1 xT
B =, [ (1= Gy
BJo

a la distribucién de L;. Se puede utilizar la formula de Panjer pra aproximar
U (u) con una discretizacion adecuada.

Definicion 5.2 Formula de Pollaczek-Khintchine

X Mt o= A
Wu) = P[Y - Li > = (1= "5) 3 (75)" (1= B (w)).

5.6. Tiempo de Ruina
Consideremos la funcion
Ja(u) = Ele” " I{r <00}|Co = ul.

Esta funciéon esta bien definida (al menos) para « > 0. El siguiente resultado
nos permite encontrar esta funcién como solucién de una ecuacién diferencial.

Lema 5.2 La funcion f,(u) es absolutamente continua y satisface la ecuacion

el () + A / * falu— 9)dG) +1— Glu) — falw)] —afalu) =0 (5.1)

Como esta ecuacion es (en general) dificil de resolver, consideremos la transfor-

mada de transformad de Laplace (con respecto al capital inicial). Sea fo(s) =
O _su

fo e %" fo (u)du para s < 0. Tenemos que

oy Cfal0) = AsTM(1 = My (=)

Jals) = cs — A1 — My (—s)) —« (52)

Dos resultados importantes

Lema 5.3 5i pus < co. Entonces

1 Atz

Elrlr<oo] = c— A [2(0 — A\l

o) = [ W= )it
0
Corolario 5.1 Sea t > 0. Entonces

Afio
P _
[t <7< o0] < o= A
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5.7. Formula de Seal

Lema 5.4 Seat fijo, u=0y0 <y <ct. Entonces

PlC, >0,0<s <ty =~

Teorema 5.3 Para un capital inicial 0, se tiene que
1 1 ct
5(0,t) = = E[maz{C};,0}] = — F(y;t)dy
ct ct Jo

Teorema 5.4 Para un capital inicial u > 0, se tiene que

v—u)F(dv;v—u.

u+ct
5(u,t):F(u+ct;t)/0 5(0,t — - p

5.8. Simulaciéon y Analisis del Proceso de Riesgo
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Apéndice

6.1. Generadores de nimeros pseudoaleatorios
6.1.1. Generador congruencial

generador <— function (sem, mult=(7"5), mod=(2"31—1), incre=0, max=1000)
{

x <— sem for(i in 1:max)

x <— (mult*xtincre) % % mod

return (x/mod)

sem <— as.numeric(Sys.time())
mi_runif <— function(n=1,a=0,b=1)

{

u <— NULL
for (i in 1:n)
{

sem <— i+as.numeric(Sys.time())
uf[i] <— generador (sem)

return ((b—a)*uta)
}

u <— mi_runif(1000)
plot(u) hist(u)

U <— runif(1000)
plot (u,U)

qqplot (u,U)

abline (0,1)

# Algoritmo de Wichmann—Hill para la generacion de numeros aleatorios
WH <— function (n=1)

{

39
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x0 <— sample(1:30000,3)
ix <— x0[1]

iy <— x0[2]

iz <— x0[3]

U <— NULL

for(i in 1:n)

{

ix <— 171%
iy < 172+
iz <— 170

ix WTT) — 2x(ix/177)
iy %%76) — 35x(iy/176)
iz %978) — 63%(iz/178)

if(ix <= 0) ix <— ix + 30269

if (iy < 0) iy < iy + 30307 if(iz <= 0) iz < iz + 30323
u <— ((ix/30269)+(iy/30307)+(iz/30323)) %%

if (u==1)

u <—u—.Machine$double. eps
else if(u==0)
u <— u-+.Machine$double. eps

U<— ¢(U,u)
}

return (U)
}

n <— 100000
wh <— WH(n)

par (mfrow=c (1,2))

plot (wh[—n] ,wh[—1])

hist (wh, breaks=10,freq=F)

hist (runif(100000),breaks=10,freq=F)
hist (rnorm(1000) , freq=F)

y <— seq(—4,4,by=0.1)

curve (dnorm(y) ,add=T, col=2)

6.2. Pruebas Estadisticas
6.2.1. Prueba de Anderson-Darling

anddar <— function(x)

{

n <— length (x)

y <— sort(x)

s <— 0

for(k in 1:n)

s <— s +(2xk—1)*(log(y|k])+log(l—y|nt+1-k]|))
return (—n-s/n)

}

muestra <— abs(rnorm(1000000))/4
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muestra2 <— runif(1000000)

par (mfrow=c (2,2))

hist (muestra , freq=F)

plot (muestra)

hist (muestra2 , freq=F)

plot (muestra2)

A2 <— anddar (muestra)

# Para un nivel de significancia alfa=0.05 busquemos
# en tablas el wvalor w para llevar a cabo el contraste
w = 2.492

if (A2<=w) print("H0") else print("H1")

A2

6.2.2. Prueba de rachas

# Funci|’on rachas(z).

# Calcula el estadistico de prueba de Wald—Wolfowitz para probar
# si realmente una muestra ha sido obtenida aleatoriamente.

# x : es un wvector de datos observados en la muestra.

rachas <— function (x)

{

# Se sustituyen los datos por 0 o 1 segun esten a la izquierda
# o la derecha de la muestra.

b <— NULL

n <— length(x)

m <— median(x)

print (m)

for(i in 1:n)

if(x[i] < m)
b[i] < 0
else b[i] <— 1

print (b)

# En esta parte se cuentan las rachas segun el vector de 0 y 1
# construido en la parte anterior

r<—0

for (i in 2:n)

if(b[i—1] !=b[i])

r <— r+l1

# En esta parte se calcula el estadistico de prueba de Wald—Wolfowitz
NI <— sum/(b)

N2 < n — NIl

media <— (2xNI1xN2/(N1+N2))+1

var <— (2xN1xN2#(2xN1xN2-N1-N2)) /((N1+N2) "2+ (N1+N2—-1))
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print (var)
return ((r—media)/sqrt(var))

y <— WH(50)

z <— rachas(y)

z
require(adehabitat)
wawotest (y)

6.3. Transformada inversa
6.3.1. Distribucién Exponencial

gen_exp <— function(n=1, lambda=1)

{

# wvalores uniformes

U <— runif(n)

# vector de valores exponenciales
exponencial <— (—(1/lambda))x*log(U)
return(exponencial)

¥

n <— 10000 # Tamano de la muestra

lambda <— 2 # Parametro de la exponencial
my exp <— gen_exp(n,lambda)

#Compara con los generados por R

Y=rexp (n,lambda)

qqplot (my_exp,Y)

abline (0,1)

#Graficando

hist (my exp, freq=F)

x <— seq(0,10,by=0.1)

curve (dexp (x,lambda) ,add=T, col=2,1ty =3,lwd=3)

6.3.2. Distribucién uniforme discreta

gen uni <— function(muestra=1,cardinalidad=2)

{

# wvector de wvalores uniformes discretos
UDI <— NULL

for(i in 1:muestra)

{

for(j in 1l:cardinalidad)

if (U[i]<j/cardinalidad)
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{

UDI|i]=]

break

}

}

}

return (UDI)

}

m<— 10 # Cardinalidad del conjunto
n <— 1000 # tamano muestra
UD <— gen_uni(n,m)

# Graficando

plot (UD)

hist (UD, breaks=c(0:m))

# Generando con R

UDR <— sample(1:10, n, rep=T)
hist (UDR, breaks=c(0:10))

6.3.3. Distribuciéon Binomial

binomiales <— function(m=1, n=1, proba=0.5)

{

cte <— proba/(1—proba)
X <— NULL

for(j in 1:m)

{

u <— runif(1)
i<—0

pr <— (1—proba)~n
F < pr

repeat

{

if(u < F)

{

X< ¢(X,1)

break

}

else

{

pr <— prxctex(n—i)/(i+1)
F<—F + pr

1 <— i+l

}

}
}

43
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return (X)

}

B <— binomiales (50000, 5, 0.5)
prop.table(table(B))

dbinom (0:5, 5, 0.5)

hist (B, freq=F, col=3,breaks=c(0:10))
points (0:5, dbinom(0:5, 5, 0.5))

6.3.4. Distribuciéon Poisson.

# lampois es el par|’ametro y np el tamano de la muestra
# ponemos una cota a la Poisson

ran_pois <— function(np=1,lampois=1)

{

sup <— 10000

up <— NULL

mp <— NULL

for(k in 1:np)

up [k] <— runif(1)

i<—0

p <— exp(—lampois)
F<-p

while (i < sup)

{

if(up|k] < F)
mp|k] <— i

i <— sup

}

p <— (lampoisxp)/(i+1)
F < F+p

i <— i+l

}

}

return (mp)

}

lamb <— 10 # Par| ’ametro

npois <— ran_pois(n,lamb)

varmax <— max(npois)

hist (npois, breaks=c(0:varmax), freq=F)
points (x=c (0:varmax) ,

y=dpois (c(0:varmax),lamb), type=’o’, col="blue")
mean(npois)

var (npois)
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# Generando Poisson con R
poisR <— rpois(n,lamb)
hist (poisR)

6.4. Meétodo de Aceptaciéon-Rechazo

6.4.1. Caso continuo

fd <— function(a, b)

{

x <— seq(a, b, by=0.01)

y <— 20xxx(1—x)"3

plot(x, y, type='1")

abline (h=0, col=2)

abline (v=0, col=2)

abline (v=0.25, col=3, lty=2)
abline (h=2.1094, col=3, lty=2)
}

fd (0,1)

# Tamano de la muestra

n <— 10000

# Valor de la constante

c <— 135/64

# Aceptaci|’on y rechazo
acepyrech <— function(n=1)

{

numale <— NULL

for(i in 1:n)

{

repeat

{

ul <— runif(1)

u2 <— runif(1)

if(u2 <= (20%64/135)*ul=((1—ul)"~3))
{

numale <— c¢(numale, ul)

break

}

}

}

return (numale)

}

muestra <— acepyrech (n)

hist (muestra, freq=F, ylim=c(0,c))
x <— seq(0 , 1, by=0.01)

45
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curve(20*x*((1—x)"~3), add=T, col=2)
abline (h=0, col=2)

abline (v=0, col=2)

abline (v=0.25, col=3, lty=2)
abline (h=2.1094, col=3, lty=2)

6.4.2. Distribuciéon Gama

# Distribuci|’on Gama(3/2,1)
gama <— function (n=1)

{

X <— NULL

for(i in 1:n)

{

repeat

{

ul <— runif(1)

u2 <— —(3/2)*log(runif(1))
if (ul <= sqrt(2+exp(1l)=*u2/3)*exp(—u2/3))
{

X < c(X,u2)

break

}

}

}

return

(X)

}

gamas<—gama (100000)

hist (gamas, freq=F, col=3)

x <— seq(0,max(gamas) ,by=0.01)

curve (dgamma(x,3/2,1),add=T, col=4,1ty =2,lwd=3)

# anal|’iticamente sabemos que la esperanza es 1/3
mean ( muestra)

6.4.3. Caso discreto

# Tamano de la muestra

n <— 10000

# vector de probabilidades

probas <— ¢(0.2, 0.15, 0.35, 0.2, 0.1)
#prob=array (c (0.2, 0.15, 0.35, 0.2, 0.1))
# Encontrando la constante

cte <— max(probas)/(0.2)
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#c=mazx(prob)/(1/length (prob))
# Algoritmo

X <— NULL for (i in 1:n)
{

repeat

{

Ul <— runif(1)

Y <— floor (5xU1)+1

U2 <— runif(1)

if (U2 <= 5*probas[Y]/c)
{

X < ¢(X)Y)

break

}

}

}
tabla <— table(X)

# Estimaci|’on de probabilidades
fre <— tabla/sum(tabla)

fre

probas

6.5. Cociente de Uniformes
6.5.1. Distribucién exponencial

# Tamano de la muestra

n <— 10000

# Par| ’ametro de la exponencial
lambda <— 5

# Implementando el algoritmo
u <— numeric(n)

v <— numeric(n)

expcoc <— numeric(n)
gen_expo <—

function(n=1, lambda=1)

{

lamb <— sqrt (lambda)

for(i in 1:n)

u[i] <— runif(1,0,lamb)

b <— —(u[i]/lambda)*(2xlog(u[i])—log(lambda))
v[i] <= runif(1,0,b)

expcoc|[i] <— v[i]/uli]
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return (expcoc)

}

mis_expo <— gen_ expo(10000,5)
mean (mis_expo)

hist (mis_expo , freq=F)

x <— seq(0,10,by=0.1)

curve (dexp(x,lambda) ,add=T, col=2)

6.6. Simulando otras distribuciones
6.6.1. Normal, Box-Muller

boxmuller <— function ()
{
u <— runif(2)
x <— sqrt(—2*log(u[l]))=*cos(2*pixu|[2])
y <— sqrt(—2xlog(u[l]))=*sin(2*pixu[2])
7z <— C(X7y)
return (z) }
mi_rnorm <— function(n=1, mu=0, sigma=1)
{
if(n>1)

{

if(n%%— 1)

{

aux <— mi_rnorm()

z <— c(aux,mi rnorm(n—1))
}

else

{

z <— NULL

for(i in 1:(n/2))

z <— c¢(z,boxmuller ())
}

}

else

{

z <— boxmuller ()[1]

}

return (mutsigmasz)

}

normales <— mi rnorm (10000, —-2,2)

hist (normales , freq=F, ylim=c (0,0.4))

x <— seq(—3,3,by=0.1)

curve (dnorm(x, —2.2),add=T, col=2,1ty =3,lwd=3)
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6.6.2. Distribuciéon Gamma, aceptaciéon y rechazo

gama <— function(x, alpha, beta)
{

return (beta~alpha)*(x~(alpha—1))*(exp(—x*beta)))/(gamma(alpha)
}

M <— function(alpha, a, b)

{

return ((((alpha—a)/((1—b)*exp(1))) " (alpha—a))*(b~(—a)))
}

niter <— 100000

alpha <— 2

beta <— 4

a <— floor (alpha)

b <— a/alpha

g <— vector ("numeric" ,niter)
for(j in 1l:niter)

{

iter <— 0

AR<— 0

while (AR = 0)

{

u <— runif(1)

t <1

for(i in 1:a)

<— (—1/b)=*log(runif(1))
if (u <= ((gama(x,alpha,1))/(M(alpha,a,b)*gama(x,a,b))))

—. P4 e

<1

w—/%f—h\

else

{

AR <— 0

iter <— iter + 1
}

}

}

glj] < x/beta

hist (g, freq=F, ylim=c(0,1.4))
x <— seq(0, 4, by=0.1)
curve (dgamma(x, alpha ,beta), add=T, col=2, lty=3, lwd=3)
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6.6.3. Distribucién Beta

betas <— function(alpha=1, beta=1)
{

yl <— rgamma(1l,alpha 1)

y2 <— rgamma(1,beta,1)

return (yl/(ylt+y2))

¥

mi_beta <— function(n=1,alpha=1,beta=1)
{

b <— NULL

for(i in 1:n)

b <— c(betas(alpha ,beta) b)

return (b)

¥

mb <— mi beta(1000,2,2)

hist (mb, freq=F)

x <— seq(0,1,by=0.01)

curve(dbeta(x,2,2) ,add=T, col=2, lty=3, lwd=3)

6.6.4. Distribucién Bernoulli

bernoulli <— function(n=1, p=0.5)

0

NULL for(i in 1:n)

"

runif (1)
<= p)

"
=

c(1l,b)

—
73]
o

"

c(0,b)

N T D T A e & AT
0

return (b)

}
b <— bernoulli(10000,0.3)

mean(b)

6.6.5. Distribucion Geomeétrica
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geo <— function(p)

{

y <— rexp(1l,—log(1-p))
return (1 + floor(y))

r}ni_geo <— function(n=1, p)
 — NULL

for(i in 1:n)

é<— c(g,geo(p))

Ii'eturn (g)

geometricas <— mi geo (10000,0.5)
hist (geometricas , breaks=c(0:15), freq=F) points(x=c(0:12) ,y=dgeom(c(0:12),0.5) ,type="c

6.6.6. Distribucién Poisson

poiss <— function (lambda=1)

{

n<—1

a<—1

repeat

{

u <— runif(1)

a <— a%*u

if (a >= exp(—lambda))
n <— n+l1

else break

return (n—1) }

mi_poisson <— function(n=1,lambda=1)
{

p <— NULL

for(i in 1:n)

p <— c(p, poiss (lambda))

return (p)

poissones <— mi_poisson(10000,10)
hist (poissones , freq=F)
points(x=c(0:22), y=dpois(c(0:22),10), type="o", col="blue")
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6.7. Simulando procesos estocasticos
6.7.1. Cadenas de Markov a tiempo discreto

#Simula una caminata los enteros positivos
# N\ ’umero de estados

M=10

# Probabilidades

p=T7/8

# mover a la derecha

q=1-p

# mover a la tzquierda

# Distribuci|’on inicial

pi=array (1 /M,dim=c (1 ,M))

# Matriz de Transici| ’on

MI=array (0 ,dim=c (M,M))

#N\| mero de transiciones

n=100

# Realizaci|’on de la Cadena de Markov
X=NULL

# Creando la Matriz de Transici| on
for (i in 1:M)

for(j in 1:M)
{

Pf (j=—it1)
MI‘[I 7j]:p

i (j—i 1)
{
MT[i,jl=q

}

MT[1,2]=1
MT[M,M-1]=1

# Inicia la Cadena de Markov
U=runif (1)

U

i=1

suma=0

while (i<=M)

{

suma=pi [ i]+suma
if (U<suma)
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{

X[1]=1

i=MH1

¥

i=i+1

}

# FEstado Inicial
X[1]

# Genera una trayectoria de la Cadena de Markov
k=2

while (k<=n)

i=X[k—1]

#FEl estado anterior
sum=0

i=1

U=runif (1)

while (j<=M)

{
sum=MT[1 , j|+sum
sum

if (U<sum){
X[k]=j

#FEl nuevo estado
j=MH-1

}

j=j+1

}

k=k-+1

}

plot (X, type="p’ ,xlab="Tiempo’ ,ylab="Espacio_de_Estados’,col="red’ ;main="Caminata_Ale

6.7.2. Proceso de Poisson homogéneo

# Simulaci|’on de un proceso de Poisson
PP <— function (lambda, T)

{

tiempo <— 0

i<—20

si <— NULL

repeat{

u <— runif(1)

if (rbinom(1,1,0.05))

tiempo <— tiempo — (1/lambda)=*log(u)
if (tiempo > T) break
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i<—1i+1

si <— c(si, tiempo)

if (!(1000—1)) break

}

plot (si,type=’s’,col="green’)
return(c(tiempo, i))

md <— NULL
n <— 10000
<=0

for(i in 1:n)

salida <— PP(1/800, 50000)
if ((salida[1] > 50000) && (salida[2] <= 1000))
{

md <— rbind (md, salida)

] <— j+1
}
p<—j/n
}
P

6.7.3. Proceso de Poisson no homogéneo

# Simulaci|’on de un proceso de Poisson no homogeneo
PPNH <— function (lambdat, lambda, T)
{

tiempo <— 0

i<—0

si <— NULL

repeat

{

u <— runif(1)

tiempo <— tiempo — (1/lambda)=*log(u)
if (tiempo > T)

break

u <— runif(1)

if (u <= eval(lambdat)/lambda)

{

1i<—1+1

si <— c(si, tiempo)
}

}

plot(si, type=’s’, col="green’)
return(si)
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}

lambdat <— expression (tiempo/2)
PPNH(lambdat, 0.06, 1000)

6.7.4. Proceso de Poisson compuesto

# Modelo de riesgo Cramer—Lundberg
cramlund <— function(u0, cte, lambda, mu, sigma, T)

{
tiempo <— 0
Ct <— u0

severidad <— 0

ruina <— 0

plot (¢ (tiempo,T),c(0,0), ylim=c(—10000,10000000))
repeat {

u <— runif(1)

p0 <— c(tiempo, Ct)

tn <— —(1/lambda)x*log(u)

tiempo <— tiempo + tn

Ct <— Ct + ctextn

pl <— c(tiempo ,Ct)

segments (p0[1],p0[2] ,pl[1],pl[2],col="green’  lwd=2)
Ct <— Ct — rlnorm (1, mu, sigma)

p2 <— c(tiempo,Ct)

segments (pl[1],pl[2],p2[1],p2][2],col="red’  lty=3,lwd=2)
if (Ct < 0)

{

severidad <— Ct

ruina <— 1

break

if (tiempo > T)
break
}

return (c(ruina, severidad))

}

simulaciones <— NULL

n <— 100

for(i in 1:n)

simulaciones <— rbind(simulaciones, cramlund (1235000, 150000, 1/10, 12.4, 1.74, 365))
proba <— mean(simulaciones|,1])

sevprom <— (simulaciones[,1] % %imulaciones|,2]) /sum(simulaciones|[,1])

proba

sevprom



56

CAPITULO 6. APENDICE



Bibliografia

[1] Asmussen, S. Ruin Probabilities. Advances Series in Statistical Science &
Applied Probability, Vol. 2. Word Scientific, 2001.

[2] Beard, R. E. et al. Risk Theory. The stochastic basis of insurance. Great
Britain, Chapman and Hall, 3rd edition, 1984.

[3] Daykin, C. D. et al. Practical risk theory for actuaries. Great Britain, Chap-
man and Hall, 1993.

[4] Gerber, Hans U. An introduction to mathematical risk theory. USA, Huebner
Foundation, 1980.

[5] Hoel, P. G., Port, S. C., Stone, C. J. Introduction to probability theory.
Houghton Mifflin Company, 1971.

[6] Kass, R., Goovarts, M. ,Dhaene, J. and Denuit, M. Modern Actuarial Risk
Theory, Using R. Springer, 2nd edition, 2008.

[7] Rincon, L. Una Introduccion a la teoria del Riesgo. Las prensas de ciencias.

o7



