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Capitulo 1

Introduccion a los Procesos Estocasticos

En este capitulo se presenta una breve introduccién al concepto de proceso estocdstico, se da una descrip-
cién general de sus caracteristicas principales, se hace una clasificacién bésica de los procesos estocasticos
y se dan algunos ejemplos.

1.1. Definiciones elementales

Consideremos un sistema cuya evolucién en el tiempo entre diferentes estados (determinados previamen-
te) estd modelada por una ley de movimiento. Si X; representa el estado del sistema en el tiempo t y
suponemos que la evolucion de éste no es determinista, sino estd regida por algin componente aleatorio,
resulta natural considerar a X; como una variable aleatoria para cada valor ¢t. Hasta aqui, tenemos una
coleccién de variables aleatorias indexadas por el tiempo, a esta coleccion se le conoce como un proceso
estocastico. Resulta de gran relevancia estudiar las relaciones entre las variables aleatorias de dicha co-
lecciéon que permiten clasificar a los procesos estocésticos.

Comenzaremos dando una definiciéon formal de un proceso estocéstico.

Definicién 1.1. Un proceso estocdstico X = {X;}ier es una coleccion de variables aleatorias (definidas
en el mismo espacio de probabilidad) que toman valores en un conjunto E con pardametro T, es decir, para
cada t € T, Xy es una variable aleatoria.

En esta definicién a T se le conoce como el espacio parametral y es interpretado como el tiempo, de
esta forma a X; se le entenderd como el estado del proceso al tiempo t. Ademds se considera que las
variables aleatorias X; para toda t € T estédn definidas sobre el mismo espacio de probabilidad (Q2,.7, P).
Un proceso estocastico puede ser interpretado como la evolucion en el tiempo de algiin fenomeno cuya
dindmica se rige por el azar.

Siguiendo la definicién de proceso estocéstico, se le puede ver como una funcién de dos variables

X:TxQ—E,

tal que a cada pareja (t,w) € (T,1) se le asocia X (t,w) = X¢(w) y de esta manera para cada t € T la
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funcién de
w— X(w)

es una variable aleatoria y para cada w € €, la funcién
t— X; (W)

es una trayectoria o realizacién del proceso.

1.2. Clasificaciéon general.

Segun las caracteristicas del espacio parametral se puede hacer la primera distincién entre procesos es-
tocésticos.

Definicion 1.2. Proceso estocdstico a tiempo discreto SiT es un conjunto a lo mds numerable, se
dice que X es un proceso estocadstico a tiempo discreto, para nosotros sera T' = M, donde M C N y en
general se denota por X = { Xy }n>0.

Definicion 1.3. Proceso estocdstico a tiempo continuo Cuando T sea un conjunto infinito no
numerable, se dice que X es un proceso estocdstico a tiempo continuo, para este caso T = [0,7] 6 [0, 00).
y en serd denotado por X = {X;}i>0.

En cuanto al conjunto donde las variables aleatorias toman valores (E), se le conoce como espacio de
estados del proceso y de manera andloga este también puede ser discreto o continuo.

1.3. Condiciones de regularidad: una primera tipologia de procesos
estocasticos.

En esta seccién hablaremos sobre caracteristicas que pueden tener los procesos estocasticos que ademaés
sirven para hacer una clasificacién de los mismos.

Definicién 1.4. Procesos de variables independientes. Sea X = {X,, }n>0 se dice que es un proceso
estocdstico de variables aleatorias independientes st X, y X, son independientes para toda n,m > 0 con
m £ n.

Definicién 1.5. Procesos con incrementos independientes.Un proceso estocdstico X = { X} ter,
se dice que tiene incrementos independientes si para cualesquiera tg <t1 < ... <ty, t; €T, las variables
aleatorias

X, — Xty oo Xy, — Xy

n—1

son independientes.

Definicién 1.6. Procesos con incrementos estacionarios. Un proceso estocdstico X = { X er,
se dice que es estacionario si para cualesquiera tg < t1 < ... < tn, , t; € T, la distribucion del vector
aleatorio (Xiy, Xt, ..., Xt,) es la misma que la del vector aleatorio (Xio+n, Xty 4h - -, Xt,+n) para toda
h > 0 y entonces tiene incrementos estacionarios si para cada s <t y h > 0 se tiene que Xi1p — Xsrn Y
X — X, tienen la misma distribucion.
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Definicién 1.7. Procesos Gaussianos. Se dice que un proceso estocastico X = {X;}er es un pro-
cesos de Gaussiano si para cualquier coleccion finita de tiempos ti,. .. t, el vector (Xy,...,Xy,) tiene
distribucion Gaussiana multivariada.

Definicién 1.8. Procesos de Markov. Se dice que un proceso estocdstico X = {X;}ier es un proceso
de Markov si satisface la propiedad de Markov, es decir, si

P(th = l‘n|th_1 = Tp—1y--- ,Xto = l‘o) = P(th = {En|th_1 = CCnfl)

contg <t < ...<ty, t; €T yx; € F parai = 0,1,...n. Este tipo de procesos son aquellos cuyo
evolucion futura depende solamente del estado presente del proceso.

1.4. Caracteristicas principales de los procesos estocasticos

1.4.1. Esperanza de un proceso estocastico

Para un proceso estocastico X = {X;}icr se define la esperanza de X; como el valor esperado de la
variable aleatoria observando el proceso en algin tiempo ¢, es decir

E(Xt):/ExdFXt(x),

donde F'x,es la funcién de distribucién de X; .

1.4.2. Autocorrelacion de un proceso estocastico

La funcién de autocorrelacién del proceso X = {X;}ier se define como el valor esperado del producto de
las variables aleatorias X;, yX:, en los momentos ¢; y t2 respectivamente, es decir,

E(thth)Z//$1962dFXt1,Xt2($1,372)
EJE

donde F, x, es la funcion de densidad conjunta de las variables aleatorias X, yXy,.

1.4.3. Autocovarianza de un proceso estocastico

La funcién de autocovarianza del proceso X = {X;}ier se define por:
RX(th t2) = E[(th - E(th))(th - E(th)]'

1.4.4. Correlacién cruzada de procesos estocasticos

Sean X = {X;her e Y = {Y, }1er dos procesos estocdsticos se define la correlacién cruzada entre estos
Procesos por:
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Rxy(ti,t2) = E(Xy, Ys,)

Ry x(t1,t2) = E(Yy, Xy,)

para cualesquiera tiempos t; y to.

1.4.5. Covarianza cruzada de procesos estocasticos

Sean X = {X;}ier e Y = {Y; }hier dos procesos estocasticos se define la covarianza cruzada entre estos
Procesos por:

E[(th - E(th))(}/;ﬁz - E(Y%Q)”

para cualesquiera tiempos t1 y to.

1.5. Ejemplos

Presentaremos algunos ejemplos de procesos estocasticos.

Ejemplo 1.5.1. (Caminatas aleatorias simples y el problema de la ruina.) Consideremos la
siguiente situacion: teniendo un capital de k pesos al tiempo cero, a cada instante de tiempo se apuesta
un peso en un volado, gandndo si cae dguila. Si X, denota el capital después del n-ésimo volado entonces
X ={Xu}n>0 es un proceso estocdstico que modela la evolucion del capital en el tiempo.

Para estudiar matematicamente el capital en el tiempo, consideremos a la variable aleatoria que nos indica
el instante que se llega a la ruina (podria ser infinita). El modelo matemético puede ser descrito como
sigue: sean Uy, Us, .. .variables aleatorias uniformes en (0,1) e independientes. Considerando la variable
aleatoria I, <1/2) que puede ser interpretada como la indicadora de que el volado tenga como resultado
dguila. Por tltimo se considera a la variable aleatoria Y; = 2l <1/9y — 1 que toma los valores 1 si cae
aguila y -1 si cae sol. De esta forma tenemos que

n
X, =) Y.
=0

Ejemplo 1.5.2. Considere una particula que se mueve en un conjunto de m + 1 nodos, etiquetados por
0,1,...,m, distribuidos en un circulo. Sea Xy, la posicion de la particula después de n-pasos y supongamos
que se mueve a los nodos vecinos con igual probabilidad.

Ejemplo 1.5.3. Tiempos de espera Consideremos la fila en un banco y supongamos que los clientes
van llegando a tiempos aleatorios y cada uno requiere un servicio que es también una variable aleatoria.
Supongamos que un cliente llega a un tiempo t, nos interesa saber jcudnto tiempo tarda en salir del
banco?.

Ejemplo 1.5.4. (Movimiento Browniano Geométrico). Supongamos que tenemos un proceso es-
tocdstico a tiempo continuo X = {X;}+>0 donde X; representa el precio de una accion al tiempo t.
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Estudiando los elementos de este proceso podemos conocer caracteristicas del comportamiento futuro del
precio del activo.

Ejemplo 1.5.5. El modelo cldsico de Cramér-Lundberg.

Este modelo tiene sus origenes en la tesis doctoral de Filip Lundberg defendida en el ano de 1903. En este
trabajo Lundberg analiza el reaseguro de riesgos colectivos y presenta el proceso de Poisson compuesto.

En 1930 Harald Cramér retoma las ideas originales de Lundberg y las pone en el contexto de los procesos
estocastico. El modelo ha sido muy estudiado y se han propuesto varias formas de generalizarlo.

El modelo que estudiaremos es el proceso a tiempo continuo {C}}:>o dado por

Nt
Ctzu—l—ct—ZYj
j=1

donde:

u es el capital inicial de la compania aseguradora

ct es la entrada por primas hasta el tiempo ¢ con ¢ una constante positiva

Y; es el monto de la j—ésima reclamacion, y

N = {N;} es un proceso de Poisson de pardmetro \.

C, representa el balance mas sencillo de ingresos menos egresos de una compaiiia aseguradora. Al proceso
C se le llama proceso de riesgo o proceso de superavit.

La variable aleatoria C} se puede interpretar como el capital de la compania aseguradora al tiempo t y por
razones naturales y legales es importante que C; permanezca por arriba de cierto nivel minimo. Cuando
C; < 0 se dice que hay ruina.

La ruina casi nunca sucede en la practica, es solamente un término técnico que produce alguna toma de
decision.Por ejemplo, si el capital de una compaitiia aseguradora asignado a una cartera decrece en forma
significativa, ésta autométicamente puede tomar ciertas medidas para subsanar esta situacién y no se
trata de un evento insalvable.
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Capitulo 2

Cadenas de Markov a tiempo discreto

2.1. Introduccion

Una propiedad de especial importancia que poseen algunos procesos estocasticos a tiempo discreto, es que
sus valores en el n-ésimo momento tienen toda la informacién para determinar el valor del n 4+ 1-ésimo
momento. Esta propiedad conocida como propiedad de Markov es de gran importancia en el estudio, en
general, de la teoria de procesos estocasticos, y por ello prestamos especial dedicacién en este capitulo.
En este capitulo se supondra que trabajamos con procesos a tiempo discreto y que toman valores en un
conjunto a lo mas numerable.

2.2. Conceptos basicos

Consideremos una coleccién de variables aleatorias X, X1,... , interpretando a X,, como el estado de
un sistema al tiempo n y supongamos que el conjunto de posibles valores de X, es a lo mas numerable,
enumerandolos, tenemos que F = {1,2,..., N} para el caso finitoy E = {1, 2, ...} para el caso numerable,
FE es llamado espacio de estados. Si este proceso satisface la propiedad de Markov

P(Xn-i-l = $n+1|Xn = Tny-. .- ,Xo = LL’()) = P(Xn—H = l’n+1‘Xn = l’n)

con xg,...,Tpt1 € F, decimos que {Xn}n20 es una cadena de Markov.
A la distribucién de Xy se le llama distribucién inicial y la denotaremos por m = (m1,...,7N) 0 T =
(m1,...,) para el caso finito o infinito numerable respectivamente donde 7; = P(Xy = i) para toda i € E.

Algunas observaciones importantes:

1. Si Xo =xzg,...,X, = x, entonces decimos que se ha presentado la trayectoria xg, ..., xy.

2. A la familia P(X,4+1 = j| X, =) se le conoce como familia de probabilidades de transicién de la
cadena de Markov y describe la evolucion de la cadena en el tiempo.

11
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3. En caso de que exista independencia del tiempo se le llama homogénea y
P(Xn+1 = ]|Xn = 1) = Dij
son las probabilidades de transicién y para m > 1

pz(';'n) = P(Xm4n = j|Xn = 1),

que representa la probabilidad de pasar del estado ¢ al estado j en m unidades de tiempo.

Definicion 2.1. Matriz de transicion. Es la matriz cuadrada de orden N formada por las probabilidades
de transicion

P11 P12 ... PIN

P21 P22 ... DP2N
P = ) )

PN1 PN2 ... PNN

con entradas no negativas y la suma de cada renglon es uno (matriz estocdstica,).

2.3. Ejemplos

Veamos algunos ejemplos de cadenas de Markov

Ejemplo 2.3.1. Caminata aleatoria simple. Un individuo estd parado e inica una caminata en el cual sélo
se mueve hacia adelante con probabilidad p o hacia atrds con probabilidad 1 —p (p € (0,1)). Definiendo a
X, como la posicion del individuo después de n—pasos, se tiene entonces que E = 7 y las probabilidades
de transicion para cualquier n > 0 et,j € E estdn dadas por:

D j=1+1
pij=y1l-p j=i-1
0 e.o.c.

Ejemplo 2.3.2. Problema del jugador. Suponga que un jugador A apuesta $1 sucesivamente contra otro
jugador B. A inicia con k unidades y B con N — k. En cada apuesta, A gana con probabilidad p y
pierde con probabilidad 1 — p (p € (0,1)). Si definimos X,, como la fortuna de A al tiempo n, entonces
X = {Xu},>0 define una cadena de Markov.

Ejemplo 2.3.3. Cadena de Ehrenfest. Se tienen dos urnas , entre ambas hay un total de N bolas. En
cada paso se elige una de las bolas al azar y se cambia de urna. Si X, = ndmero de bolas en la urna A
después de n ensayos, entonces X = { X, }n>0 define una cadena de Markov.

2.4. Resultados Importantes

A continuacién presentaremos algunos resultados importantes.
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Proposicién 2.1. Ecuacion de Chapman-Kolmogorov. Sea X = {X,},~, una cadena de Markov con
matriz de transicion P = {p;;}ijcgp entonces

n+m n m
pz(j )= sz(k)pl(cj .
keE

Este resultado nos dice que pgl) es la entrada 7j de la n—ésima potencia de P. En general, no es posible

calcular explicitamente las potencias de la matriz de transicién. Sin embargo, nos podemos auxiliar de
paquetes computacionales para esta tarea.

Corolario 2.1. Sea X = {Xp},, una cadena de Markov con matriz de transicion P = {pij}ijer y

distribucion inicial ™ entonces
P[X,, =i =nP[

*79

para todan € N et € E, donde P

i es la i-ésima columna de la n-ésima potencia de P.

Proposicion 2.2. Propiedad de corrimiento. Sean n,k € N fijos y xo,21,...,%n,...,Tntk € E entonces

P(Xn-I—k = Tptky- o Xntl = anrl’Xn =Tp,..., X0 = SU(]) = P(Xk = Tniky-- -y X1 = xn+1|X0 = CEn)

2.5. Clases de comunicacion

Sean 7 y j dos estados de F, se dice que el estado j es accesible desde el estado 7 si existe n € N, tal

que pg-l) >0 (i—j).Sii— jej— jentonces, iy j se comunican, (i +> j), en particular, se tiene el

siguiente resultado sobre la comunicacién.

Proposicién 2.3. La relacion i <> j (comunicacion) es una relacion de equivalencia, por lo tanto, induce
a una particion en el espacio de estados.

A las clases de equivalencia inducidas por esta relacién les llamaremos clases de comunicacién. En parti-
cular diremos que una cadena de Markov es irreducible si tiene una sola clase de comunicacién.

Sea i € I, a su clase de cominicacién la denotaremos por Cj;, es decir

CZ:{]EEZHJ}

En cuanto a la particién inducida por la comunicacién de estados decimos que, tomando C C E , es un
conjunto cerrado si para toda j € E — C, i« € C no puede acceder a j, en caso contrario decimos que es
una clase abierta.

2.6. Clasificacion de estados

De acuerdo a las propiedades que tiene cada estado en una cadena de Markov en cuanto a la probabilidad
de regresar a él, los estados pueden ser clasificados de la siguiente manera.
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Definicién 2.2. Se dice que un estado i es recurrente si la probabilidad de (eventualmente) regresar a
i, es uno, es decir, si
P(X, =i|Xo=1) =1,

para alguna n > 1. Un estado que no es recurrente se llama transitorio.
Tratar de clasificar los estado en recurrentes y transitorios partiendo de la definicién no resulta, en

general, tarea facil. Una manera distinta de enunciar estos conceptos es en términos de las siguientes
probabilidades.

Definicion 2.3. Para cada n > 1, denotamos por fi(f) a la probabilidad de que una cadena que inicia en
el estado 1, lleque al estado j por primera vez en exactamente n pasos, es decir,

= P(Xp =, Xno1 # 5., X1 # §, Xo = i).

Ademds definimos

Definicion 2.4. Definimos a
oo
n=1
que es la probabilidad de un eventual regreso al estado 1.

Nota 2.1. Decimos que:

n El estado i es recurrente si f; = 1, en particular st fi(il) =1 el estado se le llama absorbente.

= Fl estado x es transitorio si f; < 1.

Un resultado importante es el que permite descomponer la probabilidad de visitar el estado j iniciando
en 7 en términos de todas las posibilidades de tiempos que pueden ser la primera visita.

Proposicién 2.4. Paran > 1 se cumple que

n
(n) _ —k
Py = furfi "
k=1
para tod i,k € E.

Podemos ya formular el siguiente importante teorema.

Teorema 2.1. (Teorema de descomposicion de las Cadenas de Markov) El espacio de estados
E de una cadena de Markov, tiene la siguiente particion unica:

E=TUuCiuCyU...

donde T es un conjunto de estados transitorios, y C; son clases cerradas e irreducibles de estados recu-
rrente.
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Nota 2.2. El teorema de descomposicion nos muestra las posibilidades que pueden darse en una cadena
de Markov. Esto es, si xg € Ck, entonces la cadena nunca abandonard la clase Cy y entonces, podemos
considerar el espacio de estados EE = Cy. Por otra parte, si g € T entonces, o la cadena permanece por
siempre en T o se mueve a una clase Cy y permanece ahi por siempre. Asi, o la cadena siempre toma
valores en el conjunto de estados transitorios o acaba en un conjunto cerrado persistente de estados donde
permanecerd por siempre. Veamos ahora que en el caso en el que E sea finito la primera situacion no
puede darse.

Definicion 2.5. Definamos al nimero de visitas al estado i como la variable aleatoria

Vi= ZH{Xn:i}'
n=0

Nota 2.3. La variable aleatoria anterior toma valor infinito con probabilidad cero o uno.

Decimos que si V; es infinita con probabilidad 1, partiendo de ¢, entonces i es estado recurrente, en caso
contrario es un estado transitorio.

Motivados en este criterio tenemos el siguiente resultado

Proposicién 2.5.

)

. . ’ . n
1. Un estado ¢ es recurrente si y sélo si >, pgi = 0.

2. Un estado i es transitorio si y sélo si ), pE?) < 00.

Este resultado nos proporciona una equivalencia, en términos de las matrices de transicion, para que un
estado sea recurrente.

2.6.1. Tiempos de llegada y tiempos de absorcién

Definicion 2.6. Un tiempo aleatorio es una variable aleatoria
T:Q— NU{oo}.
Definicién 2.7. Un tiempo aleatorio T es un tiempo de paro si para n € N existe A, C E" tal que
{T =n} ={(Xo,...,Xpn) € Ay }.

A la variable aleatoria tiempo de paro la podemos interpretar como el tiempo que se obtiene de observar
una trayectoria hasta que se cumpla cierta condiciéon. Veamos algunos ejemplos de tiempo de paro.

Ejemplo 2.6.1. Sea T el tiempo en el que una cadena de Markov regresa a su estado inicial, es decir

1% X, # Xo para toda n
N\ min{n > 1X, = Xo} e.o.c
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Ejemplo 2.6.2. Sea T, el tiempo en el ocurre la enésima visita al estado inicial es un tiempo de paro.

En el estudio de las cadenas de Markov resulta de particular interés el estudio de los tiempos aleatorios
de la ocurrencia de eventos relacionados con la llegada a un estado o un conjunto de estados del espacio
de la cadena. En esta seccion estudiaremos este tipo de variables aleatorias.

Definicién 2.8. Sea T4 primera vez que la cadena accede a A un subconjunto del espacio de estados, es

decir
{oo X, e E— A para toda n
Ty =

min{n > 1|X,, € A} e.o.c
Nota 2.4. En general, no resulta tarea facil encontrar la distribucidn de este tipo de variables aleatorias.
En el caso que el conjunto A consta de un solo estado (j) y la cadena empieza en el estado ¢ denotaremos

por T;; la primera vez que la cadena visita el estado j iniciando en i si ¢ # j. Si 4 = j lo denotamos por
T;.

Veamos un ejemplo donde podemos ilustrar esta definicién.

Ejemplo 2.6.3. Racha de éxitos. Sea Eq, Eo, ..., una sucesion de ensayos Bernoulli con probabilidad
de éxito p y probabilidad de fracaso g = 1—p. Si X,, es el numero de éxitos consecutivos previos al tiempo
n (incluido el tiempo n). Se dice que una cadena de r éxitos ocurre al tiempo n si en el ensayo n — r
ocurre un fracaso y los resultados de los ensayos n —r + 1 al n son éxitos.

Para la cadena de Markov de racha de éxitos tenemos (por ejemplo)

1. fé?) — qn—lp.

2. fo5) =p"q.

2.6.2. Criterios de clasificacion de estados

A continuacion presentamos una serie de resultados respecto a la clasificacién de estados y la comunicacion.

Proposicién 2.6. La recurrencia y transitividad son propiedades de clase.

Un criterio facil para saber si una clase es recurrente es el siguiente.
Proposicién 2.7. Si el espacio de estados es finito, una clase es recurrente si y solo si es cerrada.

Corolario 2.2. En una cadena de Markov irreducible con espacio de estados finito todos sus estados son
recurrente.

Corolario 2.3. Toda cadena de Markov con espacio de estados finito tiene por lo menos un estado
recurrente.

Corolario 2.4. Sea C C E una clase abierta. Entonces C' es transitoria.

Nota 2.5. En general, el andlisis de recurrencia y transitoriedad, en cadenas con espacio de estados
nfinito, es mds complicado.
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Definicion 2.9. Sea P la matriz de transicion, definimos al periodo de un estado i como el mdximo
() 0}, es decir,

comain divisor del conjunto {n € N : p;,

d(i) := M.C.D.{n € N: p™ > 0}.

Proposicién 2.8. FEl periodo es una propiedad de clase de comunicacion.

2.6.3. Recurrencia positiva y nula.

Siguiendo la clasificacién de estados, resulta importante conocer el niimero esperado de pasos para regresar

a i, es decir,
o0

i = Zn Z‘(Z‘n)a

n=1

a la cual llamaremos tiempo medio de recurrencia.

Nota 2.6. Puede darse el caso de que siendo i un estado recurrente el tiempo medio de recurrencia, fi;,
sea infinito; siendo éste el caso en el que aunque el regreso a i es cierto se necesita un tiempo infinito. Ast,
realizamos la siguiente distincion entre los estados recurrentes obteniendo una subclasificacion de estos.

Definicion 2.10. Decimos que

1. El estado i es recurrente positivo si p; < 00.
2. El estado i es recurrente nulo si p; = co.

Definicién 2.11. Sean i,j € E, definimos a la variable aleatoria Vij(n) como el nimero de visitas al
estado 7 empezando en i en una trayectoria de longitud n, es decir,

Vij(n) =) Ix,—j
k=1
dado que Xo = i.Ademas Vij = limy, o0 Vij(n).

Se tiene directamente el siguiente resultado.

Proposicién 2.9. Para cualesquiera i,j € E se tiene que

1 i k=0
1. P(Vij > k) = - SZ'

fii(fi5) si k>1

1— fij st k=0
2. P(Vyj = k) = i |

fii(fi) = f) si k>1
3. E[Vz]] = Z?Lo:l Pgl) = % st 0> fjj <1

oo st fi; #0,f;=1

0 st j es transitorio
4. P(Vij = o0) = {

fij st j  esrecurrente
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1 st J es transitorio
5. P(Vi; < 00) = { J

1—fi; st j esrecurrente

Teorema 2.2. Propiedad Fuerte de Markov. Sea A € E"!, T un tiempo de paro tales que P(A, X,, =
J, T =mn) > 0. Entonces, condicionado a AN{T =n, X, = j}, el proceso {Xp1m}m>0 es una cadena de
Markov que comienza en j y tiene matriz de P.

Teorema 2.3. Teorema ergddico para cadenas de Markov Sean i,j cualesquiera estados de una
cadena de Markov irreducible se cumple que

Vi 1
ZZ//rnn—)OO Y (ni) = —
n 197
casi sequramente.
Corolario 2.5. .
. 1 k) 1
lzmn_moﬁ ;pij = /7]

Proposicion 2.10. La recurrencia nula y positiva es una propiedad de clase

Proposicién 2.11. En una cadena irreducible con espacio de estados finito, todos los estados son recu-
rrentes positivos, es decir, o existen estados recurrentes nulos en cadenas de Markov finitas.

Ejemplo 2.6.4. Veamos que la cadena de Markov de racha de éxitos es una cadena recurrente positiva.

[ee] oo oo
_ _ 1
o= nfo =Y nd-pp' Tt =(1-p) Y mph = <o
n=1 n=1 n=1 p
Ejemplo 2.6.5. Considere una cadena de Markov con espacio de estados {0, ...,5} y matriz de transicion
11
73 0 0 0 O
3 5 00 00
p_| 0050 % 0
=1 1 1 1
11 00 7 g
00320 % 0
1 1 2
05035 5 3

Determine que estados son transitorios y cuales recurrentes. Calcular y estimar tiempos medios de recu-
rrencia y numero esperado de visitas a cada estado.

2.7. Distribuciones invariantes y distribuciones limites

Definicién 2.12. Sea v € RE!, decimos que v es una distribucidn invariante o estacionaria de la
cadena de Markov con matriz de transicion P, si satisface

1. Tiene todas sus entradas no negativas.

2. ZiEEVi =1.
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3. ZjEE Vipij = Vj.

En términos matriciales, la distribuciéon de probabilidad v es invariante si
vP =v.
Nota 2.7. La interpretacion de una distribucion invariante es que una variable aleatoria con dicha

distribucion mantendrd su distribucion en la evolucion de la cadena de Markov en el tiempo.

Desde que encontrar una distribucién estacionaria en una cadena de Markov consiste en resolver un sis-
tema de |E|+ 1 ecuaciones y |E| incégnitas podemos no tener solucién, una infinidad de soluciones o una
unica solucion.

Los siguientes resultados son de gran utilidad en el calculo de la distribucion estacionaria de una cadena
de Markov.

Proposicién 2.12. Sea v una distribucion estacionaria para una cadena de Markov. St i es un estado
transitorio o recurrente nulo, entonces v; = 0.

Una propiedad importante de una distribucién invariante es que si X tiene distribucién v, entonces X,
tendra la misma distribucién para toda n.

Proposicién 2.13. Toda cadena de Markov que es irreducible y recurrente positiva tiene una unica

distribucion estacionaria dada por

1
v, =— > 0.
Hi

Teorema 2.4. Para una cadena irreducible las siguientes condiciones son equivalentes.

1. Todos los estados son recurrentes positivos.
2. Algun estado es recurrente positivo.

3. La cadena tiene una unica distribucion invariante

r=(13 )

Ejemplo 2.7.1.

v =(1/3,2/3).

Ejemplo 2.7.2. Cadena de Ehrenfest. Como esta cadena de Markov es irreducible y con espacio de
estados finito se tiene que es recurrente positiva y por los resultados anteriores tiene una unica distribucion
variante V.

2.7.1. Cadenas regulares, absorbentes y convergentes.

En esta seccién presentaremos resultados del comportamiento de una cadena de Markov recurrente cuando
la trayectoria es lo suficientemente grande. Otro concepto importante en el estudio de las cadenas de
Markov es el relacionado con la posible periodicidad con la que se visita a cada estado.
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Definicion 2.13. Sea P la matriz de transicion, definimos al periodo de un estado i como el mdximo
() 0}, es decir,

comain divisor del conjunto {n € N : p;,

d(i) := M.C.D.{n € N: p™ > 0}.
Definicién 2.14. Decimos que una cadena de Markov {X,} con espacio de estados finito es regular si
existe una potencia de la matriz de transicion con todas las entradas positivas.

Proposicion 2.14. FEl periodo es una propiedad de clase.

Proposicién 2.15. Dado un estado i, existe k € N tal que para toda n > k, se tiene que p;;(nd(i)) > 0.

Corolario 2.6. Si para m € N se tiene que pl(-;n)
(m—+nd(5))

ij

> 0 entonces existe k € N tal que para toda n > k se

tiene que p > 0.

Ahora combinando esta definicién con el concepto de recurrencia positiva tenemos que un estado es
ergddico si es recurrente positivo y tiene periodo uno (aperiédico).
Proposiciéon 2.16. Una cadena de Markov es regular st y sélo si es finita, aperiodica e irreducible.

Definicion 2.15. Si los limites
Hyj = llmn%oopl(]n)
existen para cada estado j en el espacio de estados entonces m, es la distribucion limite.

Nota 2.8. Las siguientes observaciones son consecuencia de la definicion anterior.

1. La distribucion limite es inducida por la matriz de transicion P.
2. La distribucion limite no depende de la distribucion inicial.

3. El limite de las potencias de P es una matriz estocdstica para la cual todos sus renglones son la
distribucion limite.

4. La distribucion limite es una distribucion estacionaria.

Ahora presentamos resultados fundamentales en el estudio de la convergencia de las cadenas de Markov.

Teorema 2.5. (Ezistencia de la distribucion limite.) Si la cadena de Markov es irreducible, aperiddica y
con distribucion invariante v, entonces

Teorema 2.6. Si la cadena de Markov es irreducible, aperiddica y recurrente positiva existen las proba-
bilidades limite y son la unica distribucion invariante.

Lema 2.1. Sea P = {p;j}i jcr una matriz de transicion de una cadena de Markov con espacio de estados
E, tal que |E| = r y d := min{pij}ijep. Dado Y € R" un vector columna de con todas sus entradas
no negativas, si My y mo denotan el mdzimo y minimo de Y y M1 y m1 el mdzximo y minimo de PY,
entonces

M1 — ma S (1 — 2d)(M0 — mo),

me < myp < My < M.
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Teorema 2.7. Sea P la matriz de transicion de una cadena de Markov reqular con espacio de estados
finito E, se cumple que:

1. Sin — oo, las potencias P" se aproximan a una matriz W tal que todos sus renglones son iguales
a un mismo vector de probabilidad w con componentes estrictamente positivos.

2. Se tiene que w es el vector de probabilidad invariante y cualquier otro vector v tal que vP = v es
un escalar multiplicado por w (como vector de probabilidad es unico).

limy,— 0o P( Xy, = 1) = w;

para todo t € E y
limy,— 0o P( Xy, = j| X0 = 1) = w;

para todo i,j € E.

Por ultimo estudiaremos una clase particular de cadenas de Markov, las cadenas de Markov absorbentes.
Definicion 2.16. Una cadena absorbente es una cadena de Markov con espacio de estados finita, con al

menos un estado absorbente y que desde cualquier estado se puede llegar a algun estado absorbente.

Para una cadena de Markov absorbente es importante estudiar conceptos como el tiempo medio de
absorcion o jcual serd el estado mas probable de absorcién?

2.8. Simulacion de cadenas de Markov

Consideremos una cadena de Markov bX = {X,},>0 a tiempo discreto, con espacio de estados E =
{1,2,..., N} y homogénea en el tiempo. Supongamos ademas que su distribucién inicial estd dada por
m = {m1,...mn} y con matriz de probabilidades de transicién:

P11 P12 ... PIN

p21 P22 ... DP2N
P = . } ) )

PN1 PN2 ... DPNN

Sabemos que, dada una cadena de Markov homogénea, podemos obtener su matriz de transicién y su
distribucién inicia. Ahora nos preguntamos si dada una matriz estocédstica y un vector de distribucién de
probabilidades, es posible asociar una cadena de Markov que tenga a tal matriz como matriz de transicion
y a tal vector como distribucién inicial. El siguiente resultado asegura que si se puede y su demostracion
constructiva proveé un algoritmo para la simulacién de una cadena de Markov.

Teorema 2.8. Dada una matriz estocdstica de P € Myxn, una distribucion inicial ™ sobre el espacio
de estados E = {1,2...,N}, existe un espacio de probabilidad en el que estin definidas una sucesion
de wvariables aleatorias {X,}nen con soporte en E, que conforman una cadena Markov homogénea con
espacio de estados E, matriz de transicion P y distribucion inicial 7.

Demostracion. Consideremos un espacio de probabilidad (2,.%,P) en el cual estd definida una sucesién
{Un}nen de variables aleatorias independientes uniformes en el intervalo (0,1). Definimos ¢;(y) como la
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funcién de cuantiles sobre E asociada a la distribucién {p;;}: jer ¥y a ¢o(y) como la funcién de cuantiles
sobre E asociada a la distribucién 7, con y en (0, 1).

Construimos a continuacion el proceso deseado de forma iterativa. Definamos

Xo = ¢o(U1)

y, habiendo definido a X,,, definimos X,,11 = ¢x, (Upn+1) para n > 0.

Analicemos las probabilidades de transicién del proceso { Xy, }n>0:

P[Xn = xn‘Xn—l = xn—l] = P[¢Xn_1 (Un) = xn’Xn—l = xn—l]-

Notemos que X;,—; depende exclusivamente de {Uy }x<n—1, ademds de que las variables aleatorias {Uy } ken
son independientes. Esto implica que

P[¢Xn,1(Un) = xn‘Xn—l = xn—l] = P[Qbmn,l(Un) = xn] = Pxp_1%n>

por definicién de la funcién de cuantiles.

Mostraremos ahora que el proceso {X,, }n>0 propuesto satisface la propiedad de Markov.

P[Xo =20, X1 = 21,..., Xp = 70| = Plgo(U1) = 20, 0x,(U1) = 21, .., 0x,_, (Un) = ]
= P[¢0(Ul) Zo, ¢xo (Ul) 1y ¢xn_1(Un) = SUTL]?
= Ploo(U1) = z0]P[¢s, (U1) = 951] Pl¢z,_ (Un) = zn]
= IP)[XO X ] [Xl = 371|X0 = xo] P[Xn = :L’n|Xn_1 = xn_l]
n—1
= IP)[AXYO = wO] H Pziziyq-
=0

De lo cual se sigue directamente la propiedad de Markov. Por lo tanto {X,, },en es una cadena Markov,
con distribucion inicial 7 y matriz de transicién P. O

El resultado anterior nos proporciona una justificacion de la existencia de cadenas de Markov ademas de
indicarnos un procedimiento para simular trayectorias de éstas. A continuacién mostramos tal procedi-
miento explicitamente, en forma de algoritmo.

El Algoritmo 1 genera trayectorias de una cadena de Markov homogénea con distribucién inicial 7 y
matriz de transicion P hasta el horizonte de tiempo m.

Algorithm 1 Sumulacién de trayectorias de cadenas de Markov
1: Generar X de la distribucién inicial 7
2: Inicializamos n=1.
3: Generamos X,, de la distribucién correspondiente al renglén de la matriz de transiciéon asociado al
estado X,,_1.
4: Si n es igual al horizonte de tiempo m, entonces detenemos el proceso, en otro caso actualizamos
n =n+ 1y volvemos al paso 3.

Ejemplo 2.8.1. Se simuld una trayectoria de una cadena de Markov usando el Algoritmo 1 con las
siguientes caracteristicas:
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Matriz de transicion

0,2 0,1 0,5 0,2

0,5 0,2 02 0,1

0,2 0,5 0,1 02 |’
03 05 0,1 0,1

vector de distribucion inicial w
(0,2 04 02 02),

vector de espacio de estados E
(1 2 3 4),

y horizonte de tiempo m=30. En la Figura 77 podemos observar la grdfica de la trayectoria simulada.

Ejemplo 2.8.2. El problema de la lluvia. Suponga que una persona se traslada todos los dias de
su casa a la oficina por las mananas y regresa por las tardes. Cada vez que estd a punto de trasladarse
comprueba antes si estd lloviendo (lo cual ocurre independientemente cada manana o tarde con la misma
probabilidad p) para buscar uno de los dos paraguas que posee para salir. Cuando no estd lloviendo no se
lleva ningun paraguas.

Una motivacién natural para modelar este problema es conocer la probabilidad de que la persona se moje
debido a que no tiene paraguas disponibles para salir.

Notemos que la cantidad de paraguas que tendra disponible al realizar un traslado, no dependerd de
cudntos traslados haya realizado con anterioridad. De modo que podemos el siguiente proceso resultard
ser una cadena de Markov:

X,, = La cantidad de paraguas disponibles en el destino del n-ésimo traslado.

Notemos que el espacio de estados estd dado por E = {0,1,2} y la matriz de transicién correspondiente
a la dindmica es:

0 0 1
P= 0 1—-p »p
1-p p O

Una observacién es que esta modelacion puede al caso en que la persona poseé r paraguas, y se lleva un
paraguas cada vez que estd lloviendo. En tal caso el espacio de estados es E = {0,1,2,...,r} y la matriz
de transicién es de tamafno r + 1.

2.9. Inferencia para Cadenas de Markov

Al tratar de hacer inferencia sobre una trayectoria observada de un Cadena de Markov hay que tener
cierto conocimiento previo sobre la misma. Las condiciones minimas que se deben de cumplir la Cadena
es ser irreducible, finita y aperiddica.
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Supongamos una Cadena de Markov con espacio de estados E, entonces la matriz de transiciones se con-
vierte en los pardametros que buscamos encontrar. De esta forma la verosimilitud definida para trayectoria
observada a través de los estados {z;}i=0.1,...» puede definirse como

L(P) = n(zo) [ [ PIXk = wkl Xe1 = zia) = 7o) [ [ [] vi”
k=1

i€E jEE

donde n;; son los saltos al estado j desde el estado ¢, entonces la log-verosimilitud es

ln(P) = log(m(z0)) + Y > najlog(pi;)

i€E jEE

con lo cual al maximizar con respecto de las probabilidades encontraremos los estimadores p;;.

Utilizaremos el método de maximizacion mediante multiplicadores de Lagrange debido a que tenemos
una condicién determinante sobre estos valores estimados de la matriz estocdstica que es cumplir que

ZjGEpij = 1,Vi,j cFk.

Asi pues vamos a plantear de nuevo el problema como maximizar

Un(P) =log(m(x0)) + Y Y nijlog(pig) + Y M1 = D pij),

i€E jEE i€F jEE

seam; =y, jer Mij, entonces al derivar con respecto de p;; y de A; se tiene que

ol, _ i N =0
3pij Pij
o bien
_ Ty
Dbij = T@
por tanto
B g n;
R PR Bh vy s
JEE jJjeEE

Ngj
n; °

entonces \; = n;, y por tanto p;; =

2.10. Ejemplos

Ejemplo 2.10.1. Calificaciones crediticias

En los contratos de crédito, las posibles pérdidas econémicas involucran la estimacion de las probabilida-
des de incumplimiento por parte de los acreditados.

El acreditado es clasificado segun la capacidad de cumplir con sus obligaciones en un contrato de crédito.
En el campo de incumplimiento por parte de las empresas, en un contrato de crédito, las matrices de
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Aaa Aa A Baa Ba B C D
Aaa | 0.95 | 0.02 | 0.015 | 0.009 | 0.006 0 0 0
Aa | 0.06 | 0.91 | 0.01 | 0.007 | 0.005 | 0.004 | 0.004 | O
A 0.01 | 0.04 | 0.88 | 0.03 | 0.019 | 0.011 | 0.01 | 0.0
Baa | 0.002 | 0.003 | 0.005 | 0.88 | 0.05 | 0.03 | 0.02 | 0.01
Ba | 0.001 | 0.005 | 0.005 | 0.009 | 0.85 | 0.05 | 0.05 | 0.04

B 0 0 0.003 | 0.007 | 0.02 | 0.88 | 0.05 | 0.04
C 0 0 0.002 | 0.003 | 0.005 | 0.09 | 0.79 | 0.11
D 0 0 0 0 0 0 0 1

Cuadro 2.1: Matriz de Transicion de Calificacién Crediticia Moody’s 2000.

transicion representan las probabilidades de pasar de una calificaciéon a otra en un intervalo de tiempo.

Las clasificaciones son emitidas por las compa?ias calificadoras. El papel de estas compa?ias en los mer-
cados globales de capital es tener una medicién del riesgo de crédito de manera independiente, creible y
objetiva; una cobertura comprensible y consistencia global; una transparencia crediticia y un aumento de
la eficiencia y la liquidez.

El mercado de calificadoras de crédito estd dominado por dos compa?ias: Standard and Poors (S&P)
y Moody’s Investor Services (Moody’s). Una calificacién de crédito representa una tasa global del
cumplimiento de o e las obligaciones por parte del acreditado.

La tabla muestra una matriz de transiciéon anual con las calificaciones de crédito otorgadas por Moody’s.

2.11. Cadenas de Markov a tiempo discreto en Seguros

Es esta seccién presentamos un modelo para la estimacion de las primas de seguro de automoéviles.

2.11.1. El sistema Bonus-Malus

En Hong Kong y en otros lugares del mundo, se usa un sistema para fijar las primas de seguro de automévil
conocido como Bonus-Malus que consiste de 6 clases de tarificacién, de 1 fort bonus a 6 fort malus, que
se rige por las siguientes reglas:

= si un asegurado no tuvo siniestros durante el periodo, entonces pasa de la categoria ¢ a la categoria
max{1,i — 1},

= si el asegurado tiene al menos un siniestro entonces pasa de la categoria i a la 6.

Si X, denota la categoria en cual se encuentra un individuo al n-ésimo periodo entonces { X, },>0 es una
cadena de Markov con espacio de estados {1,2,...,6}. Si p € (0,1) es la probabilidad de no presentar
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siniestros en cada periodo entonces la correspondiente matriz de transicién es:

p 00 0 0 1—p
p 00 00 1—-p
p_ 0O p 000 1-—p
00 p 0O 1-—p
000 p O 1-p
00 0O0p 1-—p

Supongamos que estamos interesados en resolver los dos siguientes problemas

1. ;Cual es la proporcion de tiempo que un cliente pasa en el estado j después de n pasos,
dado que Xy =57
Dado que la cadena es irreducible y con espacio de estados finito la dnica distribucién invariantes

est4 dada por v = (p°, p*(1—p), p?(1—p), p*(1—p), p(1—p), (1—p)), que corresponde a la proporcién
buscada.

2. ;Cual es la prima promedio que paga un asegurado?

Denotemos por g una funcién que determina la prima a pagar en funcién de la categoria. g es una
funcién definida en {1,2,...,6} no-decreciente que toma sélo valores positivos. La prima promedio
que pagard un individuo en n periodos serd entonces:

6 6

EZQ(XZ') = g ——~> wigl(i),
=1

: n :
i=1 i=1

con probabilidad 1.



Capitulo 3

Proceso de Poisson

En esta capitulo estudiaremos las principales caracteristicas del proceso de conteo més usado en el contexto
actuarial, el proceso de Poisson.

3.1. Definiciones

Podemos definir, en general, a un proceso de conteo N = {N;};>p como un procesos estocastico con
trayectorias constantes por pedazos con valores en los naturales y que va incrementando de uno en uno
en tiempos aleatorios. Entonces, interpretamos a /Ny como el niimero de eventos ocurridos hasta el tiempo ¢.

Si denotamos por 0 = Sy < S7 < ... a los tiempos en los que el proceso incrementa su valor, entonces
tenemos que

Ny = max{n € N: S, <t}.

Nota 3.1. Las siguientes equivalencias de eventos son importantes:

n {Nt = n} = {Sn <t< Sn+1}.

» {Ny >n}={S, <t}
Nota 3.2. A los tiempos T; = S;—S;_1 les llamaremos tiempos de interarribo que son los tiempo aleatorios
entre la ocurrencia de dos eventos sequidos
Ahora daremos una definicién formal de un proceso de conteo.

Definicién 3.1. Un proceso estocdstico N = {N;}4+>0 se dice que es un proceso de conteo si Ny representa
el numero total de eventos que han ocurrido hasta el tiempo t.

Nota 3.3. De la definicion se tiene que:

1. N; > 0.

2. Ny es un entero no negativo.

27
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8. Sis <t entonces Ny < Ny.

4. Para s <t, Ny — Ny es el numero de eventos que ocurren en el intervalo de tiempo (s,t).

Ahora daremos un par de definiciones del proceso de conteo que es nuestro foco de interés.

Definicién 3.2. (Definicion 1 P.P.) Un proceso de contéo N = {N;}+>0 es de Poisson con pardmetro
A > 0 (intensidad del proceso) si satisface las siguientes condiciones:

1. No=0.
2. Tiene incrementos independientes.

3. El numero de eventos en cualquier intervalo de longitud t se distribuye Poisson de parametro At.

Definicién 3.3. (Definicion 2 P.P.) Un proceso de contéo N = {N;}1>0 es de Poisson con pardmetro
A > 0 (intensidad del proceso) si satisface las siguientes condiciones:

1. Ny = 0.

2. Tiene incrementos independientes.

3. Tiene incrementos estacionarios.

4. P(Niyp — Ny > 1) = Ah+o(h).

5. P(Nyyn — Ny > 2) = o(h) parat > 0 cuando h — 0.

Proposicion 3.1. Las definiciones 3.2 y 3.3 son equivalentes.

Veamos algunos resultados importantes del proceso de Poisson.

Proposicién 3.2. La sucesion de variables aleatorias {T,} (tiempos de interarribo entre eventos) de
un proceso de Poisson de pardmetro A son independientes y con la misma distribucion exponencial de
pardmetro .

Consecuencia inmediata de esta proposicién se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.1. Para sucesion de variables aleatorias {Sy} (tiempos de ocurrencia de eventos) definidas
anteriormente se tiene que:

Sp ~ Gamma(n, \).

Hay una definicién alternativa de proceso de Poisson que facilita hacer calculos.

Definicién 3.4. Un proceso de conteo N = {N;}>0 es de Poisson si y sdlo si existe X > 0 tal que los
tiempos de interarribo son variables aleatorias exponenciales independientes de pardmetro .

Consecuencias inmediatas de esta definicién son que se pueden calcular explicitamente las distribuciones
de tiempos de interarribo, los tiempos de ocurrencia y que se tiene conocida la distribucién exacta del
proceso de conteo.

Veamos un ejemplo.
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Ejemplo 3.1.1. Suponga que las reclamaciones es una compa?ia de sequros ocurren de acuerdo a un
proceso de Poisson con intensidad diaria A = 2

1. ;Cual es la probabilidad que en una semana se presenten 5 reclamaciones?

6_14145

P(N7=5) = —,

2. ;Cuél es el nimero de reclamaciones esperadas en un mes?

E[Nsg] = 60.

3. (Cuadl es el tiempo esperado hasta la octava reclamacién?

E[Ss] = 4.

3.1.1. Propiedades principales

Sea {N;}+>0 un proceso de Poisson con parametro A, supongamos que cada tiempo de ocurrencia de un
evento estd clasificado como un evento tipo I o tipo II. Ademds supongamos que es tipo I con probabilidad
p y tipo I con probabilidad 1 — p. Si N} y N2 denotan el niimero de eventos tipo I y II respectivamente
que ocurren en [0, t]. El siguiente resultado modela el comportamiento en el tiempo de un escenario como
el que acabamos de describir.

Proposicién 3.3. {N}}i>0 y {N?}+> son procesos de Poisson independientes de pardmetros pA y (1—p)A
respectivamente.

Nota 3.4. Es fdcil generalizar este resultado cuando se tienen k tipos de evento, cada uno con probabilidad
pi € (0,1) de ocurrencia y Zle pi = 1. Entonces se tiene que {N}}i>0, {N2}i>, ..., , {NF}i> procesos de
Poisson independientes de pardmetros pi\, pa, ..., ppA respectivamente.

Ejemplo 3.1.2. Suponga que las reclamaciones se han categorizado segin el monto de reclamacion. Si
se tienen 5 diferentes categorias con vector de probabilidades p = (1/9,1/18,3/18,1/18,10/18) para cada
categoria. St ademds suponemos que las reclamaciones se presentan de acuerdo a un proceso de Poisson
con intensidad diaria A = 3.

1. ;Cual es la probabilidad que en una semana se presenten 5 reclamaciones de la categoria 57
2. ;Cuél es el nimero de reclamaciones esperadas en un mes de cada categoria?
3. ;Cual es el tiempo esperado hasta la octava reclamacién de la categoria 17

4. Si en una semana se presentan 3 reclamaciones, jcudl es la probabilidad que todas sean del mismo
tipo?

Ahora, supongamos que sabemos que exactamente un evento ha ocurrido hasta el tiempo ¢t y estamos
interesados en la distribucién del tiempo al cual éste ha ocurrido. Es razonable pensar que el tiempo esta
uniformemente distribuido en [0, ¢]. Supongamos que s < ¢, entonces

P(Ng=1,N;—s=0) s

< —1) = _5
P(T = 8N = 1) P(N, = 1) t

Generalizando esta idea tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 3.1. Dado que Ny = n, los n tiempos de ocurrencia tienen la misma distribucion que las
estadisticas de orden correspondientes a n variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas
uniformes en [0,t], es decir,

fSl,...,Snth(Sl’ ooy Spln) =

3.1.2. El proceso Poisson compuesto

Definicién 3.5. Sea {N:}i>0 un proceso Poisson con tasa X y sean {Y;}i>o una familia de variables
aleatorias independientes entre si e idénticamente distribuidas. Suponga que el proceso Poisson {Ni}i>o0y
la sucesion {Y;}i>o son independientes. Definimos al proceso aleatorio {X;}+>0 como un proceso Poisson
compuesto si parat > 0,

Ny
X = E Y;.
i=1
Entonces, Xy es una suma Poisson de variables aleatorias.

Proposicién 3.4. E[X;] = ME[Y].

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 3.1.3. Retiro de efectivo del banco

Suponga que los clientes de cierto banco ingresan a una sucursal para realizar retiros de efectivo en
ventanilla de acuerdo a un proceso Poisson de tasa A = 1/3 (tres clientes por minuto). Suponga que
cada cliente retira efectivo de dicho banco en sélo una ocasién al dia y que el monto retirado es una
variable aleatoria independiente e idénticamente distribuida log-normal con media p = 7 y desviacion
tipica o = 1,5. El monto total de los retiros al tiempo ¢ es un proceso Poisson compuesto

N
X(t):ZYi, con Yy =0.
=0

Ahora, supongamos que en este caso se desea calcular el monto total de los retiros en el transcurso de
una hora, T' = 60, es decir, E [Xg] . Sabemos que la distribucién log-normal tiene funcién de densidad

(log(z) — p)* }

202

1
@) = e {—

donde p y o son la media y la desviacion tipica del logaritmo. Para cualquier variable aleatoria log-normal:

» la media es: E(X) = exp {p+0?/2},y

» la varianza es: Var(X) = (e”2 — 1> e2nto’

Entonces
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Por otra parte, sabemos que: N (t) ~ Poi(At), entonces E [N(t)] = M y Var [N(t)] = M\t y también que
EY;] = ehto?/2 y Var[Y;] = (6‘72 — 1) e2n+a’ entonces,

E[X(t)] = EN]E[N()]
e7+(1’5)2/2)\t
e31%5(1/3)60
67557,36.

Ejemplo 3.1.4. El modelo cldsico de Cramér-Lundberg.

Este modelo tiene sus origenes en la tesis doctoral de Filip Lundberg defendida en el a?o de 1903. En este
trabajo Lundberg analiza el reaseguro de riesgos colectivos y presenta el proceso de Poisson compuesto.
En 1930 Harald Cramér retoma las ideas originales de Lundberg y las pone en el contexto de los pro-
cesos estocastico. El modelo ha sido estudiado en extenso y se han propuesto varias formas de generalizarlo.

El modelo que estudiaremos es el proceso a tiempo continuo {C}}+>o dado por

Ny
Ct=u+ct—ZYj
j=1

donde:

u es el capital inicial de la compania aseguradora

ct es la entrada por primas hasta el tiempo ¢ con ¢ una constante positiva

Y; es el moneto de la j—ésima reclamacion, y

= NN; es un proceso de Poisson de pardmetro A.

C} representa el balance més sencillo de ingresos menos egresos de una compa?ia aseguradora. Al proceso
C} se le llama proceso de riesgo o proceso de superavit.

La variable aleatoria C} se puede interpretar como el capital de la compa?ia aseguradora al tiempo ¢ y por
razones naturales y legales es importante que C; permanezca por arriba de cierto nivel minimo. Cuando
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Cy < 0 se dice que hay ruina. La ruina casi nunca sucede en la préctica, es solamente un término técnico
que produce alguna toma de decisién.

Por ejemplo, si el capital de una compa?ia aseguradora asignado a una cartera decrece en forma signifi-
cativa, ésta automaticamente puede tomar ciertas medidas para subsanar esta situacién y no se trata de
un evento insalvable.

Ejemplo 3.1.5. Supongamos que en el modelo de Cramer Lumdberg el monto de reclamaciones siguen
una distribucién uniforme en (0,100) y éstas se presentan con una intensidad A = 3. Modelar el capital
esperado de la compa?ia asequradora en el tiempo.

3.1.3. Proceso de Poisson no homogéneo

Un proceso de conteo extremadamente importante para propdsitos de modelacién es el proceso Poisson
no homogéneo, el cual omite la suposiciéon de incrementos estacionarios del proceso Poisson. Esto abre la
posibilidad a que la tasa de arribo no necesariamente sea constante, sino que pueda variar en el tiempo.

Definicién 3.6. Un Proceso de Poisson no homogéneo es un proceso a tiempo continuo {Ni}i>0 y
espacio de estados E = {0,1,2,...} con pardmetro una funcion positiva y localmente integrable \(t), que
satisface:

1. No=0
2. Tiene incremento independientes

3. Para cualquier t > 0 y h > 0 decreciente a cero se tiene que

a) P(Nipp — Np 2 1) = At)h + o(h)
b) P(Niyn — Ny > 2) = o(h)

El resultado andlogo en cuanto a la distribucién del nimero de eventos en un proceso de Poisson no

homogéneo es el siguiente:

Proposicion 3.5. La variable aleatoria Ny en un proceso de Poisson no homogéneo tiene distribucion
Poisson(A(t)), donde A(t)) = fg A(s)ds donde A(t) es la intensidad al tiempo t.

De este resultado se sigue inmediatamente el siguiente resultado.
Proposicién 3.6. Ny s — N; ~ Poisson(A(t + s) — A(t)).

Ejemplo 3.1.6. Para los ejemplos 5.1.1 y 3.1.2 consideremos el supuesto que \(t) = t/2. Resolver
numericamente los ejemplos 3.1.1 y 3.1.2.

3.2. Simulacion de un proceso de Poisson

3.2.1. Simulaciéon de un proceso de Poisson homogéneo

Suponga que se quieren generar los primeros n eventos de un proceso Poisson de intensidad A. Para ello
nos apoyaremos del resultado de que el tiempo transcurrido entre dos eventos sucesivos cualesquiera son
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una sucesion de variables aleatorias independientes exponenciales de parametro A. De manera que para
generar un proceso Poisson basta con generar esos tiempos de interarribo. Podemos usar el Algoritmo 2
para dicho proposito.

Algorithm 2 Simulacién de tiempos de ocurrencia de n eventos en un proceso de Poisson de pardmetro
A >

: Hacemos k =0y Sy = 1.

Generamos Tj41 ~ Exp(A).

Hacemos Si+1 = Sk + Tk+1

Hacemos k£ =k + 1.

Si k = n terminamos, en otro caso volvemos al paso 2.

Supongamos que queremos generar las una trayectoria de un proceso de Poisson en el intervalo finito
[0,T] , podemos seguir el Algoritmo 3

Algorithm 3 Genera trayectorias de un proceso de Poisson en [0, 7]
Hacer t =0,n =20

Generar s ~ Exp()).

Hacer t =t +s. Sit > T, detenerse.

En caso contrario, hacer n=n+1y N, =1t

Ir al paso 2.

3.2.2. Simulacion de Proceso de Poisson no homogéneo

El proceso de conteo extremadamente importante para propdsitos de modelacion es el proceso Poisson
no homogéneo, el cual relaja la suposicion de incrementos estacionarios del proceso Poisson. Esto abre la
posibilidad a que la tasa de arribo no necesariamente sea constante, sino que pueda variar en el tiempo,
en esta seccidn se presenta un algoritmo para simular trayectorias de este proceso.

Proposicién 3.7. Consideremos un proceso de Poisson no homogéneo N = {N;}s>0 como en la Defi-
nicion 3.6. Supongamos que sup;5oA(t) < A. Sea N* = {N;}i>0 un proceso de Poisson con pardmetro
A con tiempos de ocurrencia {S}}n>1 e independiente de una sucesion de variables aleatorias {Uy,}n>1
independientes e identicamente distribuidas uniformes en el intervalo (0,1). Entonces, se puede simular

a N haciendo
Ne=3, H{Szgt,Ung“%f”}'
n>1

La demostracién se deja como ejercicio para el lector.

Suponga que deseamos simular una trayectoria de un proceso de Poisson no homogéneo en un intervalo
de tiempo [0, 7] con funcién de intensidad A(t). El método que revisaremos a continuacién se conoce con
el nombre de muestreo aleatorio.

Este comienza eligiendo un valor A el cual es tal que
At) <A paratoda t<T.

Tal proceso Poisson no homogéneo puede generarse seleccionando aleatoriamente el evento tiempos de un
proceso Poisson con tasa A. Es decir, si un evento de un proceso Poisson con tasa A que ocurre al tiempo ¢
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es contabilizado con probabilidad A(t)/A, entonces el proceso de los eventos contabilizados es un proceso
Poisson no homogéneo con funcién de intensidad A(t) para 0 <t < T,

Por lo tanto, simulando un proceso Poisson y contabilizando aleatoriamente sus eventos, podemos generar
un proceso Poisson no homogéneo. De esta forma podemos describir el algoritmo deseado como sigue

Algorithm 4 Genera Proceso de Poisson no homogéneo

Hacer t=0,n=0

Generar s ~ Exp()).

Hacer t =t + s. Si t > T, detenerse.

En caso contrario, En caso contrario, generar otro nimero aleatorio U ~ U(0, 1)
SiU<A(t)/\, hacern=n+1y S, =t

Regresar al paso 2.

Nota 3.5. La justificacion de que el Algoritmo /J genera trayectorias de un proceso de Poisson mo ho-
mogéneo se sigue de la Proposicon 3.7.

En la Figura 3.1 podremos apreciar la forma en que actiia la funcién de intensidad con la ocurrencia de
saltos cuando tenemos A(t) =t/2 y A(t) = 1 + sen(t).

3.2.3. Simulacion de Proceso de Poisson compuesto

En esta seccién formalizamos de manera algoritmica la simulacién de un proceso de Poisson compuesto
X = {X;}+>0 donde

Nt
Xe=) Y,
=1

con N = {N;}+>0 un proceso de Poisson y {Y;}i>1 una sucesién de variables aleatorias independientes e
identicamente distribuidas con distribucién F. El siguiente algoritmo describe la manera de simular a X
en el intervalo de tiempo [0, 7.

Algorithm 5 Genera Proceso de Poisson Compuesto
Hacer t =0, n = 0.

Generar s ~ Exp()).

Hacer t =t +s. Sit > T, detenerse.

En caso contrario, generar hacer n=n+1,y S, =t
Generar Y, ~ F.

Hacer X; => ", Y;

al paso 2.

Con el Algoritmo 5 podemos también implementar la simulacién del modelo de Cramér-Lundberg, con
el que es posible obtener trayectorias del capital de una compa?ia de seguros a través del tiempo para
estimar resultados de interés, como la probabilidad de ruina o tiempo esperado de ruina, como se muestra
en la Figura 3.2.3 para el caso de arribos exp(.4) y saltos exp(.8) con un capital inicial de 10 unidades.
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Martingalas

Definicién 4.1. Una sucesion creciente de o-dlgrebas {Fy, }n>1 es llamada filtracion.

Definicién 4.2. Dada una sucesion de variables aleatorias { Xy, }n>1, su filtracion natural es la sucidn de
o-dlgrebra dada por F, = oc{X1,..., X,}.

Definicién 4.3. Un proceso estocdstico {Xp}n>1 es adaptado a una filtracion {Fp}tn>1 si la variable
aleatoria X, es F,-medible para cada n > 1.

Definicién 4.4. Un proceso estocdstico { X, }n>1 es predecible respecto a una filtracion {F,}n>1 si la
variable aleatoria X, es F,_1-medible para cada n > 1.

Definicion 4.5. Un tiempo aleatorio es una variable aleatoria
T:Q— NU{co}.
Definicién 4.6. Un tiempo aleatorio T es un tiempo de paro si para n € N existe A, C E""! tal que

(T =n} ={(Xo,...,X») € Ap}.

A la variable aleatoria tiempo de paro la podemos interpretar como el tiempo que se obtiene de observar
una trayectoria hasta que se cumpla cierta condiciéon. Veamos algunos ejemplos de tiempo de paro.

Ejemplo 4.0.1. Sea T el tiempo en el que una cadena de Markov regresa a su estado inicial, es decir

T_ 00 X, # Xo para toda n
min{n > 1|X,, = Xo} e.o.c

Ejemplo 4.0.2. Sea T, el tiempo en el ocurre la enésima visita al estado inicial es un tiempo de paro.

Definicién 4.7. Un proceso estocdstico { Xy, }n>1 €s una martigala respecto a una filtracion {Fp}n>1 si:

1. FEs integrable.
2. Es adaptado a la filtracion {Fp}n>1.
3. Sin <m entonces E[X,|Fn] = X,.

Nota 4.1. Si E[X,|-%,] > X, entoces el proceso es una submartiganla y si E[Xp,|%,) < X, es una
supermartingala.

37
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Ejemplo 4.0.3. Juego de apuestas

Ejemplo 4.0.4. Sea {N.};>0 un proceso de Poisson de pardmetro \. El proceso {X; — At}i>0 es una
martingala.

Teorema 4.1. Teorema de paro opcional. Sea {X,}n>1 una martigala y T un tiempo de paro finito
con respecto a la misma filtracion {%p}n>1 tales que:

1. X, es integrable.

2. limn—oo E[Xnlysn) = 0.

Entonces E(X;) = E(X,) para cualquier n > 1.
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Procesos con valores continuos

5.1. El Movimiento Browniano y sus transformaciones

Definicion 5.1. Movimiento Browniano Estdndar

Un Movimiento Browniano Estandar (MB) es un proceso B = {B;}+>0 markoviano a tiempo continuo
con incrementos estacionarios e independientes tal que

2. B tiene trayectorias continuas casi seguramente, y

3. By — Bs ~ Normal(0,t — s), VO < s <t.

Este proceso es un proceso fundamental en la teoria de procesos estocdsticos. La primera razén para ello
es que es un proceso continuo andlogo a la caminata aleatoria simple; su dindmica es simétrica en la
posicién y equiprobable. La segunda razén es su universalidad. En matematicas, la universalidad de un
modelo significa que aparece constantemente: asi como la distribuciéon normal aparece como un limite de
sumas (centradas y escaladas) de variables aleatorias independientes y arbitrarias (bajo algunos supuestos
generales), el Movimiento Browniano aparece como el limite (centrado y escalado) de procesos arbitrarios
(bajo algunos supuestos generales).

Un Movimiento Browniano (no estdndard) de pardmetros u (media o deriva), y o2 (coeficiente de difusién
o volatilidad) es un proceso que satisface las mismas propiedades que el Movimiento Browniano estandar
pero tal que

B; — By, ~ Normal(u(t — s),02(t — s)), VO <s<t.

A partir del Movimiento Browniano podemos definir mas procesos como transformaciones del MB.

Definicién 5.2. Un movimiento Browniano geométrico G = {Gi}i>0 estd definido como la siguiente
transformacion del Movimiento Browniano estindar B:

2
o
Gt := Goexp{(n — ?)t + oB:}.

39
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Cabe mencionar, que en el modelo de Black-Scholes-Merton, se supone que el activo financiero tiene un
comportamiento aleatorio modelado por un Movimiento Browniano Geométrico.

Definicién 5.3. Un proceso de Orstein-Uhnlenbeck o proceso de Vasicek es un proceso X = {X;}i>0
definido como la siguiente transformacion del Movimiento Browniano estdndar B:

O,efat

X, = Xoe @ +b(1 —e ) 4+ ——
t 0 ( ) \/%

Bt(€2at - 1)

Este modelo se utiliza ampliamente para modelar tasas de interés o demograficas. Tiene la desventaja
de que tiene posibilidad de tomar valores negativos. El pardametro b representa la media a largo plazo, al
parametro a se le conoce como velocidad de reversién hacia la media, y o es la volatilidad del proceso.

5.2. Ecuaciones diferenciales estocasticas

En esta secciéon presentaremos de forma no rigurosa el concepto de una Ecuacién Diferencial Estocéstica
(SDE, por sus siglas en inglés). Presentemos primero a los procesos Markovianos con valores continuos en
un cierto nivel de generalidad.

Definicion 5.4. Proceso de difusion

Un proceso de difusién { X} }+>¢ unidimensional es un proceso estocéstico a tiempo continuo con propiedad
fuerte de Markov y trayectorias continuas casi en todas partes.

Si I = r,s], es el espacio de estados de {X;}+>0 entonces

) 1
lthLOEPHXHh —z| > € Xy =2]=0
Veelye>DO0.

Casi todos los procesos de difusién son caracterizados por dos condiciones bésicas que describen su media
y varianza infinitesimales. Sea AhX; = X3 — Xy v ¢ € I, dadas por

. 1
lzmhwEE[AhXt]Xt = z| = p(z,t)

) 1
lzmhwE]P’[(AhXt)ﬂXt =z| =o(x,t).

Asociados a los procesos estocdsticos anteriores, tenemos ecuaciones diferenciales a través de los cudles
podemos definirlos (tal como algunas funciones reales pueden definirse como soluciones de ecuaciones
diferenciales ordinarias).

Definicion 5.5. Ecuacion Diferencial Estocdstica
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Sean p(z,t) y o(z,t) dos funciones R x [0,7] — R. Una SDE es una ecuacién de la forma
dXt = ,U,(Xt, t)dt + O'(Xt, t)dBt,

definida para los valores de t en [0, 7] y con condicién inicial X independiente del Movimiento Browniano,
cuya solucion representa un proceso de difusién con tales condiciones infinitesimales.

Notemos que en la ecuacién diferencial aparece un diferencial relativo al Movimiento Browniano. Este
diferencial no tiene sentido dentro de la teoria de integracion de cédlculo, ni de la teoria de integracién de
Stieljes o de Lebesgue, debido a la gran oscilacién que tienen las trayectorias de un Movimiento Browniano.
El calculo estocastico, desarrollado principalmente por Kiyoshi It6, desarrolla una teoria en donde tal
diferencial adquiere sentido. Su profundidad es demasiada para exponerse aqui; tan s6lo mencionaremos
que es una teoria adecuada para funciones aleatorias (procesos estocdsticos) que generaliza al cdlculo
diferencial e integral estandard al incluir la posibilidad de integrar y derivar funciones que tienen una
gran oscilacién (como el movimiento Browniano).

Definicion 5.6. Tiempo de Llegada

Sea {X;}+>0 un Proceso de Difusién, definimos a la variable aleatoria T, para z € I, como

T - inf{t >0||Xy =2} {t>0|Xi=z2}#09
: 00 e.o.c

Definicion 5.7. Proceso reqular

Un proceso de difusion {X;}>0 es regular si
PIT, < 00| Xg =] > 0,Vx,z € I.

Teorema 5.1. Transformaciones de Procesos de Difusion

Sea {X;}i>0 un Proceso de Difusién regular en el espacio de estados I y pardmetros u(z,t) y o%(z,t).
Sea g estricta monétona en I con segunda derivada continua, entonces Y; = ¢g(X¢) define un Proceso de
Difusién Regular en I’ = [g(r), g(s)] y tiene pardmetros

pr(2,1) = 5%, 09" (&) + e, g/ (2)

o (2,t) = o*(x, 1) g/ (2))?

Es importante mencionar algunos conceptos que son importantes para abordar de manera mas amplia el
calculo estocastico,

Lema 5.1. Lema de Ito.
Sea dX; = b(t, Xy)dt + o(t, X¢)dW; entonces Yy = f(Xy,t) satisface la EDE:

of of 10°f of L of |1 ,0°f
6tdt+8 dXt'f—*az -f-bf'i‘*

Ot oz 02
Definicion 5.8. Puente Browniano

of

Ay, =
b o

dXdX; = ( )dt +o=dW;
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Se define como Puente Browniano aquel proceso {X; : ¢t € [0, 1]} solucién de la ecuacién diferencial
estocéstica
Xy

dX, = —
t 1—¢

dt + dB;

con condicién inicial Xy = 0.

este proceso tiene distintas caracterizaciones y cumple que

limi_1_ X = Oc.s.
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