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Análisis Matemático II 2020

Tarea 4

1. (a) Sea fn(x) = nx

enx2
para cada n ∈ N y x ∈ R. Demuestre que fn → 0 pero que la

convergencia no es uniforme.

(b) Sea gn(x) = nx
1+n2x2 para cada n ∈ N y x ∈ R. Pruebe que (gn) converge puntualmente

en R. ¿Es uniforme la convergencia?

2. Sea f : R→ R una función uniformemente continua. Pruebe que si fn(x) = f(x+ 1
n) para

cada n ∈ N y x ∈ R, entonces (fn) converge uniformemente a una función continua.

3. Sea fn(x) = sen(nx)√
n

para cada n ∈ N y x ∈ R.

(a) Demuestre que (fn)n converge uniformemente a 0 en R.

(b) Demuestre que (f ′n)n no converge en ningún punto.

4. Para cada x > 0 definimos f1(x) =
√
x y fn+1 =

√
x+ fn(x) para toda n > 2. Pruebe

que:

(a) 0 = fn(0) < fn(x) < fn+1(x) < 1 + x para toda x > 0 y n ∈ N.

(b) (fn) converge uniformemente en [a, b] si 0 < a < b, pero no en [0, 1].

5. Sean fn y f funciones reales para toda n y supongamos que fn converge uniformemente a

f en S ⊆ (X, d). Pruebe que si existe M > 0 tal que |fn(x)| ≤M para toda x ∈ S y n ∈ N
y g : BM [0] → R es una función continua, entonces g ◦ fn −→ g ◦ f de manera uniforme

en S.

6. Pruebe que si f : R → R es una función que se puede aproximar uniformemente por

polinomios en R entonces f es un polinomio.

7. Sea F una familia de funciones uniformemente equicontinuas en un subconjunto cerrado

y no vaćıo D ⊆ Rn. Supongamos que para cada B ⊂ D no vaćıo existe MB tal que

‖f‖B ≤ MB para toda f ∈ F donde ‖f‖B = sup{|f(x)| : x ∈ B}. Pruebe que cada

sucesión (fn) en F tiene una subsucesión que converge en todo punto de D y que la

convergencia es uniforme en cada subconjunto compacto K de D.

8. Sea P la familia de polinomios con coeficientes reales en una variable. Pruebe que toda

función f(x, y) real y continua en [0, 1]× [0, 1] es ĺımite uniforme de funciones de la forma

p1(x)q1(y) + p2(x)q2(y) + · · ·+ pn(x)qn(y) donde n ∈ N y pi, qi ∈ P para 1 ≤ i ≤ n.

9. Pruebe que las funciones fn(x) = sen
((
t+ 4n2π2

) 1
2

)
para x ∈ [0,∞) forman una familia

equicontinua de funciones. Pruebe también que convergen puntualmente a 0 pero no

uniformemente.
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10. Pruebe que cada función real y continua definida en [0, π] es el ĺımite uniforme de funciones

de la forma a0 + a1 cos(nx) + · · ·+ an cos(nx), donde n ≥ 0 y a0, a1, . . . , an ∈ R.

11. Pruebe que la familia de funciones (fn)n donde fn : R → R está dada por fn(x) =

arctan(nx) no es equicontinua en 0 .

12. Suponga que f : R→ R es una función continua. Defina, para cada n ∈ N, fn(t) = f(nt).

Si suponemos que (fn)n es una familia equicontinua, ¿qué podemos concluir sobre f?

13. Sea F una familia de funciones reales derivables en un conjunto E y tales que existe M > 0

que cumple que |f ′(x)| < M para toda x ∈ E y f ∈ F . Pruebe que F es equicontinua.

14. Pruebe que la familia {sen(nx) : n = 1, 2, . . . } no es equicontinua en R.

15. Dé un ejemplo de un espacio métrico X y una sucesión de funciones definidas en X que

sea equicontinua pero que no esté uniformemente acotada.
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