Célculo diferencial e integral 4
Guia 2

1. Demuestra el caso del teorema de Fubini que no se demostré en clase. Concretamente: sea R =
A x B C R™ un rectangulo compacto con A y B rectangulos de dimension menor. Supongamos
que f : R — Res integrable. Para cada y € B, define g, : A — R por g,(z) = f(z,y). Demuestra

que las funciones -
L(y) :=/ 9 ¥y Uy) :=/ 9y
Ja A

Jo7= ot = L=

2. B Supongamos que A C R" y B C R* son rectdangulos compactos. Sea C' C A x B un conjunto
de contenido cero. Definamos A’ C A como el conjunto de todas las x € A tales que

{ye B|(z,y) € C}

son integrables y ademas

no tiene contenido cero. Probar que A’ es un conjunto de medida cero.

3. Sea C' C [0,1] x [0,1] la unién de todos los {p/q} x [0,1/q] donde p/q es un niimero racional
en [0, 1] designado por su representante irreducible. Utilice C' para demostrar que en el ejercicio
anterior la palabra medida no puede ser sustituida por contenido.

4. Sea f : [a,b] — R integrable y no negativa. Sea Ay = {(z,y) | a <2 <b, 0<y < f(z)}.
Demuestra que Ay es Jordan medible y que tiene drea (medida de Jordan) fab f.

5. Si f:[a,b] x [a,b] — R es integrable, probar que

/ab /ayf(x,y)dxdyz/ab /:f(x,y)dydﬂ

6. a) Sea f continua en [a,b] X [c,d]. Definamos para cada (x,y) € (a,b) X (¢, d), la funcién

F(z,y) = / ’ / ", v)dvda.

Demostrar que §?F/0xdy = 0*°F /0ydz = f(x,y).

b) Utilizar el teorema de Fubini para demostrar que si f es de clase C?, entonces

O*f)0x0y = O*f | OyOw.
7. Sean A = [ay,b1] X -+ X [an,b,] v f: A — R una funcién continua. Definamos F': A — R por

F(a:):/ 1, r=(r1,...,2,) € A
[a1,21] X X [an,Tn]

Si z es un punto en el interior de A jquién es OF/0x;?
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Sea f : [a,b] X [¢,d] — R una funcién de clase C'*. Definamos F'(y f f(z,y)dzx. Demuestra la
regla de Leibnitz: F'(y) = f: F g

. EiSea f :[a,b] x [¢,d] — R una funcién de clase C''. Definamos F(z,y) = [T f(t,y)d

a) Encuentra 0f/0x y Of /0y.
b) Si G(z) = [? gc) (t,x)dt, encontrar G'(x).

Sean A y B dos subconjuntos de R® Jordan medibles. Sea A. = {(z,y) | (v,y,¢) € A} y
B. = {(z,y) | (z,y,c) € B}. Supongamos que cada A. y cada B, son Jordan medibles y tienen
la misma area. Usa el principio de Cavalieri para demostrar que A y B tienen el mismo volumen

Calcula las siguienes integrales iteradas

// Q—y dydz, // 2—y dxdy.
(x (x

(sugerencia: haz un cambio de variable que involucre a la funcién tangente) ;Contradice tu
resultado al teorema de Fubini?

Esea f:[0,1] x [0,1] — R definida por

)1 six eQ,
f(x’y)_{Qy, six ¢ Q.

Demostrar que la integral iterada fol fol f(z,y)dydx existe pero que f no es integrable.

Sea f continua en [a,b] y g continua en [c, d]. Demostrar que

/[a ) = (/ bf(x)dx) (/ dg(y)dy) |

Sean g1, g : R? — R dos funciones de clase C'. Supongamos que dg;/dy = dgo/0x. Definamos
la funcién f : R? — R dada por

@ v
flz,y) = / g1(t,0)dt + / go(z, t)dt.
0 0
a) Demuestra que 0f /0y = ga(z,y).
b) Demuestra que 0f/0x = g1(x,y).

E Calcular el volumen del sélido acotado por el plano xz, el plano yz, el plano xy, los planos
r =1,y =1y lasuperficie z = 2% + y*.

Calclular el volumen del sélido acotado por la grafica z = seny, los planos x =1, x =0, y = 0,
y =m/2y el plano zy.

Calcular las siguientes integrales iteradas y dibujar las regiones determinadas por sus limites.
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a fo fo dydzx.
b fo fl (x + y)dydz.

f fo z? + y)dxdy.

7r/2 cos T
0

c

)
)
)
d) ysen xdydx.

Sea D la regién limitada por los semiejes positivos x e y y la recta 3x + 4y = 10. Calcular
[ya?+ 92
Sea D la regién acotada por el eje y v la pardbola x = —4y? + 3. Calcular fD 3y,

Expresar mediante una integral, el volumen del cono cuya base tiene radio r y cuya altura es h.

Sea D la regién formada por los puntos (x, y) tales que —¢(x) < y < ¢(z), donde ¢ es una funcién
continua no negativa definida en el intervalo [a,b]. Sea f: D — R tal que f(z,y) = —f(x, —y).
Demuestra que [, f = 0.

E Demostrar que el drea del paralelogramo determinado por dos vectores planos (aj, as) y (b1, b2)
es ’CleQ — a2b1|.

En las siguienes integrales cambiar el orden de integracién, dibujar las correspondientes regiones
y calcular las integrales de las dos maneras:

a) fol fl rydydz.

b) W/ ? OCOSGCOSHdrdO

fo ) (x + y)?dzdy.

Determina cudl es la region de integracion que conduce a cada una de las siguientes integrales
multiples y evalialas.

a) E fo (fo (fo zdx) dy) dz.
)y (fy ([0 dz) dy ) e
E f_ll <f|2| | Hydy) dx.
Sea f:[0,a] CR — R.

a) Identifica la regién que conduce a la siguiente integral iterada:

/Oa (/0 (/Oyf(Z)dz) dy) o

b) Usa el teorema de Fubini para probar la siguiente identidad:

/0“ (/j (/Oyf(z)dz) dy) dr = %/Oaf(Z)(a—z)de.
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Si f(z,y) = e"@) vy D = [—7, 7] x [~7, 7], probar que

1s—/f<e
e~ am?

Demostrar que

1. <1
6 — y—x+3 " 4
0, ), 1)y (1,0).

Calcular [, e*¥ donde D es el tridngulo con vértices (0,0), (1,3) y (2,2)

donde D es el triangulo con vértices

Encontrar el volumen del sélido limitado por 22 + 29> =2, 2 =0y z +y + 22 = 2.

E Encontrar el volumen de la regién que resulta de intersectar los dos cilindros 22 + 4% < a? y
22+ 22 < d’.

Calcular cada una de las siguientes integrales:

a) [y (@ +y® + 2%)dxdydz, donde W es la regién acotada por z 4y + 2z = a (a > 0), z = 0,
y=0y2z=0.

b) fW zdxdydz, donde W es la region acotada por los planos t =0, y =0, 2 =0, 2 =1 y el
cilindro 22 + > =1 con z > 0, y > 0.

) Jw(@® + y?)dzdydz, donde W es la pirdmide con vértice superior (0,0, 1) y cuyos vértices
en la base son (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) y (1,1,0).

En cada inciso, encuentra la imagen bajo la transformacién g de la regién A e integra f sobre
9(A).
a’) g(U,U> = (u2 —U2,2UU), A= {<u7v) S R? ‘ u,v > 0 y U2—|—U2 < 1}7 y f(xay) = ﬁ
x2+y

b) g(“:”) = (u7v(1 +u2))77 A= [07 3] X [072] y f(xvy> = Z.

Sea D* = [0,1] x [0,1] y definase T' en D* mediante T'(u,v) = (—u? + 4u,v). Hallar D = T'(D*)
.Es T inyectiva?

E Sca D* el paralelogramo limitado por las rectas y = 3v + 4, y = 3z, y = %IIJ, Yy = %(:17 +4).
Sea D = [0, 1] x [0, 1]. Hallar una aplicacién T tal que D = T'(D*).

Sea D* el paralelogramo con vértices en (—1,3), (0,0), (2,—1) y (1,2) y sea D = [0,1] x [0, 1].
Hallar una funcién 7" tal que T'(D*) = D.

Sea T': R? — R? el cambio a coordenadas esféricas definido por (p, ¢,0) — (x,y, 2), donde
xr=psen¢cosf, y=psengsend, z= pcosap.

Sea D* = {(p,#,0) | p€[0,1], ¢ € [0,7],0 € [0,2x]}. Hallar D = T(D*) ;Es T inyectiva? Si no
lo es, jse puede quitar un subconjunto a D* de forma que en lo que quede T sea inyectiva?

En cada inciso haz un dibujo de la regién dada y calcula su area.

a) La regién acotada por las curvas cuyas ecuaciones polares son § =0, 0 = 7/4 y r = 6.
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b) La region que estd dentro de la curva r = 1 + cos(f) y fuera de la curva r = 1.

¢) B La regién que esté dentro de la curva r = 3sen(6) y fuera de la curva r = 1 + sen(f).
Hallar la media de f(x,y) = e”¥ sobre el tridngulo con vértices (0,0), (0,1) y (1,0).
Hallar el centro de masa de la regién entre y = 2% e y = x si la densidad es x + y.
Hallar el centro de masa de la regién entre y = 0 e y = 22, donde 0 < z < 1/2.

Una placa de oro estd definida por 0 < z < 27y 0 < y < 7 (centimetros) y tiene una densidad
de masa §(z,y) = y? sen?(4x) + 2 (gramos por centimetro cuadrado). Si el oro se vende a 7 euros
por gramo, ;Cuanto vale el oro de la placa?

Hallar el centro de masa del cilindro 22 +y* < 1, 1 < z < 2, si la densidad es (z? + y?)22%.

E Sea A 1la regién determinada por la circunferencia de radio 1 y centro en (0, 1). Supongamos
que A es una placa metalica cuya densidad de masa p estd dada por

2 +y* size[-1,0],
pla,y) = {y2 si x € [0,1].
Calcula la masa total de A y el centro de masa de A.
Hallar el valor medio de e™* sobre la bola 22 + y? + 2% < 1.
Sea D = {(z,y)|2? + y* < 1}. Calcula [, e”*¥ dudy.

Sea D laregiéon 0 < y < xy 0 <z < 1. Calcular fD(x + y)dzdy, por medio del cambio de
variables * = u 4+ v, y = u — v. Comprobar el resultado por medio del célculo directo de la
integral.

Sea T'(u,v) = (xz(u,v),y(u,v)) la aplicacién definida por T'(u,v) = (4u,2u + 3v). Sea D* el
rectdngulo [0, 1] x [1,2]. Hallar D = T'(D*) y calcular las integrales

/ rydrdy, / (z — y)dzdy,
D D

por medio de un cambio de variables que las calcule sobre D*.

Calcular
dxdy

pVI+r+2y
donde D = [0,1] x [0, 1], haciendo el cambio de variables T'(u,v) = (u,v/2).

Definir T'(u,v) = (u? — v?, 2uv). Sea D* el conjunto de los puntos (u,v) con u? +v* <1, u > 0,
v > 0. Hallar D = T'(D*) y calclular el area de D.

E calcular fR ffg, donde R es la region acotada por x =0,y =0, x+y =1, x +y = 4, por

medio de la aplicacién T'(u,v) = (u — uv, uv).

Integrar a2 + y? + 22 sobre el cilindro 22 + 9% <2, -2 < 2z < 3.



dxdydz

/o442 +y2422 :

53. Integrar v/x2 + y2 + 22 sobre la regién acotada por las esferas 22 +y?+2? = a® y 22 +y? + 22 = b,
donde 0 < b < a.

52. Sea B? la bola cerrada unitaria de R?. Calcular [,

54. & Calcular [ zdzdydz, donde B es la regién dentro del cilindro 2* + y* = 1 por encima del
plano xy y por debajo del cono z = \/x2 + y2.



