Célculo diferencial e integral 4
Guia 3

Los ejercicios marcados con una E deberan entregarse por equipos el dia 15 de abril jal inicio de
clase!

1. Sean 7 : [a,b] — R™ una curva de clase C' y con 7/(t) # 0 para todo t € [a,b] y p, A € R valores
reales.

a) Si f,g:v([a,b]) = R son continuas por pedazos, demuestra que

A(Mf+Ag)d5:N/7fd$+ALgds

b) Si F,G : v(]a,b]) — R™ son continuas por pedazos, demuestra que

/(uF—l—)\G)-ds—u/F-ds—i—)\/G‘ds.
Y Y v

2. Sea f(x,y,2) =y y c(t) =(0,0,t), t € [0,1]. Demostrar que [ fds = 0.
3. Evaluar fc fds donde

a) f(z,y,2) =x+y+zyc(t) = (sent,cost,t), t €[0,2n].
b) f(z,y,2) =coszy c(t) = (sent,cost,t), t € [0,27].

c) f(z,y,2) = exp(v/2) y ct) = (1,2,£%), t € [0,1].

d) f(x,y,2) =zcoszyc(t) = (t,12,0),tel0,1].

e) f(z,y,z) =zy c(t) = (tcost,tsent,t) para 0 < t < t.

4. Demostrar que la integral de f(x,y) a lo largo de una trayectoria dada en coordenadas polares
por r =1(f), 0 € 01,02 es:

02

2
f(rcos,rsenf)y/r2 + dr de.
do

01

Calcular la longitud de la trayectoria r =1+ cosf, 0 < 0 < 2.

5. E. Sea v : [a,b] — R3 una trayectoria descrita en coordenadas cilindricas por

(1) = (r(t),0(1), 2(1))-

Demuestra que la longitud de v estda dada por

[ () ()
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E. Consideremos la curva parametrizada por ¢(t) = (0,asent,acost). Supon-
gamos que dicha curva esta hecha de alambre con una densidad uniforme de 2
gramos por unidad de longitud.

a) ;Cudl es la masa del alambre?

b) ;Cémo encontrarias el centro de masa del alambre? Justifica tu respuesta.

i f:[a,b] = R es de clase C*t, definimos la longitud de la grdfica de f como la
longitud de la trayectoria t — (¢, f(t)), t € [a, b].

a) Demostrar que la longitud de la grafica de f en [a, b] es f \/1 + (f'(z))?dx.
b) Hallar la longitud de la grafica de y = logx, si x € [1,2].
Hallar la masa de un alambre formado por la interseccion de la superficie esférica

22 +y?+22=1yel plano z+y+ 2 = 0 si la densidad en (z,y, 2) estd dada por
p(z,y,2) = x? gramos por unidad de longitud del alambre.

Sea F(x,y,z) = xi + yj + zk. Evaluar la integral de fc F'-ds alo largo de cada
una de las siguientes trayectorias:

a) c(t) = (t,¢,1), t €10,1],

b) c(t) = (cost,sent,0), t € [0, 27],

c) c(t) = (2,3t,2t3), t € [-1,2].

Evaluar cada una de las siguientes integrales de linea

a) [, xdy —ydz, c(t) = (cost,sent) con t € [0, 27].
b) [ xdx +ydy, c(t) = (cosmt,senmt) con t € [0,2].

c) fc yzdxr + xzdy + xydz, donde c esta formada por los segmentos recilineos
que unen (1,0,0) con (0,1,0) y éste con (0,0, 1).

d) [ 2*dz — zydy + dz, donde c es la pardbola z = 2, y = 0 de (—1,0,1) a
(1,0,1).

E. Para cada (z,y) € R? sea F(x,y) el vector unitario que apunta hacia el
origen desde (x,y). Calcula el trabajo realizado al mover una particula sobre el
cambo vecotorial F' desde el punto (2a,0) al (0,0) a lo largo de la mitad superior
del circulo (x — a)* + y* = a*.

Sea ¢ una trayectoria suave.

a) Supongamos que F' es perpendicular a (t) en el punto ¢(t). Demostrar que
[ F-ds=0
&
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b) Si F es paralelo a ¢(t) en ¢(t), demostrar que [ F -ds = [ ||F||ds.

Supongamos que la trayectoria ¢ tiene longitud [ y que ||[F|| < M. Demostrar

que
/F - ds

Evaluar [ F'-ds, donde F(x,y,z) = yi+2xj +yk y la trayectoria c : [0, 1] — R?
estd definida por c(t) = ti + t2j + t3k.

< MI.

Supongamos que ¢; y ¢ son dos trayectorias con los mismos extremos y que F
es un campo vectorial. Demostrar que fd F-ds = fCQF - ds es equivalente a
fc F' - ds = 0 donde c es la curva cerrada que se obtiene al moverse primero a lo
largo de ¢ y después a lo largo de ¢y en el sentido opuesto.

Sea c(t) una trayectoria y 1" el vector tangente unitario ;Qué es [ T - ds?

E. Sea ~ : [a,b] — R? una parametrizacién de clase C' de una curva en R?,
v(t) = (7(t),2(t)). Supongamos que +'(t) # 0 para todo t € [a,b]. Sea F' =
(F1, F3) un campo vectorial. Definamos la forma diferencial w = —Fydx + Fidy.

Demuestra que
/ F - Nds = / w,
gl gl

donde N (v(t)) es el vector normal unitario dado por

(2(t), =m ()
I @)

E. Sea F' = (2* + 2xy)i + 22§ + 322%k. Calcular la integral de linea F' a lo largo
del perimetro del cuadrado con vértices (£1,£1), en sentido levégiro.

N((t) =

a) Considera la trayectoria c(t) = (cos®t,sen®t), t € [0,27]. Dibujar la traza
de la curva y evaluar la integral del campo vectorial F(z,y) = zi + yj a lo
largo de esta curva.

b) Usando la trayectoria anterior observar que una aplicacién ¢ : [a, b] — R? de
clase C'!' puede tener una imagen que no parece suave.

Evaluar la integral de linea

/2:Uyzdx + 2 zdy + rPydz,

c

donde ¢ es una cuerva simple orientada que conecta (1,1,1) con (1,2,4).
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E. Supongamos que Vf(z,y,2) = 2zyze™ i + ze* j + ye* k. Si £(0,0,0) = 5
hallar f(1,2,4).

Sea df = (—ydx + xdy)/(2* + y?). Pensando en coordenadas polares, explica
porqué parece obvio que f7 df = 2w, donde 7(t) = (acost,bsint), t € [0, 2.
Aceptando este echo, deducir que

/2” dt 27
o aZcos’t+ b2sin’t  ab’

E. Sea v(t) = (cost,sent), t € [0,27] y

(x —y)de + (x + y)dy'

w =
x? + 42

Calcula fvw. Explica cuidadosamente porqué no existe ninguna funcién f tal
que df = w.

Encontrar la ecuacién del plano tangente a la superficie dada en el punto espe-
cificado:

a) v =2u,y=u?+v, z=10%en (0,1,1).

b) v =u?— 02, y=u+v, 2 =u?+4v,en (—1/4,1/2,2).
c) x =u* y=usene’, 2 =1/3ucose’, en (13,—2,1).

d) z=u?y=v% z=u*+v>, enu=1yv=1.

E. Hallar una expresién para el vector tangente unitario normal a cada una de
las siguientes superficies. Indentificar la superficie.

a) x =3cosfsen¢, y = 2senfsenp, z = cos ¢, para 0 € [0,2x] y ¢ € [0, 7].

b) © = (2 — cosv)cosu, y = (2 — cosv)senu, z = senv, para u € |[—mw, 7|y

¢ € [—m,7|. {Es regular esta superficie?

Obtener una férmula para los planos tangentes a las superficies © = h(y,z) y
y = k(z,2).

Hallar una parametrizacién de la superficie z = 322 4 8xy y usarla para hallar
el plano tangente en (1,0, 3).

Hallar una parametrizacién de la superficie 23 + 3zy + 22 = 2, 2 > 0, y usarla
para hallar la ecuacién del plano tangente en el punto (1,1/3,0).



29

30

31

32

33

34

35

36.

37

. E. Hallar una parametrizacién para el hiperboloide z? + y? — 22> = 25 y usarla
para encontrar el vector normal unitario y la ecuacion del plano tangente en los
puntos (g, yo,0) con 22 + y3 = 25.

. Hallar el area de la superficie de la esfera unitaria S representada paramétrica-
mente por ® : D — S C R3 donde D = [0,27] x [0,¢] ¥

®(0, ¢) = (cos @ sen ¢, sen O sen ¢, cos ¢).

. Hallar el area de la superficie del helicoide representada paramétricamente por
®:D — R donde D = [0,1] x [0,37] y

O(r,0) = (rcosf,rsenb, o).
. E. El toro T se puede representar paramétricamente por la funcién ® : D — R?,
donde D = [0, 27] x [0, 27},
®(0,¢) = (R4 cos @) cosb, (R + cos @) send, sen ¢)
y R > 1. Haz un dibujo de Ty encuentra el area de la superfice.

. Encontrar el area de la porcién de la esfera unitaria contenida en el cono z >
V2 4y

. Hallar una parametrizacién de la superficie 22 —y?> = 1, donde z > 0, -1 <y < 1
y 0 < z < 1. Encontrar el vector normal a la supeficie.

. Encontrar una parametrizacion del elipsoide
72 2,2

Y
St Tt o=l

Hallar el vector normal a la superficie en cada uno de sus puntos.

a) Rotamos la curva y = f(x), a < x < b al rededor del eje y. Demostrar que
el area de la superficie barrida viene dada por

b
A 27r/ 2[V/1F (@) da.

b) Hallar el drea de la superfice obtenida al rotar la curva y = 2%, 0 < x < 1,
alrededor del eje y.

. El cilindro 22 +4? = =z, divide la esfera unitaria S en dos regiones S; y Ss, donde
S1 estd dentro del cilindro y S5 fuera. Hallar el cociente de las dreas A(Ss)/A(S1).
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E. Calcluar f f ¢ rydsS, donde S es la superficie del tetraedro de caras z = 0,
y=0,z+y=1yzx=uy.

Evaluar [ [¢ayzdS, donde S es el tridngulo con vértices (1,0,0), (0,2,0) y
(0,1,1).

Evaluar [ [o(z +y + 2)dS, donde S es la esfera unitaria.
Evaluar [ [¢2?dS donde S es la frontera del cubo C' = [—1,1] x [-1,1] x [-1,1].

Una superficie metalica S tiene la forma del hemisferio z = /R% — 22 — y2,
donde (z,y) satisface 0 < 22 + y*> < R% La densidad de masa en (z,vy, 2) estd
dada por m(z,y, 2z) = x* + y2. Hallar la masa total de S.

Comprobar que en coodenadas esféricas, sobre una esfera de radio R,

| Ty x Ty||depdf = R*sen ¢pdepdo.

Calcular la integral [ |, ¢ F'-dS donde S es toda la superficie de la semiesfera
22 +y? + 22 <1, z > 0 orientada por la normal que apunta hacia el exterior, y
F=(x+3y)i+ (y+1022)j + (2 — 2y)k.

Evaluar la integral de superficie [ [¢ F-ndS, donde F(x,y, z) = i+j+z(x*+y*)*k
v S es la superficie del cilindro 22 + 92 <10 < z < 1.

E. Demostrar el siguiente teorema del valor medio para integrales de superficie:
Si F' es un campo vectorial continuo, entonces

[ [P nas = (F@-n(@as),

para algin @ € S, donde A(S) es el area de S.

Sea S una superficie en R?, que es en realidad un subconjunto D del plano zy.
Demostrar que la integral de una funcién escalar f(z,y, z) sobre S se reduce a
la integral de f(x,y,z) sobre D jEn qué se convierte la integral de un campo
vectorial sobre S7

Para a,b,c > 0, sea S la mitad superior del elipsoide

2 2

2
S:{(%yaz)‘x 322+Z_1 Z>O}

orientada con la normal hacia arriba. Calcular f f g F'-dS, donde F(r,y,2) =
(23,0,0).



