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Célculo diferencial e integral 4
Guia 4

Calcular la divergencia y el rotacional de los siguientes campos vectoriales:

,2) = yzi+ xzj + xyk.

a) V(z,y
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. Demostrar que F(z,y) = y(cosx)i + z(seny)j no es un campo gradiente.

Demostrar que F(z,y) = (2% + y?)i — 22yj no es un campo gradiente.

. Supongamos que V- F =0y V-G = 0. ;Cuél de los siguientes campos tiene necesariamente

divergencia nula?

a) F+G
b) FxG

. Sea F(z,y,z) = 3x%yi + (23y3)j. Comprobar que V x F' = 0 y encontrar una funcién f tal que

Vf=F.
E. Sea F: R?* — R3 un campo vectorial de clase C?. Demuestra la siguientes identidades:

a) V- (VxF)=0.
b) Vx(VxF)=V(V-F)—V2F, donde V2F = V2Fyi+ V2 Fyj+ V2Fsk y F = Fyit Foj+ Fyk.

E. Usando el teorema de Green, evaluar fc ydx — xdy, donde C' es la frontera del cuadrado
[—1,1] x [—1,1] orientada en la direccién levigira.

. Hallar el area de un circulo de radio R usando el teorema de Green.

Comprobar el teorema de Green para el circulo de centro en (0,0) y radio R y las funciones

a’) P(*Tay) = .Z‘y2, Q<I7y) = _ny'
b) P(z,y) = zy = Q(z,y).

Usando el teorema de la divergencia, demostrar que |, op I -nds =0, donde F(z,y) =yi—xjy
D es el circulo unidad. Comprobarlo directamente.

Bajo las condiciones del teorema de Green, demostrar que
0) [ope PQdz + PQdy = [, [Q (g—P ) 4P ( e g—Q>] dzdy.

b) faD+ ( % - P%) dx + (P% - %_I;) dy = 2ffD (Paajay anay> dxdy.
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Sea D una region en la cual es valido el teorema de Green. Supongamos ademas que f es armoénica
(V2f =0). Demostrar que

gdw — gdy = 0.
oD 8y al’
a) Comprobar el teorema de la divergencia para F(x,y) = zi + yj y D el circulo unidad

4y <1

b) Evaluar la integral de la componente normal de 2xyi — 3?5 a lo largo de la elipse definida
por z2/a* + y*/b* = 1.

Sea P(z,y) = —y/(z* + y*) y Q(z,y) = x/(2* + y*). Suponiendo que D es el circulo unitario,
analizar porqué en este casono podemos aplicar el teorema de Green.

Utilizar el teorema de Green para evaluar | o+ (y% + 23)dz + 2*dy, dénde C* es el perfmetro del
cuadrado [0, 1] x [0, 1] recorrido en direccién levégira.

Usa el teorema de Green para el calculo de areas, para demostrar que el area de una region
b
expresada en coordenadas polares es A = % fa r2df.

Demostrar la identidad

Vo -nds = V26 + Vo - Vo)dA.
[ oo as //D<<z> 6+ V- Vo)

E. Demostrar que si C es una curva cerrada simple que acota una regién en la cual es aplicable
el teorema de Green, entonces el area de la region D encerrada por C es:

A:/ a:dy:/ ydzx.
ot -

E. El “Folium de Descartes” es la curva en R? descrita por la ecuacién z3 + y* = 3zy.

a) Haz un dibujo de esta curva y describe su comportamiento.
b) Encuentra la parametrizacién en coordenadas polares de esta curva.

c¢) La parte de la curva que se encuentra en el cuadrante positivo de R? es una curva cerrada.
Encuentra el area de la regién que encierra.

E.

a) Sea p € R? un punto cualquiera. Definamos el campo vectorial F' : R?\ {p} — R? de la
siguiente manera:

F(z) = V(In(llz = p[*)).

Supongamos que C' es un circulo centrado en p orientado en sentido levégiro. Demuestra

que
/ F -nds = 4.
c
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b) Sean pi,...,p, € R?puntos distintos y qi, . . ., ¢, escalares. Definamos F' : R®\{py,...,p.} —
R? de la siguiente manera:

F(z) = Y aV (n(lle = pi).

Supongamos que C' es una curva cerrada simple (orientada en sentido levégiro) la cual
encierra al conjunto {pi,...,p,}. Demuestra que

/F-nds:47r(q1+...,qn).
C

Comprobar el teorema de Stokes para la semiesfera superior z = /1 — 22 —92, 2 > 0, y el
campio vectorial F(z,y,z) = xi + yj + zk.

Sea S la superficie cilindirca con tapa formada por la unién de las superficies S; y Sp, donde S}
es el conjunto de puntos (z,y, 2) tales que 2> +y* =1, z € [0, 1], y Sy es el conjunto de puntos
(7,9, 2) tales que 22412+ (2—1)2 = 1, 2 > 1. Sea F(z,y, 2) = (zx+2%y+2)i+(23yr+y)j+(z*z?)k.
Calcular [[((V x F) -dS.

Sea ¢ el camino formado por los segmentos rectilineos que unen (1,0, 0), (0,1,0) y (0,0, 1), y sea
S el tridngulo con esos vértices. Comprobar el teorema de Stokes directamente para F(x,y, z) =
yzi + xzj] + xyk.

E. Calcular la integral ||, s(Vx F)-dS donde S es la porcion de la superficie de la esfera definida
por 22 +y*+22=1yxz+y+2z>1ydonde F(z,y,2) = (z,y,2) x (1,1,1).

Hallar [[,(VxF)-dS, donde S es el elipsoide 2 +y*+22* = 10y F(z,y, z) = (senzy)i+e”j+yzk.

Sea S una superficie y sea F' perpendicular a la tangente a la frontera de S, demostrar que
ffS(VxF)-dSzo.

E. Sea C = {(x,9,0) € R? | 22 +3? = 1}. Encuentra tres superficies distintas S, Sy y Ss, tales
que C = 881 = 882 = 853

Considerar dos superficies S7 y Sy con la misma frontera 0S. Describir mediante un esquema
como deben orientarse S; y Sy para asegurar que

//S(VXF)-dS—//S(VxF)-dS.

Para una superficie S y un vector fijo v, demostrar que

2 [[vonds = [ @sr)-as

Razonar intuitivamente que si S es una superficie cerrada, entonces [[((V x F)-dS = 0.

donde r(z,y, z) = (x,y, 2).

Si C es una curva cerrada que es la frontera de una superficie S y f,g : R®> — R son funciones
de clase C?, demostrar que
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a) [, fVg-ds= [[((VfxVg)-dS.
b) Jo(fVg+gVf)-ds=0

a) Si C es una curva cerrada que es la frontera que una superficie S'y v es un vector constante,
demostrar que [, v-ds =0,

b) Demostrar que el resultado anterior es cierto aunque C' no sea la frontera de ninguna
superficie.

Sea F(z,y,z) = (3y, —xz, —yz?). Integrar V x F sobre el trozo de la superficie 2z = 2% + y* que
esta por debajo del plano z = 2 de dos formas: directamente y usando el teorema de Stokes.

Sea F(x,y) = (zy,y?) y sea c la trayectoria que une los los puntos (0, 0) y (1,2) en R? recorriendo
la gréfica de y = 222, Evaluar fc F'-ds. jDepende esta integral de cudl sea la trayectoria que une
los puntos (0,0) y (1,2)? Justifica tu respuesta.

Sea F(z,y,2) = (2zyz + senx)i + x°zj + x*yk. Hallar una funcién f tal que F = V.

Demostrar que F' = —7“/||7“||3
que Vf =F.

es un campo conservativo si r(z,y, z) = (x,y, z). Encontrar f tal

Sea F(z,y,z) = (xy,y, z) ;Puede existir una funcién f tal que F' = V f7

Determinar cuales de los siguientes campos vectoriales F' son el gradiente de una funcién escalar
f v, si es el caso, encuentra dicha funcion f.

a) Fz,y) = (z,y),

b) Fla,y) = (2* + ¢ 22y),

¢) F(x,y) = (coszy — wysen xy, v2 sen zy),

&) Pla,y) = (o/FFF Ly /TP T 1,

e) F(x,y) = (2rcosy + cosy, —r?seny — rseny).

Demostrar que los campos vectoriales siguientes son conservativos. Calcular fc F - ds para la
curva dada.

a) F(x,y) = (zy* + 32%y)i + (v + y)z?j; C es la curva formada por los segmentos que unen
(1.1) con (0.2) y (3.0)
b) F(x,y) = (cos(zy?) — zy*sen(xy?))i — 2x2y sen(xy?)j; C es la curva (ef,e!™), —1 <t <0.
E. Sea W = [0,1]? el cubo unitario. Evaluar [[, . F - dS donde F esta definido por

a) F(z,y,2) =i+j+k,
b) F(x,y,2) = z% + 2%j + 2°k.

Realizar el calculo directamente y comprobarlo usando el teorema de la divergencia.
Sea F' = yi + zj + xzk. Evaluar ffaW F' - dS para cada una de las siguientes regiones W:

a) 2 +y? <z <1
b) 22 +y*<z<1lyaxz>0.



¢) P+ <z<1yax<0.
42. Evaluar [[; F -dS donde F' = 3xy®i + 32°yj + 2°k y S es la superficie de la esfera unitaria.
43. Demostrar las identidades de Green.

a) Sea W una regién bonita de R®. Supongamos que f y g son funciones de clase C? definidas
en un abierto que contiene a W. Demostrar que

J| rvgenis= [[[ v +vr-va)
//E)W(ng—gi)-ndSZ///vazg—gVQf)-

b) E. Formula y demuestra las identidades anélogas para el caso en que D es una regién bonita
de R? (es decir, en la cual es vélida el teorema de Green) y f y g son funciones de clase C*?
definidas en un abierto que contiene a D.

44. E. Sea D C R? una regién para la cual es vélida el teorema de Green.

a) Supongamos que f : R? — R es arménica en D (es decir, V2f = 0), demuestra que

JLiwne= [ rornas

b) Supongamos que f y g satisfacen la ecuacién de Poisson en una regién D C R?; es decir:
Vi = Vi = ¢

donde ¢ : D — R? es una funcién definida en D. Si f = g en 0D, demuestra que f = g en
D. Este resultado se conoce como el Teorema de unicidad para soluciones de la ecuacién de
Poisson.

45. Supongamos que F' es tangente a la superficie cerrada S = OW de una regién W. Demostrar que

fl7r-o



