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Parte 1

Topologia I






Capitulo 1

metricoscorregido

1.1 Definiciones y ejemplos

Un espacio métrico es un conjunto en el cual podemos hablar de la dis-
tancia de cualesquiera dos elementos. La siguiente definicién impone ciertas
condiciones naturales a la distancia entre los puntos.

Definicién 1.0.1. Sea X un conjunto diferente del vacio. Una funcion d :
X x X — R se dice que es métrica o funcion de distancia sobre X si d
satisface las siguientes propiedades:

(i) d(z,y) >0 para todo x,y € X y d(z,y) =0 si y sélo six =1y

(17) d(z,y) = d(y,x) para todo x,y € X

(17i) d(z,2) < d(x,y) + d(y, z) para todo x,y,z € X. Esta propiedad es
conocida como la desigualdad del tridangulo.

A la pareja (X, d) se le llama espacio métrico.

Ejemplo 1.0.1. El ejemplo més importante es el conjunto R de los nimeros
reales con la métrica d(x,y) := |z — y|. Recordemos que el valor absoluto de
un nimero real es:

T si x>0
2| = .
—x sl <0

Observe que:

(1) x<l|z| y —x <|zx| paraz € R.

Es facil ver que d satisface las primeras dos condiciones de una métrica.
La desigualdad del triangulo se sigue de la desigualdad de tridngulo del valor
absoluto:

(2) |z +y| < |z| + |y| paratodo z,y € R.
9
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Revisemos rapidamente una prueba tomando la relacién de orden sobre
R:

Caso 1: Sea |z + y| =  +y. Entonces |z +y| = +y < |z + |y| por (1).

Caso 2: Sea |x+y| = —(z+y). Tenemos |z+y| = —x—y < |z|+|y| por (1).

Hemos completado la prueba de la desigualdad del tridngulo (2) para el
valor absoluto. Ademads, notemos que la igualdad ocurre en (2) si y sélo si x
y y ambos son no negativos o ambos son no positivos. Supongamos que la
igual se da en la desigualdad del triangulo. También supongamos que ocu-
rre el Caso 2. Entonces |z + y| = —x —y = |z| + |y| con lo que tenemos
(|z] +2) + (Jy| +y) = 0. Los términos en el miembro izquierdo de esta ecua-
ci6én son no negativos por lo que concluimos que |z| = —z y |y| = —y. Por lo
tanto = y y son no positivos. Con un andlisis similar del Caso 1 obtenemos
que ambos x y ¥ son no negativos.

Ahora es un asunto sencillo derivar la desigualdad del tridngulo para d:

d(z,z) = |z — 2|

=z —y) +(y -2
<|z—y|l+ |y —z| (por la desigualdad del tridngulo para | |)
= d(z,y) + d(y, 2).

Nos referimos a d como la métrica del valor absoluto.

Figura 1.1: Desigualdad del triangulo

Ejercicio 1.0.2. También podemos probar (2) como sigue: Observemos que

x < |z| para toda z € R y que |x| = V22, la raiz cuadrada no negativa de x.
Por lo tanto,
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@ +yl* = (@ +y)* =2+ + 20y < |2 + [y* + 2/2lly| = (J2| + [y])*.

(Usamos el hecho de que |xy| = |z||y| para todo par de nimeros reales x y y
en la prueba anterior.) Puesto que t — V't es creciente en (0,00), se sigue el
resultado.

Ejercicio 1.0.3. ;Cudndo se da la igualdad en la desigualdad del triangulo
para la métrica del valor absoluto en R? (Véase el teorema (1.0.16) para un
caso mds general.)

Ejemplo 1.0.2. Ahora definiremos al valor absoluto de un niimero complejo
y lo usaremos para definir una métrica en C.

Para z € C, definimos |z| = \/2? + y? si z = x+1iy, x,y € R. Escribimos
Re z (respectivamente, Im z) para denotar a la parte real (respectivamente,
a la parte imaginaria) de un nimero complejo.

Observemos los siguientes hechos acerca de la funcién valor absoluto sobre

|z| = |Z| para z € C.

2|2 = 2% para z € C.

Rez < |z| y Imz < |z] para z € C.

|zw| = |z||w| para z,w € C

Para z,w € C, tenemos la desigualdad del tridngulo: |z + w| < |z| + |w].
Dejamos la verificacién del 1 al 4 al lector. Probaremos 5. Tenemos:

C:
1.
2.
3.
4.
D.

|z +w? = (z 4+ w)(z + w)
= |2 + |w|® + 2w + Zw
= |2)* + |w|* + 2Re 2w
< 2P+ [wf* + 2[2w]
= |2 + |w]? + 2|2 |w|
= (Jz] + |wl)?

De aqui se sigue la desigualdad del triangulo.
Dados z,w € C, definimos d(z,w) := |z — w|. Es facil probar que d es
una métrica en C.
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Ejemplo 1.0.3. (Métrica Discreta). Sea X un conjunto diferente del
vacio. Definimos d(z,y) =0si . =y y d(z,y) = 1 si & # y. Dejamos el sen-
cillo ejercicio de probar que d es una métrica sobre X al lector. La métrica d
se llama métrica discreta.

Ejemplo 1.0.4. Sea V = R". Las siguientes son métricas sobre R":

() di(,y) = 3 py |2 — il
(b) doo(x,y) := max{|zy — yx| : 1 < k < n}.

Dejamos las sencillas verificaciones de estas métricas al lector. Tendremos
que regresar a ellas después desde otra perspectiva. Véase el ejercicio (1.0.17).

En México, la métrica d; es conocida como ”la métrica del taxista”.
Puédes ver por qué? Dibuje la reticula de puntos con coordenadas ente-
ras en R? y vea cual es la d;-distancia entre (1,2) y (—4,8). Véase la figura
1.2.

Q(z2,y2) B(x4, 1) Q(x2,y2) x
]
A($3>y3) A(‘/E37y3)
P(z1,11) Plx1,11)
d1<P,Q):$2—x1+y2—y1 doo<P7Q):y2_y1
di(A,B) = x4 — T3+ Y1 — Y3 ds(A, B) = x4 — 23

Figura 1.2: Métricas d; y d

Definicién 1.0.4. Un producto interno en un espacio vectorial real V es
una funcion

(,) :VxVo>R
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Que satisface las siguientes propiedades: Para x,y,z € V y a € R,

(a) (x,x) >0y (z,2) =0 sty sélo si x =0,

(b) (x,y) = (y, @),

(c) (x+zy) =(x,y) +(z,9) y (z.y+2) =(z,y) + (z,2),

(d) (o, y) = alz,y).
Al par (V,(, )) se le llama espacio con producto interno. Para abreviar, a
veces diremos "V es un espacio con producto interno”sin mencionar explici-
tamente al producto interno ( , ).

Ejemplo 1.0.5. Considere V. =R". Si x = (21,....2,) Yy ¥ = (Y1,---,Yn)
son elementos de R", entonces, su producto punto (z,y) (o, x - y) se define
como (x,y) = Y ., z;y;- Bs facil comprobar que el producto punto es un
producto interno. El par (R, ( , )) es conocido como el espacio euclideano
n-dimensional.

Definicién 1.0.5. Denotamos por €0, 1] al espacio vectorial de todas las
funciones continuas que toman valores reales en el intervalo [0,1]. Si f,g €
€10,1] definimos (f, g) fo t)dt, donde la integral es la de Riemann.
Note primero que la integral emste (/Gmcms al andlisis!). La cosa crucial
que hay que mostrar es que (f, f) = 0 si y sdlo si f = 0. Esto se sigue del
Lema 1.1.11 de abajo. El resto de las propiedades se siguen de propiedades
bien conocidas de la integral (de Riemann). De esta forma, (¢/[0,1],(, )) es
un espacio con producto interno.

Lema 1.0.6. Sea f : [0,1] — R continua con f(t) > 0 para t € [0,1]. En-
tonces fo t)dt =0 si y solo si f(t) =0 para toda t € [0, 1].

Prueba. Para probar la parte no trivial, supongamos que fo t)dt = 0. Si
f no es idénticamente 0, como f > 0, existe un tq € [0, 1] tal que f(to) > 0.
Definamos « := f(ty) v € := a/2. Para este valor de ¢, por la continuidad de
[ en ty, existe un ¢ tal que f(t) € (%, 37‘1) para t € (to — 0,t9 + 9). Usando
varias propiedades de la integral, vemos que

1 to+0 to+0 o
/ F(t)dt 2/ F(t)dt 2/ Cdt = a5 >0,
0 to—0 to—0 2

Lo cual contradice nuestro supuesto de que fol f(t)dt =0.



14 1. METRICOSCORREGIDO

Pregunta: ; Puede usted mencionar las propiedades de la integral (de Rie-
mann) de las que se deriva la desigualdad dada? O

Nota 1.0.7. Observe que si asumimos a f no negativa y Riemann-integrable
en [0,1] tal que fol f(t)dt = 0, entonces no podemos concluir que f = 0 en
[0, 1]. Por ejemplo, considere a la funcion f(t) =0 sit # 1/2 y f(1/2) = 10.
Entonces f es Riemann-integrable en [0, 1] y fol f(t)dt =0.

Definicién 1.0.8. Sea V un espacio con producto interno. Dado un vector
x €V, definimos a la norma o longitud ||x|| (léase la norma de x) asociada
al producto interno de V' como la raiz cuadrada no negativa de (x,x), es de-

cir, ||z|| := /(z, ).

Los ejemplos més importantes son los espacios euclideanos. En el espacio
vectorial R™, definimos el producto interno (z,y) := Z;L:z z;y;. Note que

cuando n = 2, ||(z,y)|| = 2% + y? es la longitud del vector (z,y).

A
T
———————
_-- ~~o
y ”/ o
v = P \\
[ ) x
/ \ U
/ Y \ X
/ \
/ \
1 \
! \
[} \
] ]
' | >
! i
\ ]
\ [}
\ [
\ /
\ /
\ /
\ /
N /
N + /
N 7’
N ’
~ ’
So ’,’
Ssae_ | __- -

Figura 1.3: Vectores unitarios a lo largo de = e y

Teorema 1.0.9. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sea V un espacio
con producto interno. Entonces tenemos que

[{z, y)| < llzllllyll para todo z,y € V.
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La igualdad se da st y solo si uno de ellos es un maultiplo escalar del otro.

Prueba. Si x = 0 o y = 0, entonces (x,y) = 0y ya sea ||z|| = 0 o
ly|]| = 0. De ahi el resultado. Ahora, considere el caso cuando ||z|| = ||ly|| = 1.
Considere (x — y,z — y). Entonces

0< (x—y,z—y) = (z,2) + (y,y) — 2(z,y)
=2—2(z,y) pues [z]| = |ly| = 1.

De aqui concluimos que 2 — 2(z,y) > 0, es decir (z,y) < 1.
De manera similar (x +y, 2 +y) > 0 nos lleva a que —(z,y) < 1. Por lo que

(3) [{z, 9)| < 1= ll=llllyll-

Ahora probaremos lo dicho respecto a la igualdad. Sea ||{(z,y)|| = 1.
Entonces ya sea (z,y) =1 0 —1. Si |[{z,y)|| = 1, de la cadena de desigual-
dades de arriba deducimos que |[(z — y,x — y)|| = 0 es decir, x —y = 0. Si
I{x,y)|| = —1, vemos que = 4+ y = 0. Por lo que la igualdad se da si y sélo si
vaseaxr +y=00x—y =0, quees, siysolosiz==y.

Ahora supongamos que x y y son distintos de cero (no necesariamente de
longitud unitaria). Entonces u = HZ;_H y U= H_zH son de longitud unitaria. Por

el cao anterior [|(u,v)|| < 1. Por lo que
1 1

)| =

De aqui obtenemos que [{(x,y)| < ||z||||y]l-
Si z y y son distintos de cero, entonces la igualdad significa que (x,y) =

lzllllyll o = (=, y) = ll=llllyll-

<x,y>‘§1

Entonces
z Y
(w.5) = 2l = (o) = %1
]l [yl
x Y
= 4 J
el [yl
== :I:My
Iyl
O
Teorema 1.0.10. La norma || || asociada a un producto interno en un es-

pacio vectorial V' como fue definida anteriormente satisface lo siguiente:
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(i) ||z]| > 0 para todo x € V y ||z|| =0 si y sélo si x = 0.

(ii)|ax| = laf||z]|, z € V y a € R.

(iit)||x + yl| < ||zl + ||y|| para todo x,y € V. (Esta es conocida como la
desigualdad del triangulo para la norma.)

Prueba. Dejamos la prueba del hecho de que la norma satisface las pri-
meras dos condiciones como un sencillo ejercicio. Para probar la desigualdad
del triangulo, procedeos como sigue:

lz+yl> = (x+y,2+y)
= (v, 7) + (y,y) + 2(z,9)
<lzll” + [lylI* + 2)1=[l]y]
= (ll[| + [lyI)*.

Como z + z? es una funcién creciente en [0, 00), deducimos la desigual-
dad requerida. O

Definicién 1.0.11. Considere V' un espacio vectorial sobre R o C. Una
norma en V es una funcion || || : V. — R que satisface las condiciones
(1) — (iii) enlistadas en el teorema.

El par (V|| ||) es llamado espacio lineal normado, o NLS (por sus siglas
en inglés) para abreviar.

Lema 1.0.12. Dado un NLS (V.| ||), definimos d(z,y) := ||z —y||. Enton-
ces d es una métrica en V.

Prueba. Mostraremos que d satisface la desigualdad del triangulo.
Escribamos z—z = (x—y)+ (y —2) y apliquemos la desigualdad del triangulo
de la norma:

d(z,2) = ||z — 2|
=[[(z —y) + (y— 2|
<llz =yl +lly — =]
= d(z,y) +d(y, 2)

Por lo que d define una métrica en V. O

Nota 1.0.13. A la métrica definida por d(x,y) = ||x — y|| se le denomi-
nard como la métrica asociada a la norma || ||. Todos los conceptos métricos
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de aqui en adelante concernientes a un NLS serdn con referencia a esta
métrica.

Ejercicio 1.0.14. Las métricas inducidas por normas son invariantes bajo
traslaciones:

dx + z,y+ 2z) =d(z,y) para x,y,z en un NLS.

El siguiente teorema explica el significado geométrico de el caso en el
que la igualdad ocurre en la desigualdad del triangulo en la métrica eucli-
deana estandar en R". Esto es tipico de los casos de igualdad de muchas
desigualdades. Son siempre muy especiales y, mas frecuentemente que no,
tienen interpretacién geométrica. Necesitamos la siguiente definicién:

Definicién 1.0.15. Sea V' un espacio vectorial real y x,y,z € V. Decimos
que el punto z se encuentra entre los puntos x e y si y solo si existe t € R,
0<t<1tal que z=tx+ (1 —1t)y.

Teorema 1.0.16. Sea = e y dos puntos en un espacio con producto interno
(V. (,)) sobre R. Sea z € V. Entonces se da la igualdad en la desigualdad
del triangulo d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) si y solo si el punto z se encuentra
entre los puntos x e y.

Prueba. Sea z que se encuentra entre los puntos z e y, digamos, z =
tz + (1 — t)y para alguna t € [0,1]. Entonces

d(z,z) + d(z,y) = [z = z[| + |z = vl
= [l —te — (1= )y[ + [tz + (1 = )y — |
=11 =tz =)l + [tz =)l
Comot>0y1—t>0,sesigue que
d(x, z) +d(z,y) = (1 = )]z —y| + t]z - y]
= [l =yl
= d(z,y).
Por el contrario, asumamos que d(z,y) = d(z, z) + d(z,y). Sabemos que
|z —yl < |l —z| + ||z — y||. Pero asumimos que la igualdad se da. Por lo
que, se sigue de el caso de la igualdad de la desigualdad del tridngulo (para

la norma inducida por un producto interno) que = — z = s(z —y) para alguna

s > 0. Esto muestra que (1 + s)z = = + sy luego, z = %ﬂx + 15 y. Como

s > 0, notamos que 0 < l_Jlrs < 1. Por lo tanto, z = tx + (1 — t)y donde
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_ 1 ;
t = 13- Es decir, z se encuentra entre z e y. Esto completa la prueba. O

Ejercicio 1.0.17. Muestra que las siguientes son normas en R™:

(a) ||o]ly = 325 |wnl.

(b) ||z]|eo := maz{|zx| : 1 < k < n}. Hint : Para probar la desigualdad
del tridngulo, observe que |z;| < ||z||s para x = (21, ..., x4, ..., x,) € R".

(c) |lzll2 == O, |zu|®)Y?. Esta es la llamada norma euclideana. Es
la norma asociada al producto punto en R™. A partir de aqui, a menos que
especifiquemos lo contrario, debemos asumir que R™ esta equipada con esta
norma y la métrica inducida por esta norma serd denotada por d.

Las métricas inducidas por las normas || ||; y || ||ec son respectivamente
las métricas d; y dy del ejemplo (1.0.4)

Generalizamos estas normas a espacios adecuados de funciones en los si-
guientes ejemplos.

Ejemplo 1.0.6. Sea X un conjunto no vacio. Sea B(.X) el conjunto de todas
las funciones con valores reales (o complejos) acotadas. Entonces

[ flloe := sup{[f(z)] - © € X}

define una norma en B(X). Debemos mostrar que se da la desigualdad del
tridngulo. Sean f,g € B(X)y z € X.

f(z) + g(2)| < [f(2)] +|g(2)]
<sup{|f(t)|:t € X} +sup{g(t) :t € X}
= [[flle + llglloo-

Por lo que el conjunto de los nimeros reales {|f(z) + g(x)| : z € X}
estd acorado superiormente por el nimero real || f]|s + [|9]|oo- De aqui que el
supremo del conjunto, es decir, ||f + g|/«, debe ser menor o igual a la cota
superior|| f||so + ||g]|co- Definimos a dy, como la métrica inducida por esta
norma.

Esta es similar a la norma || || en R™.

Ejemplo 1.0.7. Sea X := [0, 1], el intervalo unitario cerrado. Entonces

1l = / F(t)dt
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define una norma en el conjunto de todas las funciones continuas con valores
reales/complejos en [0, 1]. Esta es similar a la norma || ||; en R". Definimos
a d; como la distancia inducida por esta norma.

Y W

Figura 1.4: Significado geométrico de || [|;: drea de la regién sombreada
Aqui el problema principal estd en mostrar que si ||f||; = 0, entonces
f =0en |0, 1]. Pero esto ya fue tratado. Vease el lema (1.0.6) La desigualdad
del triangulo es sencilla usando las propiedades de la integral de Riemann.

nf+mh=A|ﬂw+mmw

sszwmww

alvww+ém@w
= 11 + gl

Figura 1.5: El significado geométrico de la métrica di: di(f,g) es el area de
la regién sombreada.
El significado geométrico de || f||; se vuelve claro para nosotros si recor-

damos el significado geométrico de la integral fab f(t)dt de una funcién no
negativa en un intervalo [a,b]. Es el drea de la region z =a, t =0,y =0e
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y = f(x). Vease las Figuras 1.4-1.5 donde a =0y b= 1.

Ejercicio 1.0.18. Sea X := [0, 1], el intervalo unitario cerrado. Entonces

[fll2 = (/Ol(lf(t)|)2dt)

define una norma en el conjunto de todas las funciones continuas con valores
reales/complejos en [0, 1].

1/2

Ejercicio 1.0.19. Considere las funciones f(t) ==t y g(t) := t*> para t €
[0,1]. Calcule di(f, 9) y do(f, 9)-

Ejercicio 1.0.20. V := %[0, 1] denota al espacio vectorial de todas las fun-
ciones continuas con valores reales en [0,1]. Muestre que f +— | fllo =
sup{|f(z)| : x € [0,1]} es una norma en V. (;Por qué || f|l tiene sentido?)

Ejercicio 1.0.21. Sea X el conjunto de todas las sucesiones reales. Nos
gustaria pensar que dos puntos (x,) y (yn) estdn cerca el uno del otro si sus
primeros N términos son iguales para alguna Ingitud N. Mientras mayor sea
el entero N, mds cerca estaran. Esto es logrado por la siguiente definicion de
la métrica:

0 stx =1y
d(w,y) = { L siz
mand{i:x; #y; Yy

La desigualdad del tridangulo d(x, z) < d(x,y) + d(y, z) ciertamente se da
st cualesquiera dos de x,y,z son iguales. Asi que asumamos que x # y,y %
zyz#x. Sea

ro=min{i:x; Yy}, s = min{i:y; # 2}t = min{i: z; # x;}.
Claramente t > min{r, s} y por lo tanto d(z,z) < max{d(z,y),d(y,2)}.
Ejercicio 1.0.22. Sea (X,d) un espacio métrico. Sea A C X diferente del

vacio. Definamos para x,y € A, §(z,y) := d(z,y). Entonces § es una métrica
en A, llamada la métrica inducida en el subconjunto A.

Ejercicio 1.0.23. Sea d una métrica en X . Definimos 6(x,y) := min{1,d(x,y)}
para toda x,y € X. Prueba que § es una métrica en X.
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Ejercicio 1.0.24. Sea (X, d) un espacio métrico. Definimos:

d
dz,y) = H—(cxl—ég,)y)’ para todo x,y € X.

Pruebe que § es una métrica en X.

Ejercicio 1.0.25. (Métrica del Producto). Sean (X,dy) y (Y,d2) espa-
ctos métricos. Prueba que:

d((z1,y1), (v2,92)) == maz{di(z1,72), d2(y1,y2)}

define una métrica en el producto de conjuntos X x Y. Nos referimos a
la métrica sobre X x'Y como la métrica del producto.

sPuedes pensar en otra métrica sobre X XY que venga de las métricas
originales sobre X y Y ?

Ejercicio 1.0.26. Supongamos que (X,d) y (Y,0) son espacios métricos.
sHay alguna métrica sobre X UY que induzca d sobre X y 0 sobre Y ? (Su-
ponga que X NY =10).

Ejercicio 1.0.27. Denotemos con M(n,R) al conjunto de todas las matrices
reales de n x n. Identificamos a cualquier matriz A = (a;;) € M(n,R) con el
vector

2
n
((lu,alg,...,(lln,...,anl,...7(lnn) ER .

Este mapeo es un isomorfismo lineal entre M(n,R) y R™. Usando este
isomorfismo lineal, definimos:

IAN = (3 a2 = [l(arns - - @)l
1,7

Por lo tanto M (n,R) es un NLS.

Lema 1.0.28. (Desigualdad de Young). Sean x,y nimeros reales no

1 1
negativos. Sea p > 1 y q definidos de tal manera que se cumpla — + — = 1.

Entonces tenemos la siguiente desigualdad conocida como la desigualdad de
Young:

2P q
(4) xy < ——|—y—.
p q

La igualdad se da st y solo si xP = y9.
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Prueba. La estrategia es la siguiente. Dejemos fija a y > 0. Consideremos
la funcion

q
f(z): :——i—y——xy para x > 0.
p q

Aplicamos los criterios de maximos y minimos de calculo de una varia-
ble para llegar a la desigualdad. El lector deberia continuar y completar la
prueba.

La derivada de f es f'(x) = 2P~! —y. Por lo tanto el punto critico, esto es,
1

el punto donde la derivada se anula, estd dado por xg = yP — L, Claramente,
f"(xo) > 0. Por lo tanto concluimos que f(zg) = 0 es el minimo de f en
(0, 00) de donde tenemos que f(z) > 0 = f(xy). Esta es la desigualdad que
buscamos.

Notemos que nuestro analisis prueba que la igualdad ocurre si y sélo si
x = y"/®=Y_ Elevando a la potencia p nos lleva a la igualdad buscada. O

Lema 1.0.29. (desigualdad de Holder). Usaremos la letra K para de-
notar R o C. Denotemos con X a K" y, para 1 < p < oo, sea ||z|, =
(" 2iP)YP y para p = oo, sea ||7|0 = maz{|z;| : 1 < i < n}. Para
p>1, sea q tal que 1/p+1/q = 1. Para p =1 tomaremos q = oo. Tenemos
la desigualdad de Holder:

(5) > laillbil < llall,llblly, para todo a,b € K.

La igualdad se dd si y solo si Ch|zg|P = Colyk|? para 1 < k < n para
algunas constantes diferentes de cero Cy y Cl.

b,
Prueba: La estrategia es la que sigue. Tomamos x = |||ah| ||’ bz||
P q
(4) y sumamos sobre i. Ahora, esto es un ejercicio directo para el lector. Si
(1 L]
tomamos x = (4), tenemos:
fal, % 11Blg

lail?  1]oi|* _ ai| |bs]

= P T - g 2

pllaly — qllblls — llall, l[blg
Sumando esto desde ¢ = 1 hasta i = n, tenemos:

af bl il 1bs
Z Z ol =~ Z lal, Tol,”

ol *

(6)
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Simplificando obtenemos

1 1
-+-2 Z|az||b|

p q ”aHp H Hq i=1

De donde obtenemos la desigualdad.

., Cuando se da la igualdad? Avanzando a través de la prueba y recordan-
do cuando la igualdad ocurre en la desigualdad de Young, deducimos que la
igualdad ocurre si y sélo si

p q
21 = | < Ch|zg|? = Colyx|? para 1 < k < mn,
el 1yl
para algunas constantes diferentes de cero Cf, Cs. 0

Lema 1.0.30. (Desigualdad de Minkowski.) Sea 1 < p < co. Tenemos
la desigualdad de Minkowski:

(7) la =+ 0ll, < llall, + [[bll, para a,b € K"

La igualdad ocurre si y solo si existen constante Cy,Cs tales que Cia =

Csb.

Prueba. La prueba ya se vio si p = oo. Por lo tanto asumimos que 1 <
p < 00. Los casos cuando a = 0 o b = 0 son obvios por lo que suponemos que
ninguno de ellos es cero.

Comenzamos la prueba con una sugerencia y se deja al lector completar
la prueba por su cuenta. Para 1 < p < oo, observemos:

Z |CLZ‘ + bz|p = Z |ai + b,||al -+ bi|p—1
i 1

(8)
< lalla; + 07> [billa + bif !

Aplicamos la desigualdad de Holder a cada uno de los sumandos.

Ahora concluyamos el argumento completo. Observemos ciertas relaciones
entre py q. Como 1/p+1/q =1, tenemos que p = q(p—1)y 1/g = (p—1)/p.
Lo usaremos a continuacion.

Consideremos el término > . |a;||a; + b;[P~'. Si aplicamos (5) a esta
suma, tenemos
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n

a 1/q
> lailla; + 07 < lall, [ Oai+—bﬂp1)q]
=1

L =1

rn 1/q
o el [l )|
Li=1

= Jlall, Y lai + b,
i=1

= llall, /| (a +b) |17/

De manera similar para el otro término tenemos:

n

(10) > billa; + 077t < [[bllpll(a + B)12/

i=1
De (1,8) — (1,10), tenemos:

o+ 0I5 < llalllla + bl + Bl lla + bl
Dividiendo ambos lados de la desigualdad por el niimero positivo Ha—i—ng/ I
y usando el hecho de que p — (p/q) = p(1 — 1/q) = 1 se tiene la desigualdad
de Minkowski.

El caso de la igualdad se deja al lector. 0

Ejemplo 1.0.8. (Espacios de Sucesiones). Sea 1 < p < co. Definamos
¢, de la manera siguiente:

by ={(an)nzy:an €R0C, y Z |an|” < oo}

n=1

Y /o representa a (B(N), || ||oo). Como ya nos hemos ocupado de p = oo en
el ejemplo (1.0.6), debemos concentrarnos en el caso cuando 1 < p < co.

Primero que nada mostramos que ¢, es un espacio vectorial sobre R (o
C, que puede ser el caso). Sea x = (x,) € {, y a un escalar. Entonces
ar = (ax,). Claramente, >~ |az,|? = |afP > " |z,|P < co. Por lo tanto,
ar € l,. Sea v = (x,) y y = (yn) € {,. Entonces, debemos mostrar que
220:1 |z + yr|P < co. Este es un argumento interesante y va como sigue.

Sea ||z|l, == (Yoo, |zx[?)Y/P. Entonces, usando la desigualdad de Min-
kowski (7), deducimos que para cada n € N,
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n 1/p n 1/p n 1/p
(z et ykrp) < (z |xk|p> n (z w)
k=1 k=1 k=1
00 1/p . 1/p
g(zukw) +(z|yk|p)
k=1

k=1
Como la desigualdad de arriba es cierta para toda n, se sigue que

o 1/p
(lekwklp) < lzlly + [lyll-
k=1

Consecuentemente, elevando a la p, obtenemos

[e.e]

S+ wl < (lally + yll)-

k=1
Hemos probado entonces que ¢, es un espacio vectorial asi como hemos esta-
blecido que (a,) = [[(an)ll, = (3207, |an|P)*/? es una norma en £,. Entonces
(4, ]| |l,) es un espacio vectoriall normado.

Ejercicio 1.0.31. (Una desigualdad importante). En un cualquier es-
pacio métrico (X, d), muestre que |d(z, z) — d(y, 2)| < d(z,y)|.

Enun NLS (X,|| ||), tenemos que |||z]|—||y||| < ||z —y| para cualesquiera
dos vectores x,y € X.






Capitulo 2

Espacios Métricos

Muchas nociones importantes de la topologia fueron previamente desarro-
lladas en espacios métricos. Es por esta razéon que comenzaremos estudiando
algunas de las caracteriasticas fundamentales de los espacios métricos. El
concepto de espacio métrico fue introducido por el matematico francés M.
Frechét en 1906 y juega un papel excepcionalmente importante en todas las
ramas de la matematica.

Un espacio métrico es un conjunto donde se tiene una nocién de distancia
entre sus puntos, nocién que a su vez da cabida a conceptos como la conver-
gencia y la continuidad. En este primer capitulo estudiaremos propiedades
basicas de los espacios métricos y hallaremos una manera de definir la con-
tinuidad de funciones entre espacios métricos sin involucrar explicitamente
sus métricas. Esta caracterizacion nos servird mas adelante como definicion
en el entorno mas abstracto de los espacios topoldgicos, objetos centrales de
este texto.

2.1. Meétricas

Una métrica es simplemente la formalizacién de la nocién de distancia
ordinaria, como se vera en la siguiente definicion.

Definicién 2.1.1. Sea X un conjunto no vacio. Una funcion
p: X xX — R se llama métrica o distancia, si para cualesquiera puntos
x,y,2 € X se satisfacen los siguientes axiomas:

1. p(z,y) >0 y p(x,y) =0 siy sélo six=y,

2. p(z,y) = ply, z),
3. p(z,2) < p(x,y) + ply, 2) (esta desigualdad se conoce como desigual-
dad del tridngulo).

El par (X, p) recibe el nombre de espacio métrico. El nimero p(x,y) suele
llamarse distancia entre los puntos x y vy.

A continuacion veremos algunos ejemplos de espacios métricos que ilus-
traran la definicién anterior.

La recta real R 2.1.1. La funcién p: R x R — R definida por p(z,y) =
|z —y| es una métrica para el conkunto de los nimeros reales R, y se le conoce

27
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como métrica usual o métrica euclidiana.

De aqui en adelante, cada vez que hablemos de la recta real nos estaremos
refiriendo al espacio métrico (R, p) del ejemplo anterior.

Ejemplo 2.1.2. En X = R" pueden definirse varias métricas, estas son al-
gunas de las mas usuales:

n

Lopu(z,y) = 4 ) 20 (wi — vi)?,

—_

2. pa(x,y) =D |z — wil
=1
3. p3(z,y) = max{|y; — |}y,

en donde x = (1,22, ..., ) Y Y = (Y1, Y2, - - -, Yn)-

La métrica p; es la métrica usual o euclidiana y la métrica ps es llama-
da métrica del supremo. Por otro lado, a py se le conoce en los cursos de
calculo y analisis como métrica del taxista.

Demostremos un lema que nos sera util para verificar que la funcion 1 del
ejemplo2.1.2 efectivamente es una métrica para R”

Lema 2.1.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Sean x1,...,Zn,Y1,- -, Yn
numeros reales arbitrarios. Entonces se satisface la siguiente desigualdad

(Stem) = (X02) (02)

i= =1

Ademds la igualdad ocurre si y solo si existe un numero real A tal que x; = \y;
para toda i € {1,...,n}. Esta desigualdad es conocida como desigualdad
de Cauchy-Schwarz.

DEMOSTRACION. Supongamos que existe un real A tal que x; = \y; para
toda ¢ € {1,...,n}. Entonces

n

<Z($iyi)> = (Z(Mﬁ)) = (Z)‘Qyi2> (Z?ﬁ) = (ZSBQ) (Z?f)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Ahora supongamos que no existe ningin nimero \ tal que z; = A\y; para
toda i € {1,...,n}. Entonces, para todo A € R, se tiene que

n n

Z(x% —\yi)? = Z(mf — 2\zy; + Ny7) > 0.

=1 i=1
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Es decir,

)\Qiyf — 2)\ixiyi +ixf > 0.
=1 =1 =1

Consideremos el polinomio con variable A, P(\), dado por

P()\) = \? iyf + ZAixiyi + ixf
i=1 i=1 i=1

Entonces P(\) es un polinomio cuadratico sin raices reales. Asi, su discrimi-
nante es negativo y por lo tanto

n n

(=22 ) () (Xw) <0

=1 =1

Consecuentemente,
n 2 n n
i=1 i=1 i=1
como se queria demostrar. O

Veamos ahora que las funciones definidas en el ejemplo 2.1.2 son métricas
para R"

DEMOSTRACION.

1. Es féacil ver que la funcién p; satisface los axiomas 1 y 2 de la defi-
nicion 2.1.1. Demostraremos unicamente que se cumple la desigual-
dad del tridngulo. Sean x = (x1,...,2,), ¥ = (Y1,---,Yn) y 2 =
(21, ..., 2,) tres puntos arbitrarios en R™. Por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz sabemos que

n n n

(Y= —2))" < (X (=) (X — =)?).

i=1 =1 =1



30

2. ESPACIOS METRICOS

Entonces,

= Z(xz - yz)Q +2 Z(xz — i) (Wi — z) + Z(yz - 22)2
<>ty (Do) (L 202) 4 ol 20

= ( Z(Cﬂz — Y+ Z(?/z - Zz)2>

i=1 i=1

= (pi(z,) + ;(y.2))".

De donde se sigue inmediatamente que p;(z, 2) < p1(x,y) + p1(y, 2).

2. Evidentemente, la funcién p, satisface las condiciones 1 y 2 de la
definicion 2.1.1, por lo que sélo resta demostrar la desigualdad del
triangulo. Sean z, y y z puntos en R”. Por la desigualdad del triangulo
para numeros reales,

i = yi + yi — 2l < o=yl + [y — 2.

Entonces,

n n

02(9572)22‘531'—% ‘:Z’l’i—yri‘yz’—zi\

i=1 i=1
< Z |z — yi | +Z | yi — zi |= pa(2,y) + p2(y, 2),
i=1 i=1
el resultado buscado.

3. Es facil ver que p3(z,y) > 0 para cualesquiera x y y en R". Por

otro lado, ps(z,y) = 0 siempre y cuando cada |z; — y;| = 0 para
toda i € {1,...,n}; pero esto sucede si y sélo si x; = y; para toda
ie{l,...,n}, es decir, siy solo si z =y.

Evidentemente p; cumple el requisito 2 de la definicién 2.1.1,
por lo que unicamente faltaria ver que se cumple la desigualdad del
tridngulo. Primero observemos que para cualquier j € {1,...,n}, se
tiene que

lz; — y;] < max{|z; — yilhiny
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ly; — 2] < max{|y; — 2|}

De esta manera,

méx{|z; — il Hioy + méx{ly; — zlHly > oy =yl + gy — 2] = 2 =y,
de donde se sigue inmediatamente que
méx{|z; — ;| Hy + max{|y; — z|}o) > méx{|z; — 2l

Asi, podemos concluir que ps(x, 2) < p3(z,y) + p3(y, 2).
0

Ejemplo 2.1.3. En cualquier conjunto no vacio X, se puede definir una
métrica de la siguiente manera:

1, six#y

d(x,y): {O siz =y

Dicha métrica se llama métrica discreta, y el espacio (X, d) recibe el nom-
bre de espacio discreto.

DEMOSTRACION. Los axiomas 1 y 2 se siguen directamente de la defini-
cién. Para completar la prueba debemos demostrar que d(z,z) < d(z,y) +
d(y, z).

En efecto, si x,y y 2z son tres puntos de X, tenemos los siguientes casos:

Caso 1. Si x = z, entonces d(x,2) =0 < d(x,y) + d(y, 2).

Caso 2. Si x # z, entondes d(z, z) = 1. Es claro que por lo menos uno de
los puntos = y z es diferente de y, lo cual implica que por lo menos uno de
los nimeros d(z,y) vy d(y, z) es igual a 1. Consecuentemente

d(xz,z) =1<d(x,y) + d(y, 2).

Definicién 2.1.3. Sean (X,d) un espacio métrico y A C X. Se define el
didmetro de A, como

diamA = sup{d(a,d’) | a,a’ € A}.
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2.2. Bolas y conjuntos abiertos

Definicién 2.2.1. Sean (X,d) un espacio métrico, a € X un punto fijo y r
un real positivo. La bola abierta con centro en a y radio r es el siguiente
subconjunto de X :

B(a,r) ={x € X |d(z,a) <r}.

Andlogamente, la bola cerrada con centro en a y radio r es el siguiente
subconjunto de X :

Bla,r) ={x € X | d(z,a) <7r}.
Por otro lado, la esfera con centro en a y radio r es el subconjunto

S(a,r)={r e X |d(z,a)=1}.

Ejemplo 2.2.1. Consideremos la recta real R y @ € R un punto arbitrario.
Entonces
B(a,r) =(a—r,a+r)

Bla,r] =[a—r,a+7].

Ejemplo 2.2.2. Consideremos el espacio métrico (R? p;), donde p; es
la métrica euclidiana del Ejemplo 2.1.2. Entonces, la bola con centro en
0 = (0,0) y radio 1, es el conjunto

B(0,1) = {(z,y) e R* | Va? + 32 < 1}.
Geométricamente, dicho conjunto coincide con el interior del disco unitario,
como se ilustra en la siguiente figura.

Ejemplo 2.2.3. Consideremos el espacio métrico (R?, p), donde p2 €s la me-
trica definida en el Ejemplo 2.1.2. Entonces, la bola con centro en 0 = (0,0)
y radio 1, es el conjunto dado por

B(0,1) = {(z,y) € R* | | + [y| < 1}.
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FiGuRA 1. Bola abierta con la métrica usual de R?

F1GURA 2. Bola abierta con la métrica citadina de R?

33

Ejemplo 2.2.4. Consideremos el espacio métrico (R?, p3), con ps la métrica
definida en el Ejemplo 2.1.2. Entonces, la bola abierta con centro en 0 = (0, 0)

y radio 1, es el conjunto

B(0,1) = {(z,y) € R* | max{Jz|, |[y|} < 1}.

Ejemplo 2.2.5. Sean (X, d) es un espacio métrico discreto, x € X y r > 0.

Entonces, sir < 1,

B(z,r) = {z}.
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FIGURA 3. Bola abierta con la métrica del supremo de R?

Por otro lado, si r > 1, entonces

B(z,r) = X.

A continuacion, introduciremos la nocién central para el estudio de la
topologia: los conjuntos abiertos de un espacio métrico.

Definicién 2.2.2. Sean (X, d) un espacio métrico, A un subconjunto de X
yx € A. Se dice que x es punto interior de A, si existe r > 0 tal que
B(x,r) C A. El conjunto de todos los puntos interiores de A se denota por
Int A. Es evidente que Int A C A para todo subconjunto A de X.

Diremos que A es un congunto abierto en X si para cada x € A, T es
punto interior de A. En otras palabras, A es abierto si A = Int A. Por
otro lado, diremos que A es un congunto cerrado en X si X \ A es abierto.

Proposicién 2.2.3. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces para todo x €
X yr >0, la bola abierta B(x,r) es un conjunto abierto en X.

DEMOSTRACION. Sea y € B(z,r). Definamos r’ por
r'=r—d(y,x).

Como d(y,x) < r, es claro que 7" > 0. Consideremos z € B(y,r’). Entonces
d(z,y) < r', y por tanto

d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) <r' +d(y,z) =r —d(y,z) +d(y,z) =r
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Asi, podemos concluir que z € B(z,r), de donde B(y,r’) C B(z,r). De
este modo, tenemos que y es punto interior de B(z,r) y por lo tanto B(z, )
es abierto en X. O

Teorema 2.2.4. Sea (X,d) un espacio métrico, entonces

1. X, 0 son conjuntos abiertos.
2. Si {Uu}aca es una familia arbitraria de conjuntos abiertos en X,

entonces |J U, es un conjunto abierto en X.
acA
3. 81 UV C X son conjuntos abiertos en X, entonces U NV es un

conjunto abierto en X.

DEMOSTRACION. 1. Claramente X es abierto, ya que para cuales-
quiera z € X y r > 0, B(z,r) C X, por lo que todo punto en X es
punto interior. Por otro lado, () es abierto por vacuidad.

2. Sea {U }4e4 una familia arbitraria de abiertos, entonces para toda = €

U U, existe ag tal que x € U,,. Como U,, es abierto en X, existe r >
86‘?&1 que B(z,r) C U,,, por lo tanto B(z,r) C |J U,, implicando
que z es punto interior de |J U,. Asi | U, estgeé)nstituido en su
totalidad de puntos interioﬁees?y por tag‘fg es un conjunto abierto de

X.

3. Sean U y V abiertos y x € UNV. Como = € U, existe r; > 0
tal que B(wx,r1) C U. Anédlogamente, como = € V, existe 5 > 0
tal que B(z,ry) C V. Sea r = min{ry, o}, entonces B(x,r) C Uy
B(z,r) C V, por lo que B(x,r) C UNV. Asi, x es punto interior de
UNV,y por tanto este conjunto es abierto.

O

Corolario 2.2.5. Si X es un espacio métrico entonces X y () son subcon-
juntos abiertos y cerrados.

Corolario 2.2.6. Si Uy, ..., U, C X son subconjuntos abiertos de un espacio

métrico X, entonces (| U; es un subconjunto abierto en X.
i=1
Como se vio en el corolario 2.2.6, la interseccién finita de conjuntos abier-
tos es abierta. Sin embargo, la interseccién infinita de abiertos, no necesaria-
mente es abierta, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2.6. Sean R la recta real, U, = (=%,1) y V,, = (n,00). Para

todo n € N, U, y V,, son subconjuntos abiertos de R. Por un lado (| V;,, =0
n=1

que es abierto en R. Sin embargo () U, = {0}, el cual no es un conjunto

neN



36 2. ESPACIOS METRICOS

abierto de R.

Ejemplo 2.2.7. Si X es un espacio métrico discreto, entonces cualquier sub-
conjunto U de X es abierto en X.

2.3. Subespacios Métricos

Es facil ver que para cualquier subconjunto A de un espacio métrico
(X, d), la restriccién de la métrica d al subconjunto A define una métrica en
A. Asi llegamos a la siguiente definicion.

Definicién 2.3.1. Sean (X, d) un espacio métrico no vacio, A C X yd|axa :
A x A — R la restriccion de la métrica d al conjunto A. Entonces la pareja
(A,d|axa) recibe el nombre de subespacio métrico de (X,d).

Es claro que todo subespacio métrico es a su vez un espacio métrico.

Ejemplos 2.3.1. Sea (R", p;) como en el Ejemplo 2.1.2. Los siguientes son
algunos subespacios importantes.

1. La bola unitaria definida por
B" = {(x1,...,2,) | 23+ + 22 < 1}.
2. La esfera de dimensiéon n — 1, dada por
St ={(z1,...,7,) ER"| 23+ -+ 22 =1}

3. El cubo unitario dado por
I"=A{xy,...,2,) eR"|0<2; <1i=1,...,n}

2.4. Producto de Espacios Métricos

Proposicién 2.4.1. Sea {(X;,d;)} una coleccion finita de espacios métricos.
Definamos

X:HXi:{(xla---7In>|xiEXiu 221,,71}
i=1
La funcion d : X x X — R dada por

d<i‘7g) = \/d%(xlayl) T+t d?%(xna yn)'
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es una métrica en X, por lo que (X, d) es un espacio métrico

La demostracién es andloga a la del Ejemplo 2.1.2. El espacio (X, d) de la

proposicién anterior se llama producto de espacios métricos. Hay otras
métricas que se les suele dar al espacio X. Algunas de las mas comunes son
las siguientes

1.J:X><X—>]Rdadapor

n

d(r,y) = Z di (i, ys).

2. d: X x X — R dada por
d(% Z/) = méx{di(iﬂi, yi)}i:l,...,n-
2.5. Continuidad

Uno de los aspectos que mas va a llamar nuestro interés es la nocion de
continuidad de una funcion entre dos espacios. El estudio de estas funciones
es de suma importancia para esta materia.

Definicién 2.5.1. Sea f : (X,d) — (Y, p) una funcion entre dos espacios
métricos. Se dice que [ es continua en el punto xo € X, si para todo € > 0
existe § > 0 tal que p(f(z), f(xo)) < € siempre que d(x, xy) < 6. Diremos que

f es continua en X, si es continua en cualquier punto xo € X.

En otras palabras, diremos que una funcién f : (X,d) — (Y, p) entre dos
espacios métricos es continua si para toda x € X y para toda € > 0, existe
d > 0, tal que f(B(z,0)) C B(f(z),e).

Cuando los espacios (X,d) y (Y, p) coinciden con la recta real, entonces
la definiciéon anterior coincide con la definicion usual de continuidad que se
estudia en los cursos de céalculo.

Es importante observar que dependiendo de las métricas d y p una misma
funcién puede ser continua o no. Por ejemplo, si consideramos los espacios
(R,d) y (R, p), donde d denota la métrica discreta y p la métrica usual,
entonces la funcién identidad Id : (R,d) — (R, p) es continua,en tanto que
la misma funcién Id : (R, p) — (R, d) no lo es.

Teorema 2.5.2. Sean (X,d) y (Y, p) dos espacios métricos y f : X — Y
una funcion. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. f es continua.
2. Para toda y €Y y para toda € >0, f~1(B(y,¢)) es abierto en X.
3. Para cualquier abierto U CY, f~1(U) es abierto en X.

DEMOSTRACION.
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(1 =2).Seay €Y ye > 0. Consideremos z € f~1(B(y,¢)), entonces
f(2) € B(y,e). Como B(y,e) es un conjunto abierto, existe n > 0 tal que
B(f(%),nm) C B(y,¢). Aplicando la continuidad de f podemos encontrar § >
0, tal que f(B(z,0)) C B(f(2),n). Asi, podemos concluir que B(z,d) C
F~YB(f(2),n) € f~YB(y,e)), y por tanto f~'(B(y,¢c)) es abierto en X.

(2 = 3). Sea U abierto en Y y z € f~1(U). Demostraremos que z es
punto interior de f~*(U). Notemos que f(z) € U y por ser U abierto existe
e > 0 tal que B(f(z),e) C U. Por hipétesis f~*(B(f(z),n)) es abierto en X,
entonces, existe o > 0 tal que

B(z,0) C fH(B(f(2),¢)).
Pero f~1(B(f(z),¢e)) estd contenido en f~!(U), por lo que B(z,d) C f~1(U),
y por lo tanto z es punto interior de f~(U).
(3 = 1). Sean xy € X, y ¢ > 0. Entonces B(f(xo),) es un abierto en

Y y por hipétesis f~(B(f(xo),€)) es abierto en X. Como z, pertenece a
FYB(f(xg),€)), existe § > 0 tal que

B(xo,0) C fH(B(f(x0),¢)).
Asi, f(B(z,9)) C B(f(z,),¢), por lo que f es continua.

2.6. Convergencia de suceciones

Definicién 2.6.1. Sean (X, d) un espacio métrico y (T, )nen una sucesion
en X. Se dice que (x,)nen converge al punto x, si para cada € > 0 existe
no € N, tal que d(x,,z) < € para todo n > ny.

En la literatura la convergencia de una susecién (z,),ey a un punto z, se

suele denotar por lim z, = x o por x,, — .
n—oo

Proposicién 2.6.2. Sea (X,d) un espacio métrico y (x,)nen una sucesion
en X. Entonces, x, — x si y solo si d(x,,z) — 0.

La demostracion es inmediata.
En los espacios métricos discretos, las sucesiones convergentes tienen una
forma muy particular como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.6.1. Sea (X, d) un espacio métrico discreto. Si (2,)nen €8 una
sucesiéon en X que converge a un punto x, entonces existe ng € N, tal que
para toda n > ng, x, = x.

En efecto, si € < 1, entonces existe ng € N tal que para todo n > ny,
x, € B(z,¢). Pero por el Ejemplo 2.2.5, B(x,¢) = {x}, por lo que z, = z,
para todo n > ny.



2.6. CONVERGENCIA DE SUCECIONES 39

Proposicién 2.6.3. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces toda sucesion
convergente tiene un solo limite.

DEMOSTRACION. Sea (,,)nen una sucesién en X. Si z y y son dos puntos
en X tales que lim z, =z y lim x, = y. Supongamos que x # y. Entonces
n—oo n—oo

d(xz,y) > 0, porloquee = @ > 0. Ademds, es claro que B(z,e)NB(y, &) =

0.

Como (z,) converge a x, existe n; tal que si n > nq, entonces xz, €
B(z,¢e). Andlogamente, existe ny tal que si n > ng, entonces x,, € B(y,¢).
Sea ng = max{ni, ns}, entonces, si n > ny, x, € B(z,e) N B(y, ) lo cual es
una evidente contradicciéon. Por lo tanto z = . 0

Las sucesiones juegan un papel determinante en la continuidad de las
funciones entre espacios métricos. El siguiente teorema nos dice porqué.

Teorema 2.6.4. Sean (X,d) y (Y,p) dos espacios métricos. Una funcion
f X — Y es continua en vy € X si y solo si, para cualquier sucesion
(Tn)nen que converja a o la sucesion (f(x,))nen converge a f(xo).

DEMOSTRACION. Primero demostraremos la parte si. Sea (x,),eny una
sucesion en X convergente al punto zy € X. Por la continuidad de f, dado
e > 0 existe 0 > 0 tal que si @ € B(xy,d), entonces f(x) € B(f(xg),e). Como
x, converge a o, podemos encontrar ng € N, tal que z,, € B(x,0) para todo
n > ng. Luego f(x,) € B(f(zo), ) para todo n > ng, lo cual demuestra que

(f(2n))nen converge a f(zo).

Ahora demostraremos la parte sdlo si. Demostraremos que f es continua
por contradiccion. Supongamos que existe g9 > 0, tal que para toda § > 0,
existe © € B(x,0) tal que x ¢ B(f(zo),c0). Construiremos una sucesién
(Tn)nen en X tal que x, — o, pero de manera que la sucesion (f(z,))nen
no converja a f(xo).

Para 0; = 1, escojamos 1 € B(xg, 1) tal que f(x1) ¢ B(f(z0),£0). Anélo-
gamente, para 0, = £, escojamos € B(zo, 3) tal que f(z,) ¢ B(f(20), o).
Asi, para 8, = - podemos escoger z,, € B(zo, =) tal que f(z,) ¢ B(f(z0), %).
Claramente, la sucesién (z,),en converge a . Pero la construccién nos gran-
tiza que (f(z,))nen no converge a f(xq), contradiciendo la hipétesis. Por lo
tanto, f es continua en xy, como se queria demostrar.

O
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2.7. Espacios normados

A continuacion introduciremos un tipo de espacios métricos que por sus

caracteristicas geométricas merecen ser tratados por separado.
Definicién 2.7.1. Sea X un espacio lineal (sobre R ¢ C). Una norma es
una funcion || - ||: X = R la cual satisface los siguientes aziomas:

1. ||z|| > 0. Ademds ||z|| =0 si y sdlo si x =0,

2. |[Azll = [All]l,

3w+ yll < flell + llyll,
donde z,y € X y A € K=R ¢ C. El par (X,|| - ||) recibe el nombre de
espacto lineal normado.

Proposicién 2.7.2. Sea (X, || -||) un espacio lineal normado. Definamos la
funcién d : X x X = R, por d(z,y) = || — y||. Entonces, d es una métrica
en X.

DEMOSTRACION. Se sigue de la definicién de norma que siempre d(z, y) >
0y d(z,y) =0siysblosiz—y=0,lo cual sucede siempre y cuando = = y.
Por otro lado,

d(z,y) =z —yll = = =2l = = Uly — zl| = lly — =[] = d(y, z).

Para completar la demostracion, sélo resta verificar la desigualdad del
triangulo. Para ello tomemos tres puntos x,y, z € X. Entonces

d(z,z) = o=zl =z —y+y -zl <z —yll + ly — 2| = d(z,y) + d(y, 2).
Asi, podemos concluir que d es una métrica. O

Se sigue de la proposicion anterior que todos los espacios normados son
a su vez espacios métricos. Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 2.7.1. Sea X un conjunto no vacio. Consideremos el conjunto de
todas las funciones acotadas de X en R, denotado por B(X).

B(X) es un espacio lineal, donde la suma esta definida por (f + g)(z) =
f(z)+g(x); el producto por escalares por (Af)(z) = Af(x); v, la funcién cero
como 6(z) = 0. La funcién || - || : B(X) — R dada por || f|| = sup{|f(z)||z €
X} define una norma en B(X). Esta norma recibe el nombre de norma
uniforme o norma del supremo.

DEMOSTRACION. 1. Esevidente que para cualquier f € B(X), || f||
0. Por otro lado, como sup{|f(z)|} > |f(x)| para cualquier z € X,
zeX

Y

es claro que ||f]| = 0 siy sélo si f(z) =0 para toda =z € X.
2. Sea f € B(X) y A € R. Entonces,

[IAfIl = sup [Af ()] = sup [A|] f ()] = [Alsup [ f(z)] = [A[[[f]].
zeX reX rzeX
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3. Sean f,g € B(X). Entonces

If +gll = sup | f(2) + g(x)| < sup|f(x)] + sup[g(z)| = [l + 9],
zeX zeX zeX

lo cual muestra que || - || es una norma en B(X). O

Ejemplo 2.7.2. Denotemos por /5 el conjunto dado por

[e.e]
z; € R, Z|xil2<oo}.

i=1

62: {l': (%1,.%’2,...)

/5 es un espacio lineal, dénde la suma esta definida por x +vy = (21 +y1, 22+
Y2, ... ); el producto por escalares por Ax = (Azy, Az, ... ); y el vector cero
es el punto (0,0,...).

Se define en f5 la funcién || - || : ¢ — R, de la siguiente manera:

El espacio (fo, || - ||) es un espacio normado conocido como espacio de Hil-
bert.

DEMOSTRACION. Primero veamos que {5 es cerrado bajo la suma y la
miultiplicacién por escalares. En efecto, si x = (z1,22,...), vy = (y1,%2...)
son dos puntos arbitrarios de /s,

o0

2 2 2 2 2
Dol wl =) (sl R 2wl lyaltul®) = Y lwal+2 Y Jail lyl+ ) sl
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1
Pero el primer y el dltimo sumando son series convergentes, por lo que

(e 9]
. 2 ’
para demostrar la convergencia de > |z; + y;|” s6lo faltarfa demostrar la con-
i=1

vergencia de la serie Y |z;||y;|. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
i=1

tenemos que

Sl | (30 (L k)
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Tomando el limite cuando n tiente a infinito, tenemos que

(1) Sl < (1) (S luf )

=1 =1

Como las series \/Zfil || y \/Zfil ly:|” convergen, el producto

(Dl ) (Il ) < oo
i=1 i=1
Luego

oo
Z @i |yi] < o0,
i—1

como se queria demostrar.
Por otro lado, si x € f5 y A € R, se tiene que:

o0 o0 o0
Dol =Y Pl = AR Jnf < oo,
i=1 i=1 i=1
lo cual implica que Az € ¢5. Por ultimo, verificaremos que la funcién || - || es
una norma. Es claro que || -|| satisface los axiomas 1y 2 de la definicién 2.7.1.
Como hemos visto anteriormente ||z + y[|* = ||z]|* + ||y||* + 2 i || [yi].

i=1

Observemos que de la desigualdad (11), se sigue directamente que

o0
> lallyl < Nyl
i=1

por lo que
o+ yll* < ll=l* + lyll* + 2ll= [yl = (]l + [y])*.
De donde podemos concluir que ||z + y|| < ||=]| + ||y]|- O

2.8. Ejercicios del capitulo

1. Sea X = {1,2,3}. Queremos construir una métrica para X, que satisfaga
d(1,2) =2y d(1,3) = 3 ;Cudl debe ser el valor de d(2,3) para que d sea
métrica?

2. Sea X # (. Prueba que si d(z,y) satisface que d(x,y) > 0, d(x,y) =
si y s6lo si z = y y la desigualdad del tridngulo, entonces d'(z,y)
d(x,y) + d(y, x) es una métrica para X.

0
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3. |, Cuales de las siguientes son métricas para R?
a) d(z,y) = (x —y)*,
b) d(z,y) = v/|z —yl,
¢) d(x,y) = |2* =17,
d) d(z,y) = ||z — |yl
4. Sea X el conjunto formado por las casillas de un tablero de ajedrez como
el que se ilustra a continuacién.

—_ N W R W N 0

A B CDE F GH

Considermos el caballo (C), la Reina (D), el rey (R) y la torre (T). Para
cada una de estas piezas definamos las siguientes funciones de X x X en
R:

a) do(x,y) = minimo nimero de movimientos que necesita un caballo

para ir de la casilla z a la casilla y,

b) dp(z,y) = minimo nimero de movimientos que necesita la Reina para

ir de la casilla = a la casilla y,

¢) dg(z,y) = minimo nimero de movimientos que necesita un Rey para

ir de la casilla z a la casilla y,

d) dr(z,y) = minimo nimero de movimientos que necesita una torre para

ir de la casilla z a la casilla y.

Por ejemplo, de(B2,G6) = 3, mientras que dp(B2,G6) = 2. Demuestra
que cada una de estas funciones define una métrica en X ;Porqué el alfil
no puede definir una métrica en X7 Para cada una de las métricas describe
como serian las bolas abiertas.

5. Da un ejemplo de un espacio métrico X, en el cual existan puntos x y ¥,
tales que B(z,7) & B(y,q) con r > q.

6. Define una métrica d en R? tal que la bola unitaria coincida con el interior
d;e la elipse dada por z—z—l—g—z = 1; es decir, B((0,0),1) = {(z,y) € R?| z—;—i-
% < 1}, con a y b ntimeros reales positivos.

7. Sean dx y dy métricas para los espacios X y Y respectivamente. Menciona
al menos dos métricas para el producto X x Y.

8. Sean X =[0,1) y p: X x X — R dada por
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Demuestra que p es una métrica en X. Interpreta geométricamente.
9. Considera el espacio métrico (X, p) del ejercicio anterior. Sea f: X — R
dada por f(z) = x {Es continua esta funcién?
10. Demuestra que si (X, d) es un espacio métrico discreto, y Y es un espacio
métrico arbitrario, entonces cualquier funciéon f : X — Y es continua.



Capitulo 3

Espacios Topolégicos

En este capitulo introduciremos las nociones bésicas de la topologia gene-
ral. La idea principal es llevar el concepto de conjunto abierto de un espacio
métrico, introducido en el capitulo anterior, a una nocién mas abstracta que
nos permita generalizar algunos de los conceptos y propiedades de los espa-
cios métricos a otro tipo de estructuras matematicas, a las que llamaremos
espacios topologicos.

3.1. Espacios Topolégicos

Definicién 3.1.1. Sea X un conjunto no vacio. Una coleccion T de subcon-
guntos de X se llama topologia en X, si se satisfacen los siguientes axiomas:

1. El conjunto vacio y X estan en 7.
2. Si {Us}aca €s una familia cualquiera de elementos de T, entonces la

union |J U, estd en .
acA
3. Si{Un,...,U,} es una familia finita de elementos de T, entonces la

interseccion Uy N --- N U, es elemento de 7.

Los elementos de T reciben el nombre de conjuntos abiertos de X, y al
conjunto X junto con la topologia T se llama espacio topolégico. A los
elementos de X se les suele llamar puntos.

Nota 3.1.2. Hay dos cosas que definen un espacio topologico: un conjunto
subyacente X y una familia T de subconjuntos de X que constituye una to-
pologia. Formalmente un espacio topoldgico es un par ordenado (X, 7). Pero
por lo general, cuando no haya riesgo de confusion vamos a denotar al es-
pacio topoldgico (X, 1) simplemente por X dejando implicitamente claro que
hay una topologia T en X.

Asi, en un espacio topolégico X el conjunto vacio y X son abiertos, la
union de cualquier familia de abiertos es un conjunto abierto, y la interseccion
de toda familia finita de abiertos es también un conjunto abierto.

Si el lector tiene una idea sobre cémo son los conjuntos abiertos en la
recta real o en el plano, es importante que no trate de imaginar conjuntos

45
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“abiertos tipicos” de esta forma en un espacio topolégico abstracto. En ge-
neral, cualquier subconjunto de un conjunto dado X puede ser abierto si la
topologia en X se elige apropiadamente.

Ejemplos 3.1.1.

1. Sea (X, d) un espacio métrico, y sea 74 la familia de todos los subcon-
juntos abiertos de X en el sentido de la métrica d, como se vié en el
capitulo anterior. Entonces 7,4 es una topologia en X, llamada la topo-
logia generada por la métrica d. (Ver el teorema 2.2.4). Llamaremos
metrizable a cualquier espacio topolégico (X, 7) cuya topologia es
generada por alguna métrica d. Notese la diferencia de este concepto
con el de espacio métrico, que es un espacio dotado de una métri-
ca particular explicita. En tanto que cada métrica d para X induce
una unica topologia 74, dado un espacio metrizable (X, 7) con més
de un punto siempre es posible hallar muchas métricas que generen
su topologia, por ejemplo si 7 = 74, entonces también 7 = 7o4.

2. Sea X un conjunto no vacfo. La coleccién 7 = 2% de todos los subcon-
juntos de X forma una topologia en X, llamada topologia discreta.

3. Sea X un conjunto no vacfo. Entonces 7 = {{), X} es una topologia
en X, llamada topologia trivial o antidiscreta.

4. Sea X un conjunto no vacio y A un subconjunto de X. Entonces
7 ={0,A, X} es una topologia en X.

5. Sea X cualquier conjunto infinito. La coleccién

7={U C X | X \U es finito} U {0},
es una topologia en X, llamada topologia cofinita.

DEMOSTRACION.

» Por definicién () € 7. Por otro lado, X \ X = () es finito, de donde
concluimos que X pertenece a 7.

» Sea {U,}aeca una familia arbitraria de elementos de 7. Entonces
X \ U, es un subconjunto finito para cada a € A. Asi,

X\UUa:ﬂ<X\Ua)
acA acA
es una interseccién de conjuntos finitos y por tanto es finita. De

este modo, tenemos que |J U, € 7.
acA
» Sean U,V € 7. Entonces X \ U y X \ V son subconjuntos finitos

de X, y por tanto su unién
(X\ND)U(X\V)=X\([UNV)
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es un subconjunto finito. Por esta razén podemos concluir que
UNYV esun elemento de 7.
Asi, 7 es una topologia en X. O

. Sea X cualquier conjunto infinito. La familia
7={U C X | X\ U es numerable} U {0}

es una topologia en X, llamada topologia conumerable.

. Sean X un conjunto no vacio y B C X. Entonces
r={UcC X |BcU}u{d}

es una topologia en X.

. Sea X un conjunto no vacio y B C X. Entonces
r={UCX|UnNB=0}U{X}
es una topologia en X.

. Sea X el conjunto de tres puntos {a, b, c}. Consideremos cuatro fami-
lias de subconjuntos de X

7 = {{a},{a,b},0, X}.

T2 = {{a}7 {b}> {CL, b}7 {bu C}7 (Dv X}

3 = {{a,c}, 0, X}.

Ty = {{CL}, {b}7 {a7 b}7 {0}7 @, X}

Entonces 71, 75 v 73 son topologias en X pero 74 no lo es.

Los ejemplos anteriores muestran que en un mismo conjunto pueden de-
finirse varias topologias. Estas topologias a veces pueden ser comparables.
Asi arribamos a la siguiente definicién.

Definicién 3.1.3. Sean 1 y 75 dos topologias en un conjunto no vacio X.
Si 11 C 7o diremos que 11 es mads débil o mds gruesa que 7, y T es mds
fuerte o mds fina que 7.

Ejemplos 3.1.2.

1. Sea X un conjunto no vacio, y 7 una topologia para X. Claramente

{0, X} C 7 C 2%, Esto es, las topologfas trivial y discreta son respec-
tivamente las topologias mas débil y més fuerte que se pueden definir
para X.

2. Sea (X, d) un espacio métrico. Entonces la topologia generada por la

métrica d es mas fuerte que la topologia cofinita.
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3.2. Operador Interior

Definicién 3.2.1. Sea X es un espacio topoldgico.

1. Para todo x € X, diremos que U es vecindad de x, st U es un abierto
en X que contiene a x.

2. 8t AcC X. Se dice que x es un punto interior de A, si existe una
vecindad U de x tal que U C A.

3. El conjunto de los puntos interiores de A se llama interior de A y
se denota por Int A o A..

De esta definicién sigue inmediatamente que
Int A= U{U | U C A, U es abierto}.

En otras palabras, Int A es el subconjunto abierto més grande contenido en
A. Este hecho, a su vez implica la siguiente prposicion.

Proposicion 3.2.2. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Entonces A es
abierto si y solo si A =1Int A.

De esta manera obtuvimos el operador de interior Int : 2% — 2% que
asigna a cada A € 2% un subconjunto abierto de X. Evedintemente, este
operador es monotono en el sentido de la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2.3. Sea X un espacio topolégico. Si A C B C X, entonces
Int A C Int B.

Pero las propiedades mas importantes del operador Int estan reflejados
en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.4. FEn cualquier espacio topologico X, el operador del interior
tiene las siguientes propiedades:

1. Int X = X.

2. IntACA.

3. Int (Int A) = Int A.

4. Int (AN B) =Int AN Int B.

DEMOSTRACION.

1. Como X es un conjunto abierto, se sigue de la proposicién 3.2.2 que
Int X = X.

2. Es inmediato de la definicién de Int A.
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3. Para demostrar que Int (Int A) = Int A, simplemente notemos que
Int A es abierto y apliquemos nuevamente la proposicion 3.2.2 para
obtener Int (Int A) = Int A.

4. Como ANB C Ay ANB C B, por la proposicién 3.2.3 Int (AN B) C
Int A eInt(AN B) C Int B, de donde Int (AN B) C Int AN Int B.
Por otro lado, notemos que Int A N Int B es un subconjunto abierto
contenido en ANB. Entonces, Int ANInt B C Int (ANB). Asi podemos
concluir que Int (AN B) = Int AN Int B.

OJ

Resulta ser que las quatro propiedades del teorema anterior caracterizan
al operador del interior. A saber, tiene lugar el siguiente teorema.

Teorema 3.2.5. Sean X un conjunto no vacio y ¢ : 2% — 2% una funcion
que satisface las siguientes propiedades:
1. ¢(X) = X.
2. ¢(A) C A.
3. p(0(A)) = d(A).
4- 9(AN B) = ¢(A) N o(B).
para todo par de subconjuntos A y B de X.
Entonces existe una unica topologia T en X cuyo operador interior es
exactamente igual a ¢, es decir, $(A) = Int A para todo subconjunto A de X,
donde Int es el operador interior respecto a la topologia T.

Antes de demostrar el teorema anterior, necesitamos la siguiente propo-
sicion:
Proposicion 3.2.6. Sea ¢ una funcion como se describe en el teorema 3.2.5.

Entonces para todo par de subconjuntos A y B de X tales que A C B, se
tiene que ¢p(A) C ¢(B).

DEMOSTRACION. Tenemos que A = A N B. Aplicando la propiedad 4,
obtenemos ¢(A) = p(ANB) = ¢p(A)N¢(B) y por lo tanto ¢p(A) C ¢(B). O

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 3.2.5. Afirmamos que 7, definida co-
mo:

T={AC X |[¢(4) = A},
es la topologia buscada.

1. Por la primera propiedad de ¢, tenemos que X € 7. Como ¢(0)) C
entonces ¢(0) = 0 y por lo tanto ) € 7.
2. Sea {A}ses C 7. Para todo sy € S, tenemos que A, C |JAs y
seS

en consecuencia ¢(As,) C ¢(J As). Como Ay, = ¢(As,), se tiene

seS
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que Ay, C o(J As). De aqui obtenemos |J As C ¢(J As). La otra
seS seS seS
contencién estd asegurada por el punto 2, en conclusion |J As =
seS
o(UJ As), lo cual muestra que |J As € 7.
s€S seS

3. Sean Uy, ..., U, elementos de 7. Por ello ¢(U;) = U; parai =1,...,n.
Del punto 4 tenemos que

HULN--NU) =d(U) N NdUy) =Ui NN Uy,

y por lo tanto Uy N---NU, € 7.

4. Falta ver que el operador interior respecto a la topologia definida 7,
es igual a ¢. Para ello, primero demostremos que ¢ es mondtono, es
decir para todo par de subconjuntos A y B de X tales que A C B,
se tiene que ¢(A) C ¢(B).

En efecto, tenemos que A = A N B. Aplicando la propiedad 4
de ¢, obtenemos ¢(A) = ¢p(AN B) = ¢(A) N ¢(B), y por lo tanto,
6(4) C 6(B).

Ahora, tomemos un subconjunto A C X y veremos primero que
IntA C ¢(A). Como IntA C Ay ¢ es monétono tenemos que
¢(Int A) C ¢(A). Del hecho que Int A es un abierto de la topologia 7,
se tiene que ¢(Int A) = Int A C A, y por lo tanto, Int A = ¢(IntA) C
O(A).

Para demostrar la inclusion ¢(A) C Int A, observemos que ¢(A) C
A, y entonces por la proposicién 3.2.3, Int (¢p(A)) C Int A.

Por la tercera propiedad de ¢, tenemos que ¢(¢p(A)) = ¢(A). Lue-
go, por la definicién de la topologia 7 esto nos dice que ¢(A) es abier-
to. Pero, segin de la proposicién 3.2.2; el conjunto ¢(A) es abierto
si y sélo si ¢p(A) = Int ¢p(A). Junto con lo anterior, obtendremos que
¢(A) =Int (¢(A)) C Int A. Asi que ¢p(A) = Int A.

O

3.3. Conjuntos cerrados y operador cerradura

En un espacio topoldgico es til definir también la nocién dual de la noién
de un conjunto abierto.

Definicion 3.3.1. Sea X un espacio topolégico. Un conjunto A C X se
llama cerrado si el complemento X \ A es abierto en X.

Observemos que un conjunto no abierto no necesariamente es cerrado.
Por ejemplo, en X = R provisto de la topologia inducida por la métrica
euclidiana, el intervalo (0, 1] no es ni abierto ni cerrado en X.
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Naturalmente, los axiomas de una topologia se traducen a las siguientes
propiedades de conjuntos cerrados.

Teorema 3.3.2. Sea X un espacio topologico. Si C es la coleccion de to-
dos los subconjuntos cerrados de X, entonces los siguientes enunciados se
satisfacen.

I.0eCyXeC.
2. Si {Da}aca, €s una familia arbitraria de elementos de C entonces

N D, €C.
acA

3. Si{Cy,...,C,} es una familia finita de elementos de C, entonces la

union Cy U ---UC, también es elemento de C.

DEMOSTRACION.

1. Sabemos que () y X son subconjuntos abiertos, por lo que sus res-

pectivos complementos seran subconjuntos cerrados. Por consiguiente
) =X\XyX=X\0son subconjuntos cerrados.

. Tenemos que

X\ () a) = U X\ Da)
acA acA
es abierto, ya que X \ D,, es abierto para cada o € A. Lo cual implica,
que la interseccion de sus complementos es cerrado; que es lo que se
queria demostrar.

. Como X \ C; es un subconjunto abierto de X para ¢ = 1,...,n, la

n
interseccién [ (X \C;) también es un subconjunto abierto y por tanto
i=1
su complemento es cerrado. Resta de observar que
n n
X\ (ﬂ(X\Cz)) = UCZ‘-
i=1 i=1

OJ

La dualidad entre las nociones de conjuntos abiertos y de conjuntos ce-
rrados hace posible definir la estructura de un espacio topoldgico atraves de
conjuntos cerrados. A saber, tiene lugar el siguiente teorema.

Teorema 3.3.3. 57 X es un conjunto no vacio y C una coleccion de sub-
conjuntos de X que satisface los incisos 1, 2 y 3 del teorema 3.3.2, entonces
existe una unica topologia T para la cual C es exactamente la familia de todos
los subconjuntos cerrados en el espacio topolégico (X, ).

DEMOSTRACION. Comencemos por definir

r={UCX|X\UEeC}.
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Por hipétesis sabemos que tanto X como () son elementos de C, y por lo
tanto, ) = X\ X ery X =X \0 e .

Ahora bien, si {U,}aca es una familia arbitraria de elementos de 7, en-
tonces la familia {D, = X \ Us}aca estd contenida en C. Por el inciso 2

(del teorema 3.3.2), sabemos que (] D, € C, y por tanto su complemento
acA
pertenece a 7. Es decir,

Jv.= U(X\Da):X\<ﬂDaEC>€T.

a€cA acA a€A
Por ltimo, sea {Uj,...,U,} una coleccién finita de elementos de 7.
Entonces existe una familia finita {Cy,...,C,} de elementos de C tal que

U= X\C;parai =1,...,n. Por el inciso 3 (del teorema 3.3.2), tenemos
que |J C; € C, y por tanto, X \ ( U C'Z) € 7. En otras palabras
i=1 i=1

MU =X\ C) =X\ (U(J) er.
i=1 i=1 i=1
De esta manera podemos concluir que 7 es una topologia en X. Ademaés, de la
definicion de 7, se sigue que C es la familia de cerrados en (X, 7). Claramente
T es la unica topologia posible en X que tiene a C como familia de todos los
cerrados. O

La nociéon dual de la nocién del punto interior es la del punto de cerradura
(o de adherencia) la cual sigue abajo.

Definicion 3.3.4. Sean X un espacio topologico, A C X yx € X. Se dice
que T es punto cerradura o punto de adherencia de A, si para toda
vecindad U de x, se cumple que U N A # ().

Al conjunto de todos los puntos de adherencia de A se le llama cerradura
de A y se denota por A.

Evidentemente, se tiene que A C A.

Ejemplo 3.3.1. Consideremos la recta real y A = (0, 1]. Entonces A = [0, 1]

Teorema 3.3.5. Sean X un espacio topoldgico y A C X. A es cerrado si y
solo s1 A= A.

DEMOSTRAgIC')N. Supongamos que A es cerrado. Como A C A, sélo falta
demostrar que A C A. Consideremos cualquier punto x € X \ A, entonces
U = X \ A es una vecindad para x. Notemos que U N A = (), por lo que =
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no puede estar en A. De esta manera tenemos que X \ A C X \ A, y por lo
tanto A C A, como se querfa demostrar.

Ahora supongamos que A = A. Observemos que cada r € X \ A posee
una vecindad U, tal que U, N A =0, o sea, U, C X \ A,.

Entonces,

X\A= J U,

zeX\A

por lo que, siendo una unién de conjuntos abiertos, X \ A es abierto. De este
modo, podemos concluir que A es un subconjunto cerrado.

O

Asi, tenemos definido el operador de cerradura como una funcién ¢ : 2% —
2% que asigna a cada conjunto A € 2% un conjunto cerrado p(A) = A € 2%X
de tal manera que A C A.

De la definicion es evidente que el operador de cerradura es mondtono en
el sentido de la siguiente proposicion.

Proposicién 3.3.6. Sea X un espacio topoldgico. Si A y B son dos subcon-
juntos de X tales que A C B, entonces A C B.

Resulta ser que la cerradura es el conjunto cerrado mas pequeno que
contiene al conjunto dado. Es decir, tiene lugar lo siguiente proposicion.

Proposicioén 3.3.7. Sean X un espacio topoldgico y A C X un subconjunto
cualquiera. Entonces A = ({F C X | AC F y F es cerrado}. Particular-
mente, A es un conjunto cerrado.

DEMOSTRACION. Sea F = {FF C X | A C F'y F es cerrado}. Como A

es cerrado y A C A, se tiene que A € F. Asf (| F C A.
FeF
Por otro lado, observemos que A C F para todo F' € F. Entonces, por

la monocidad del operador de cerradura, esto omplica que_z C F. Como F
es cerrado, por el teorema 3.3.5 se tiene que F' = F. Asi, A C F para todo

F € F,yporotanto, Ac () F. O
FeF

Evidentemente la dualidad entre conjuntos abiertos y cerrados tiene que
llevar a una dualidad entre la nocién de cerradura y la nocién de interior.
Esto se formaliza en la siguiente proposicién.

Proposicion 3.3.8. Sean X un espacio topoldogico y A C X. Entonces:
X\IntA=X\A y X\A=Int(X\A4).
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DEMOSTRACION. Notemos simplemente que x € X \ A si y sdlo si para
cualquier vecindad U de z, U N (X \ A) # . Pero esto tltimo sucede si y
sélo si ¢ Int A. En otras palabras, x € X \ A si y s6lo si z € X \ Int A,
que es justo lo que se queria demostrar. La segunda férmula se obtiene de la
primera sustituyendo A por X \ A. O

En el siguiente teorema estableceremos propiedades béasicas del operador
de cerradura. Adn que este teorema es consecuencia simple del teorema 3.2.4,
de la proposicién 3.3.8 y de las reglas de De Morgan, nosotros daremos tam-
bién una demostracién directa.

Teorema 3.3.9. Si X es un espacio topoldgico, entonces para cualesquiera
subconjuntos A y B de X se satisfacen los siguientes enunciados:

SRS
s S
Nl

| | S

4. AUB=AUB.
DEMOSTRACION.

1. Por el teorema 3.3.2, sabemos que ) es un subconjunto cerrado. Si
aplicamos el teorema 3.3.5 a este conjunto, deducimos que 0=0.

2. Es evidente.

3. Por la proposicion 3.3.7, E es un conjunto cerrado, y por lo tanto,
segin del teorema 3.3.5, A tiene que concidir con su cerradura, es
decir, A = A.

4. Tanto A como B son subconjuntos de A U B, por tanto podemos
aplicar la proposicién 3.3.6 para deducirque A C AUBy B C AU B.
De esta manera, obtenemos la contencion AUB C AUB.

Ahora como A C Ay B C B, es claro que AUB C AU B. Si
aplicamos nuevamente la proposicién 3.3.6 obtenemos que AU B C

E UB. Observemos que la proposicion 3.3.7 nos garantiza que tanto
A como B son conjuntos cerrados, por lo que AU B, al ser la unién
de dos cerrados, es cerrado. Asi, por el teorema 3.3.5 se tiene que

AUB = AUB, y por tanto, AU B C AU B. De este modo,
AUB=AUB.
O

Teorema 3.3.10 (Kuratowski). Sean X un conjunto no vacio y ¢ : 2% — 2%
una funcion tal que para todo par de subconjuntos A y B de X,

1. ¢(0) =10,

2. AC ¢(A),



3.3. CONJUNTOS CERRADOS Y OPERADOR CERRADURA 55

3. 9(0(A)) = ¢(A4)

4- (AU B) = ¢(A) Ug(B)
Entonces existe una unica topologia T en X tal que el operador cerradura
respecto a T coincide con ¢, es decir, para cualquier subconjunto A de X, se

tiene que ¢p(A) = A.

DEMOSTRACION. Sea ¢ : 2% — 2% dada por ¢(A) = X \ ¢(X \ A).
Entonces

LX) = X\ (X \ X) = X\ ¢(0) = X\ 0 =X
2. (X\A) C o(X\ A), Tuego p(4) = X\ p(X\A) C A
3. Y(¥(A4)) = (X \ (X \ A)) = X\ p(X\ (X \ ¢(X \ 4)))
= 5(1\4;25@()( \A)) = X\ o(X\ 4)
=X\ (¢(X\ (AN B))) =X\ (¢((X\A) U (X\ B)))

\
X\ (0(X\A)UG(X\B)) = (X\o(X\A4))N(X\o(X\B))
= ¢(A) NP(B)
Asi, en virtud del teorema 3.2.5 tenemos que existe una tnica topologia
cuyo operador interior es exactamente 1. Por la proposicion 3.3.8 esta topo-
logia es la unica tal que ¢ es precisamente su operador cerradura. O

Definicion 3.3.11. Sean X wun espacio topologico y A C X. El conjunto
A N X\ A se llama frontera de A y se denota por Fr(A).

Proposicién 3.3.12. Sean X un espacio topoldgico y A un subconjunto de
X. Entonces Fr(A) = A\ Int A.

DEMOSTRACION. Sea = € Fr(A) = AN X \ A. Queremos ver que z €
A\ Int A. Sea U cualquier vecindad de . Como z € X \ A entonces U N
(X \ A) # 0, es decir no existe una vecindad de x tal que esté contenida
en A, lo que significa que = ¢ Int A. Por hipétesis + € A, concluimos que
v € A\ Int A

Ahora, sea v € A\ Int A, como x ¢ Int A esto implica que toda vecindad
U de x interseca X \ A. De aqui tenemos que 2 € X \ A. Por hipétesis z € A,
por lo tanto 2 € AN X \ A. O

Proposicion 3.3.13. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Se cumplen
las siguientes igualdades:

a) A= AUFr(A)

b) Int (A) = A\ Fr(A)

c) X =Int (A)U Fr(A)UInt (X \ A)

DEMOSTRACION.
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a) AUFr(A)=AU(ANX\A)=(AUA)N(AUX\ A)
:AmX_:A. B
b) ANFr(A) = A\ (AN X\ A) = (A\A)U(A\ X\ 4)
=A\ (X \A) =1Int(A)
c) X=Int(A)U (X \IntA)) =Int(A)UX\A
=Int (A)UFr(X\A)U(X\A)
= Int (A) U Fr(A)UInt (X \ A) U ((X \ A) \ Int ((X \ A4)))
=Int (A)U Fr(A)UInt (X \ A)

Ejemplos 3.3.2.

1. Si X es un espacio discreto, para todo A C X, Fr(A) = .

2. Si X es un espacio antidiscreto, entonces para todo A C X, A # (),
se cumple Fr(A) = X.

3. En la recta real, la frontera de cualquier intervalo (a,b), [a,b], (a,b]
o [a,b) son sus extremos {a, b}.

4. En cualquier espacio métrico, Fr(B(z,r)) C S(z,r). En algunos es-
pacios se da la igualdad, por ejemplo en R™.

3.4. Densidad

Definicion 3.4.1. Sean X un espacio topoldgico y A C X. Se dice que A es
denso en X si A= X.

De la definicién anterior se sigue que A es denso en X si y sélo si todo
abierto U intersecta al conjunto A.

Definicién 3.4.2. Se dice que un espacio topologico X es separable si exis-
te un subconjunto numerable y denso en X.

Ejemplos 3.4.1.

1. Para cualquier espacio topoldgico X, se cumple que X es denso en
X.

2. Sea R el espacio de los nimeros reales con la topologia euclidiana. Si
Q denota el conjunto de los nimeros racionales, entonces QQ es denso
en R. Mas ain, como Q es un conjunto numerable, R es un espacio
separable.

3. Consideremos X el espacio topoldgico introducido en el Ejemplo 7
de la secci'l'g,%n de ejemplos 3.1.1. El conjunto B es denso en X. Mas
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aun, si B’ es subconjunto numerable de B, entonces B’ es denso en
X, por lo que X es un espacio separable.

DEMOSTRACION. Sean B’ C B y U un abierto de X. De la definicién de
la topologia de X tenemos que B C U, de lo cual se infiere que B’ C U y por
tanto B'NU # (). Asi B’ es denso en X . Para demostrar que X es separable,
basta tomar B’ numerable. O

Proposicién 3.4.3. Sea A un subconjunto denso de un espacio topoldgico
X. Entonces para todo abierto U C X se tiene que U = U N A.

DEMOSTRACION. Sea z € U,y V una vecindad arbitraria de z. Entonces,
UNV # 0, por lo que U NV es un subconjunto de X abierto y no vacio.
Como A es denso, se tiene que AN (UNV) #£0. Asi (UNA)NV £, y por
tanto z € U N A. Por otro lado, como U N A C U, siempre se cumple que
UNAcCU. Asi, llegamos a que U = U N A, como se querfa demostrar. O

3.5. Bases

Definicion 3.5.1. Sean X un espacio topologico y B una familia de abiertos.
La familia B se llama base para la topologia de X si para cualquier abierto

U, existe una subfamilia {Uy}aea C B, tal que U = |J U,. A los elementos
acA
de la base B se les llama abiertos bdsicos.

Proposicién 3.5.2. B es una base del espacio topolégico X sty solo si para
cualquier abierto U y para toda v € U, existe V € B tal quex € V C U.

DEMOSTRACION. Supongamos que B es base. Sean U un abierto de X

y « € U. Entonces existe una subfamilia {U, }aca de B tal que U = |J U,.
acA
Como z € U, existe ay € A tal que x € U,,. Claramente V := U,, es el

elemento bésico buscado.

Ahora supongamos que para cualquier abierto U, y para cualquier x € U,
existe un elemento V, de B tal que z € V, C U. De este modo es facil ver

que U = |J V,, por lo que B es base para la topologia de X.
zelU

O

Ejemplo 3.5.1.
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1. La coleccion de los singuletes {{z} | x € X} es base para la topologia
discreta en X. De hecho, cualquier otra base para la topologia discreta
contiene a esta coleccion.

2. Larecta real posee varias bases interesantes. Las siguientes colecciones
son algunas de ellas:

By ={(a,b) | a,b € R, a < b}.

By ={(p,a) | p,a €Q, p<aq}.
By ={(r,s)|r,se R\Q, r<s}.

3. Para cualquier espacio métrico (X, p), las siguientes son bases para
la topologia generada por la métrica p:
a) By ={B(z,e) |z € X, e >0}
b) Bo={B(z,r) |z € X, r>0, r € Q}.

Teorema 3.5.3. Sea X un espacio topoldgico. St B es una base de la topo-
logia de X, los siguientes enunciados se cumplen:

B1l: Para toda x € X, existe V € B tal que x € V.
B2: Para cualesquiera Vi, Vy € B y para toda x € V1 NVy, existe V3 € B
tal que x € V3 C Vi N V5.

DEMOSTRACION.

B1 . Como X es abierto, existe una familia {V, },c4 de elementos de B

tal que X = |J V4. Asi, para cada x € X, existe oy € A para el cual
acA
x € V,,, que es un elemento de la base BB, como se queria demostrar.

B2 . Ahora consideremos dos elementos V; y Vo de By x € Vi NV;. Como
B es base y V; N V5 es abierto, por la proposicion 3.5.2 existe V € B
tal que x € V. C VN V4. Por lo tanto B satisface las propiedades B1
y B2.

O

Teorema 3.5.4. Sea X un conjunto no vacio y B una coleccion de sub-
conjuntos de X que satisface las propiedades Bl y B2 del teorema 3.5.3.
Entonces, existe una unica topologia 7 en X para la cual B es base.

DEMOSTRACION. Definamos 7 como la coleccién de todos los subconjun-

tos de X que tienen la forma |J V,, donde {V, }4c4 es una subfamilia de 5.
acA
Demostremos que 7 es una topologia en X.



3.5. BASES 59

Fi1GURA 1. Propiedades de una base

1. 0 € 7 ya que 0 es la unién de una familia vacia de elementos de B.
Por otro lado, B1 nos garantiza que para cualquier x € X existe

un elemento V,, € B, tal que z € V. En consecuencia X = |J V,
zeX
por lo que X € 7.

2. Sea {U, }aca una familia arbitraria de elementos de 7. Entonces, para
cada o € A, existe {V,, }1.eq, C B, tal que U, = |J V4. Luego

’YozGGa
UJta= U "
acA acA
'chEGa
de donde concluimos que |J U, € 7.
a€A
3. Sean Uy, ..., U, elementos de 7. Entonces para cada i € {1,...,n}
existe una subfamilia {U,, },.c¢, de Btal que U; = |J U,,.
"EG:

Asi,
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Se sigue de la propiedad B2 que para cualquier z € () U,,, existe
i=1

W, € B, tal que © € W, C (| U,,. De esta manera, (\ U,, = J{W, |
i=1 i=1

T < ﬁ Uy}
PZ’T); lo cual
Nu.= U (U{Wm |z € ﬂU%.}).
i=1 v €G; =1

n
De este modo () U; se expresa como unién de elementos de By
i=1
por lo tanto es abierto.
Los tres incisos anteriores nos muestran que 7 es una topologia para la cual
B es base. Demostremos ahora que es la tnica topologia posible con esta
propiedad. Supongamos que existe 7’ una topologia en X para la cual B es

base. Sea U € 7’. Como B es base para esta topologia, U = |J U,, donde
acA

U, € B C 7 para toda a € A. Por lo tanto U € 7. Entonces 7/ C 7.
Analogamente se demuestra que 7 C 7. Asi, 7 = 7', O

Ejemplo 3.5.2. Consideremos R, el conjunto de los ntimeros reales y
B={[a,b) CR|a<b, a,be R}

B satisface las propiedades B1 y B2, y por tanto es base para una topologia
7, en R. El espacio topoldgico (R, 7,) recibe el nombre de recta de Sorgen-
frey.

Ejemplos 3.5.3.
1. Sea X = Z. Para cada n € X, definimos

Vn) {n} si n es impar
n =
{n—1,n,n+1} sinespar

Ahora, consideremos B = {V(n) | n € X}. Es ficil ver que B
satisface B1 y B2, por lo que de acuerdo al teorema 3.5.4, existe una
unica topologia para la cual B es base. A la topologia resultante se le
llama topologia de la recta digital y al espacio topolégico (Z, 7)
se le llama recta digital.
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2. Ahora definiremos el plano digital. Como en el caso de la recta digital,
la idea es tener un conjunto de abiertos, constituidos de un tunico
punto, que modelen los pixeles de una imagen digital y adicionalmente
tener puntos representando los espacios entre pixeles. Consideremos
el conjunto Z x Z, para cada punto (m,n), definimos el elemento
basico B(m,n) como sigue:

{(m,n)} Si m y n son impares,

Blm,n) = {(m+l n)li=-1,0,1} Si m es par y n impar,
’ {(m,n+3j)|j=-1,0,1} Si m es impar y n par,
{(m+in+yj)]|i,j=-1,0,1} Sim espary n impar.

-5 -4 -3-2-10 1 2 3 4 5

FicuraA 2. El Plano Digital
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La coleccién D = {B(m,n) | (m,n) € Z x Z} es base para una
topologia en Z x Z. El espacio topoldgico resultante es llamado el
plano digital. Los elementos basicos B(m,n) = {(m,n)}, donde m
y n son ambos impares, son los abiertos constituidos de un tunico
punto que representan los pixeles de una imagen digital. En la figura
siguiente se muestran algunos de los elementos basicos de la topologia
del plano digital.

. La familia B = {(a,b) | a,b € Ra < b} U{{z} |z € R\ Q} es base

para una topologia 75 en R, al espacio topolégico (R, 7/) se le conoce
como recta de Michael M.

Ademas podemos restringirnos a los intervalos con extremos ra-
cionales en el primer conjunto de esta union, o solo a los intervalos
con extremos irracionales, para describir una base de M.

Es facil ver que (a,b) C M es abierto y cerrado si a,b € R\ Q,
entonces si consideramos solamente los intervalos con extremos en los
irracionales para dar una base de M, se sigue que M tiene una base
constituida por abiertos y cerrados; a esta clase de espacios se les
denomina O-dimensionales.

3.6. Subbases

Definicién 3.6.1. Sea X un espacio topologico. Una familia de abiertos I’
de X se llama subbase para la topologia de X si la coleccion Br de todas las
intersecciones finitas de elementos de I', constituye una base para la topologia

de X.

Ejemplos 3.6.1.

1. Consideremos el espacio de los nimeros reales. Sea

I'={(—o0,a) | a e R}U{(b,0) | b € R}.

Como (—o0,a)N(b,00) = (b, a) para b < a, inferimos que I' es subbase
para la topologia usual de R.

2. En R? consideremos como I' al conjunto de todas las franjas horizon-

tales y verticales. Es decir,
I'={(a,b) xRla<babeR}U{R X (¢,d) | c < d, c,d € R}.

La familia I' es subbase para la topologia usual de R2.
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1 2 3 4 5

FIGURA 3. Una subbase para R?

Teorema 3.6.2. Sea X un espacio topolégico. Entonces toda subbase ' sa-
tisface la siguiente condicion:

I'l : Para toda x € X existe V €T tal que x € V.

DEMOSTRACION. Sea Br la coleccién de todas las intersecciones finitas
de elementos de I". Como I" es subbase, Br es base para la topologia de X. Si
x € X, por la propiedad B1 correspondiente a Br, existe U € Br, tal que U
es vecindad de z. Pero U = (| V, para algunas V, € I'. Entonces, z € V, € I'

=1

7

para cualquier i € {1,...,n}. O

Teorema 3.6.3. Sea X un subconjunto no vacio. Si I' es una coleccion de
subconjuntos de X que satisface T'l, Entonces existe una unica topologia T
en X para la cual I' es subbase.
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DEMOSTRACION. Sea Br la coleccién de todas las intersecciones finitas
de elementos de I'. En virtud del teorema 3.5.4, basta demostrar que Br
cumple con las propiedades Bl y B2.

Observemos que I'l nos dice que I' cubre a X. Como I' C Br, tenemos
que Br también cubre a X y por lo tanto Br satisface B1.

Por otro lado, consideremos U,V & Br. Entonces, U = (U, y V =
i=1

P
Ug,, con U,, € I' y Ug, € T'. Se sigue que
=1

J

n—+p

U = () 0 (0s) = ) Ve

i=1
donde:

U — U,, siie{l...n},
Y%\ Us., siie{n+1...n+p}

De lo cual se concluye que U NV € B, y por tanto Br satisface B2. [J

Ejemplos 3.6.2.

1. Sea X = C([a,b]) el conjunto de las funciones reales continuas defi-
nidas en el intervalo [a, b].
Para cada punto z € [a,b] y todo par (r,q) € R?, definimos

M = {f € Cla,b] | r < f(z) < q}.

SeaT = {M"? | z € [a,b], r,q € R}. Es facil ver que I es cubier-
ta. La topologia generada por I' se llama topologia de convergencia
puntual y al espacio topoldgico se le denota como Cyla, b].

2. Sea X = C|a, b] el conjunto de las funciones reales continuas definidas
en el intervalo [a, b].
Para todo par de intervalos [c, d], (r, q) con [c,d] C [a, b] definimos

MR = {f € Cla,b]| f(le.d))  (r.q)}.

Sea I' = {M[(Crf]) | c,d,r,g € R, a<c<d<b r<q} Esfacil
ver que I" es cubierta. La topologia generada por I' se llama topologia

de convergencia uniforme y al espacio topoldgico se le denota como
Cyla, bl.
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3.7. Bases locales

Definicién 3.7.1. Sean X un espacio topoldgico, x € X y 7, la totalidad de
todas las vecindades de x, es decir 7, = {U | U es vecindad de x}. Una base
local o sistema fundamental de vecindades para x es una subfamilia
B, C 7, tal que para cualquier U € 1., existe V € B, tal que V C U.

FIGURA 4. Base local

Ejemplos 3.7.1.

1. Sean (X, d) un espacio métrico y x € X, entonces la familia de bolas
abiertas con centro en x

B, ={B(z,1/n)| n € N}

es una base local numerable para x.
2. Sea X un espacio discreto. Para cada x € X, la familia unipuntual
B, = {{z}}, es una base local en z.

Definicién 3.7.2.

1. Sea X wun espacio topologico. Decimos que X es primero nume-
rable o I-numerable si existe una base local numerable para todo
punto r € X.

2. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es seqgundo numerable
o IT-numerable si existe una base numerable para la topologia de X .
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Ejemplo 3.7.2. Sea X = R, la recta de Sorgenfrey. Para cada xz € X, sea
B, = {[z,z+ 1/n) | n € N}. Es facil ver que para cada punto z € X, el
conjunto B, es base local numerable. Asi, R, es primero numerable.

Proposicién 3.7.3. Sea X un espacio topologico. St X es II-numerable en-
tonces X es I-numerable.

DEMOSTRACION. Sea B = {Uy,Us,, ...} una base numerable para la to-
pologia de X. Para cada punto x € X, definimos B, = {U; € B | z € U;}. Ya
que B, C B, es claro que B, es numerable para cada x € X. Falta demostrar
que B, es una base local para x.

Sea U una vecindad de z en X. Como B es base, existe U, € B tal que

x €U, CcU. Como x € Uy entonces U, € B, asi que B, es una base local en
T. O

El siguiente ejemplo nos brinda un espacio I-numerable que no es II-
numerable.

Ejemplo 3.7.3. Sea (X, p) el conjunto de las sucesiones reales acotadas,
equipado con la métrica del supremo, es decir:
X ={s=(x1,...,%n,...) | || <M, para cada i € N}
p(s1,892) = slgl\? |x; — y;|, donde sy = (z1,29,...) y S2 = (y1,¥2,...)-
Es claro que (X, 7,) es I-numerable (como todo espacio metrizable) pero

no es II-numerable, como veremos a continuacion.
En efecto, sean B una base para X y

S ={s=(z1,22,...) | z; € {0,1}, para cada i € N}.

Claramente S no es numerable y ademas p(s,t) = 1 para cualesquiera
s,t € S con s # t. Como B es base, para cada s € S existe Uy € B tal que
s € Us C B(s, %) Asiysis,t€ S, ys#t,UNU, C B(s, %)ﬂB(t, %) = (), en
particular Uy # U,. Asi la correspondencia s — Uy es una funcién inyectiva
de S en B y por tanto B no es numerable.

Teorema 3.7.4. Sea (X, p) un espacio métrico. Entonces X es IT-numerable
sty solo si X es separable.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es II-numerable, y sea B = {Uy, Uy, . ..

una base numerable para X. Para cada n € N elegimos un punto a,, € U,,
y definimos A = {a, },en. Entonces para cada abierto no vacio U existe un



3.7. BASES LOCALES 67

abierto basico U, € B tal que U, C U. Esto implica que a,, € UN A y por lo
tanto A es denso en X.

Supongamos ahora que X es separable, y sea A = {ay }ren un subconjunto
denso numerable de X. Sea B = {B(ay,1/n) | ar, € A, n € N}. Es claro que
B es numerable. Afirmamos que B es una base para la topologia de X.

En efecto, si U es un abierto en X y x € U, existe r > 0 tal que B(z,r) C
U.

Sean € Ntal que 1/n < r/4. Como A es denso, ANB(xz,1/n) # ( y por lo
tanto existe ay € A tal que ay € B(x,1/n); por consiguiente x € B(ag, 1/n).

Afirmamos que B(ag, 1/n) C U. A saber, sea z € B(ag, 1/n). Calculando
las distancias, tenemos que

d(z,z) < d(z,ax) + d(ag,z) < 1/n+1/n<r/d+r/d<r,

consecuentemente z € B(x,r) C U. Entonces B(ag, 1/n) C U, que es lo que
se queria demostrar. O

Teorema 3.7.5. Sea X un espacio topoldgico. Para cada x € X sea B, una
base local en x. Entonces se cumplen los siquientes enunciados:

BL1: SiV € B,, entonces x € V.
BL2: Siy e U € B, entonces existe V € B, tal que V C U.
BL3: Si V1, V5 € B, entonces existe V € B, tal que V C Vi N V.

DEMOSTRACION. Los enunciados BL1 y BL2 son evidentes. Para demos-
trar BL3, simplemente notemos que si V; y V, pertenecen a B, esto implica
que V1 N V5 es vecindad de x, por lo que existe V € B,, tal que V. C V, N V5.

O

Teorema 3.7.6. Sea X un conjunto no vacio. Supongamos que para cada
x € X, existe una coleccion B, de subconjuntos de X que cumple con BL1,
BL2, BL3. Entonces existe una unica topologia 7 en X para la cual B, es
base local en x para todo v € X.

DEMOSTRACION. Sea B = | J{B,| * € X}. En virtud del teorema 3.5.4
basta ver que B satisface las propiedades B1 y B2 de una base.

Sea x € X, entonces por BL1 existe U € B, con z € U, por lo que B
satisface Bl1.

Para demostrar B2 consideremos Uy,Us € B, y sea x € U; N Us. Como
U, € B, entonces U; € B,, para alguna z;, « = 1,2. Dado que z € U; y
x € Usy, por BL2 existen V;, V5 € B, tal que Vi C Uy, Vo C Us. Ahora, por
BL3 existe V € B, C B tal que

zeVcvinl,cU NnUs.

Asi, B satisface B2 y por tanto, por el teorema 3.5.4, B es base para una
Unica topologia 7 en X.
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Verifiquemos que para todo x € X, B, es base local en x. Sea W una
vecindad de z, como B es base de la topologia 7, existe un V' € B tal que
x €V .C W. De la definicién de B, se sigue que V' € B, para algin punto
z € X. Ahora, la propiedad BL2 nos garantiza la existencia de un elemento
Ue B, tal que U C V. Asi, U C W, con lo que queda demostrado que B,
es base local en z. La unicidad de la topologia 7 es evidente. 0

Ejemplo 3.7.4. Sean L; y L, subconjuntos de R? definidos por
L1 = {(.771,%2) € RQ | Ty = O}
Ly = {(ZEhl’Q) | To > 0}

Llamemos L = Ly U Ly.Para cada x € L definamos B, como sigue:

a) Si x € Ly entonces B, = {B(z,r) N L| r > 0}, donde B(z,r) denota la
bola abierta usual en R? de radio r y centro en x.
b) Si x € Ly entonces B, = {U(z,r)| r > 0}, dénde U(z,r) es la unién del
punto x y de la bola abierta de radio r tangente a L en x.
Para todo punto z € X, B, satisface las propiedades BL1, BL2, y BL3
del teorema 3.7.5 y por tanto generan una topologia 7 en L. El espacio
topoldgico (L, T) recibe el nombre de plano de Niemytzki.

Antes de enunciar las siguientes definiciones, conviene recordar que dos
cardinales siempre son comparables y la relacién asi definida < resulta ser un
buen orden. Es decir, toda coleccién de cardinales posee un primer elemento,
al que llamaremos minimo.

Definicién 3.7.7. Sea X un espacio topologico, se define:
w(X) = min{a | existe una base B con |B| = a}.
A w(X) se le llama el peso de X.

Definicién 3.7.8. Sean X un espacio topologico y x € X. El peso local en
x o cardcter de X en x es el cardinal x(X,x) dado por

X(X,z) = min{a | existe una base local B, con |B,| = a}.

El cardcter de X se define como el cardinal x(X) dado por

X(X) =min{a |« > x(X,z), para todo x € X}.

De las definiciones anteriores se sigue que cualquier espacio topolégico X
satisface la desigualdad x(X) < w(X).
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N

e @@

FicurA 5. El Plano de Niemytzki

Los espacios topoldgicos con bases y bases locales numerables poseen
propiedades muy importantes, algunas de las cuales seran estudiadas més
adelante. Observemos que un espacio topolégico X es primero numerable si
X(X) = Rg. Andlogamente, X es segundo numerable si w(X) = No.

Ejemplo 3.7.5. La recta real es segundo numerable (ver Ejemplo 3.5.1).

Ejemplo 3.7.6. La recta de Sorgenfrey (ver Ejemplo 3.5.2) es primero nu-
merable pero no es segundo numerable.

DEMOSTRACION. Denotemos por R, la recta de Sorgenfrey. Para cada
z € Ry, la familia B, = {[z,z + 1/n) | n € N} es una base local numerable,
por lo que x(Ry) = N,.

Sea B una base para R,. Para cada = € R, [z,z 4+ 1) es una vecindad
de x, luego existe U, € B tal que x € U, C [z,z + 1). Claramente = # y
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implica que U, # U, luego {U, | x € R} C B no es numerable y por tanto
B tampoco lo es. O

En el capitulo anterior introdujimos la definicién de convergencia de su-
cesiones en espacios métricos. En los espacios topolédgicos, esta definicién se
generaliza de la siguiente manera.

Definicién 3.7.9. Sea X un espacio topolégico y {xy tnen una sucesion en
X. Se dice que {x,}nen converge al punto x € X, si para toda vecindad U
de x, existe M € N, tal que x,, € U para todo n > M. Este hecho se denota

escribiendo lim a, = x
n—oo

Teorema 3.7.10. Sea X es un espacio topoldgico primero numerable y A C
X. Entonces x € A si y solo si existe una sucesion contenida en A, {ap }nen,
tal que lim a, = x.

n—o0

DEMOSTRACION. Primero supongamos que z € A. Sea B, = {V, }nen
una base local numerable en el punto . Podemos suponer sin pérdida de
generalidad que V,, C V,,, si n > m, ya que de no ser asi podemos tomar V| =
n
() Vi. La coleccién asi definida también es una base local en z y claramente
i=1
cumple lo que deseamos. Construiremos una sucesion {a, },en C A tal que
lim a,, = x.

n—oo

Como V,, es una vecindad de x para todan € Ny x es punto de adherencia
de A, V,, N A # (). De esta manera, para cada n € N, podemos escoger un
punto a, € V,NA. Afirmamos que {a, },en es la sucesién buscada. En efecto,
si U es una vecindad de z, existe V,,, € B, tal que V,,, C U. Consecuentemente,
sin >m,V, C V,. En conclusion, a, € V,, C U para toda n > m. Asi,

lim a, = x. Por otro lado, es evidente que {a, },en estd contenida en A. De
n—oo

este modo queda demostrado que {a, },en es la sucesion buscada.

Ahora, si existe una sucesién {a, }n,eny contenida en A y que converge a
x, entonces para cualquier vecindad, U de z, existe m € N tal que si n > m,
an, € U. Por lo tanto U N A # (. Asi, x € A como se querfa demostrar. [

3.8. Subespacios Topoldgicos

Dado un subconjunto Y de un espacio topolégico X, existe una manera
muy natural de definir una topologia en Y. A continuacién explicaremos
c6mo.
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Proposicién 3.8.1. Sean X un espacio topologico y Y C X. Consideremos
el conjunto v ={UNY | U € 7}. Entonces 7y es una topologia en Y.

DEMOSTRACION.

1. Como () y X son elementos de 7, tenemos Y = X NY y 0 =0NY,
por tanto Y y ) son elementos de 7y-.

2. Sea {V,}aea una familia arbitraria de elementos de 7y. Para cada
a € A, existe un elemento U, € 7, tal que V,, = U, NY. Luego,

UVa= U(UaﬂY):<UUa>ﬂY.

acA acA acA

Como | U, € 7, podemos concluir que |J V, € 1v
acA acA
3. Sean Vi, V5 € 1. Entonces, existen U; y U, en 7 tales que V3 = U1NY

y Vo =UsNY. De este modo

Pero Uy NU; € 7, por lo que ViNV; € 7y.
O

Definicién 3.8.2. Sean (X, T) un espacio topoldgico yY C X. La topologia
Ty definida en la proposicion 3.8.1 recibe el nombre de topologia inducida
por T, y sus elementos se llaman abiertos en Y o abiertos relativos.
En este caso diremos que (Y, Ty) es un subespacio de (X,T).

Resulta claro de esta definicién, que si B es base para la topologia de X,
By = {UNY | U € B} es base para la topologia inducida en Y. Anélo-
gamente, la topologia del espacio ambiente hereda sub-bases y bases locales
a los subespacios. Resulta claro entonces que si Y es un subespacio de X,
w(Y) <w(X)y x(Y) < x(X). Veamos algunos ejemplos de subespacios.

Ejemplo 3.8.1. Consideremos el plano euclideano R?.

Sea Y = {(z,y) € R* | y = 0}. Entonces la topologia inducida en Y
coincide con la topologia usual en la recta real, identificando a Y con R
mediante z — (z,0)

DEMOSTRACION. Bastard demostrar que los bésicos relativos son abier-
tos de la topologia usual, y que los basicos usuales son abiertos de la topologia
inducida. Sea (a,b) C R. Tenemos que (a,b) = B(“2,r)NY, con r = 2.
En consecuencia, el intervalo (a,b) es un abierto relativo.

Sea B(z,r) un abierto bésico de R?, con T = (x,y). Si |y| > r, entonces
B(Z,r)NY = 1. Si en cambio |y| < r, es facil ver que

B(z,r)NY = (x —/r?—y?, o+ /12 —1y?)

es un abierto de R.
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Ejemplo 3.8.2. Si X es un espacio topoldgico discreto, cualquier subcon-
junto Y C X con la topologia inducida, serd un espacio discreto.

Proposiciéon 3.8.3. Sean X un espacio topologico, Y C X y B C Y. En-
tonces B es cerrado en'Y si y sdlo si existe un cerrado B' en X tal que
B=YnNAB.

DEMOSTRACION. Denotemos por 7 la topologia de X. Supongamos que
B es cerrado en Y. Entonces Y \ B € 7y, por lo que existe U € 7 tal que
Y\ B=UnNY.Deeste modo B=Y N (X\U).Si B =X\U, claramente
B’ es cerradoen X y B=B'NY.

Ahora supongamos que existe un cerrado B’ € X tal que B =Y N B'.
Notemos que

Y\B=Y\(YNB)=Yn(X\B)

Como X \ B’ es abierto en X, concluimos que Y \ B es abierto en Y y por
tanto B es cerrado en Y. O

Ejemplo 3.8.3. Consideremos R con la topologia usual. Sea Y = (0,1) U
[6,7]. Entonces cada uno de los conjuntos (0,1) y [6,7] es abierto y cerrado
en Y.

Sea (X,7) un espacio topolégico, Y C X y Z C Y. Observemos que
Z puede verse como un subespacio topologico de X o como un subespacio
topoldgico de Y. Denotemos por 77 la topologia en Z inducida por 7, y
por (1y)z la topologia inducida por 7y. Resulta ser que ambas topologias
coinciden; es decir, (1y)z = 7z. La demostracion de este hecho es muy sencilla
y se deja como ejercicio al lector.

3.9. Ejercicios del capitulo

1. Sean X = {a,b,c} y 7 = {0,{a,b,c}, {b},{a, b}, {c, b}}, probar que 7
es una topologia en X.
2. Sea X # 0y {Ta}aea una familia de topologias en X. Probar que

7= () Ta es topologia de X.
acA
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. Prueba que en un espacio métrico finito, cualquier subconjunto es

abierto (es decir, el espacio es discreto).

. Verdadero o Falso:

a) Si 7T es una topologia para X, entonces
7={UcX|U¢r}

es una topologia para X.
b) 7 ={ACZ||A] =2} U{0,Z} es una topologia para Z.

. Encuentra Int Q y Q en R provisto con la topologfa usual. B
. Si X es un espacio topolégico y A C X ;Serd cierto que Int A = Int A?

Demuéstralo o da un contraejemplo.

. Para dos subconjuntos cualesquiera A y B de un espacio topoldgico,

Ig}%cuzﬂes de las siguientes contenciones son ciertas? (Demuestra o da
un contraejemplo).

a) ANB C AN B,

b) ANB D> ANB,

¢) Int AUInt B C Int (AU B),

d) Int AUInt B D Int (AU B),

e) A\BCA\B.

. Da un ejemplo donde |JA, # (JA,.

e LT

. Sea D un subconjunto denso en un espacio topolégico X. T(’)%ES cierto

que D N A es denso en A para cualquier subespacio A de X?
Si U C X es abierto y A C X es cualquier subconjunto, entonces
UNA=UnNA.
Encuentra un ejemplo en el que Int A C Int B, pero A ¢ B.
Demostrar directamente el teorema de Kuratowski (sin hacer referen-
cia al teorema 3.2.5): Sea X un conjunto, « : 2¥ — 2% una funcién
que satisface:

a) a(0) = 0

b) a(AUB) = a(A) Ua(B)

c) a(a(4)) = a(4)

d) AC a(A)
Entonces, existe una tinica topologia 7 en X, tal que a(A) = A, donde
A denota la cerradura de A respecto a .

Sea (X, T) un espacio topolégico en el que

Int (AU B) =Int AU Int B,

para cualesquiera dos subconjuntos A y B de X. Demostrar que 7 es
la topologia discreta.

Sean 7 y u topologias en un conjunto X. Demostrar que 7 C u si y
sélo si para todo A C X. Int; A C Int , A.
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Sea (X, 7) un conjunto infinito dotado de la topologl’g)%a cofinita, y
A C X un conjunto infinito. Demuestra que A es denso en X.
Una progresion aritmética en Z es un conjunto

Ay ={...,a—2b,a—b,a,a+b,a+2b,...}

con a,b € Z y b # 0. Probar que el conjunto de todas las progresiones
aritméticas

A={A.p|a,beZ,b+#0}
es base para alguna topologia en Z. La topologia resultante se conoce
como la topologia de la progresion aritmética en Z.
Sea {7y | t € T'} una familia de topologias en un conjunto X. Demos-
trar que I' = (J{r | t € T'} puede generar una topologia en X como
sub-base, pero no necesariamente como base.
Sea I' = {[a,b] | a,b € R}. 1;3Qui;3 topologfa genera I' como sub-
base?
Demostrar que se puede construir una base local B, en cada punto
p € Q de tal modo que |J{B, | p € Q} no sea base de R.
Sean B; y B,, bases para la misma topologia 7 en un conjunto X.
Probar que la familia

B={U € B, | existe V € By, talque U C V}

también es base para 7.
Sean B; y B,, bases para la misma topologia 7 en un conjunto X.
Probar que la familia

B={U € B; | existen V,W € By talesque V C U C W}

también es base para 7.
Demuestra que si d es una m'l'g)%trica en X, entonces d; : X x X - R
y dy : X x X — R dadas por

(o) = min{Ldlz. )}, v dalog) = s

son dos m'l'g)%tricas en X que generan la misma topolog’ig)%a que d.
Sean X = (0,2) y A={1,3,%,...} C X. Encuentra A en X.
Considera el plano euclidiano R? y A = {(z, sen(1/z)) | z > 0} C R
Encuentra la cerradura de A.

Determina en qué subespacio de R, el conjunto (0, 1] es abierto:

a) A= (0,00).

b) B = (—o0,1].

c) C'=(0,1].

d) D =10,1].

e) F={-1}U(0,1].
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Sea X = {0,1, %, %, ...} con la topologia inducida de la recta real.
Describe los abiertos en este espacio.
Sean (X, 7) un espacio topologico y A C X. Demuestra los siguientes
enunciados:
a) Si A es cerrado en X, entonces un conjunto B C A es cerrado en
A siy sélo si B es cerrado en X.
b) Si A es abierto en X, entonces un conjunto B C A es abierto en
A si y solo si B es abierto en X.
Sean A, B, C subespacios de X tales que C' C ANB. Prueba que C es
abierto en AU B si es abierto en A y en B. Prueba que C es cerrado
en AU B si es cerrado en A y en B.
Demuestra que el plano de Niemytzki (ver Ejemplo 3.7.4) es primero
numerable pero no segundo numerable.
Demuestra que la recta de Sorgenfrey no es un espacio metrizable.
Demuestra que el plano de Niemytzki no es un espacio metrizable.






Capitulo 4

Funciones Continuas y Operaciones con Espacios
Topolégicos

4.1. Funciones Continuas

En el capitulo 1 introdujimos la nocién de continuidad de funciones entre
espacios métricos. En esta seccidn, generalizaremos este concepto para hablar
de funciones continuas entre espacios topoldgicos.

Definicién 4.1.1. Sean X y Y dos espacios topolégicos, f : X — Y una
funcion y x € X. Se dice que f es continua en x si para toda vecindad U
de f(x) existe una vecindad V' de x tal que f(V) C U.

Si f: X =Y es continua en cada x € X, se dice que f es continua en
X.

Teorema 4.1.2. Sea f: X — Y una funcion entre dos espacios topoldgicos
X y Y. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. f es continua.
2. Para todo subconjunto B CY, f~}(Int B) C Int f~!(B).
3. Para todo subconjunto abierto U de Y, f~Y(U) es abierto en X.

DEMOSTRACION.

(1=2).Sean BCY yz € f~!(Int B). Entonces f(z) € Int B y por tanto
existe una vecindad U de f(z) tal que U C B. Como f es continua en z, existe
una vecindad V' de z tal que f(V) C U C B. En consecuencia V C f~*(B),
luego = € Int f~1(B). Como z era cualquier punto de f~!(Int B), podemos
concluir que f~(Int B) C Int f~1(B).

(2= 3) Sea U C Y abierto. Esto es U = Int U, luego por hipétesis f~1(U) =
Y Int U) C Int f~1(U). Ademds sabemos que Int f~H(U) C f~1(U), luego
Int f~HU) = f~Y(U), asi que f~1(U) es abierto.

(3= 1) Sean z € X y U una vecindad de f(z). Por hipStesis V = f~1(U)
es abierto, y ademas x € V. Asi, V es una vecindad de x y claramente
f(V) C U, con lo que queda demostrado que f es continua. O

Proposicion 4.1.3. Sean X y Y espacios topologicos y f : X — Y una
funcion. Entonces f es continua si y solo si para todo subconjunto cerrado A
deY, f71(A) es cerrado en X.

7
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DEMOSTRACION. Probemos la parte ‘sélo si’. Sea A C Y un subconjunto
cerrado de Y. Entonces U =Y \ A es abierto en Y, y por el teorema 4.1.2 |
J7YU) es abierto en X. Pero

U = Y\ A) =X\ (A,
por lo que f~!(A) es cerrado en X, como se querfa demostar.
La parte ‘si 'se demuestra de manera completamente analoga. [

Proposicion 4.1.4. St X y Y son espacios topologicos y f : X — Y es una
funcion entre ellos, entonces f es continua si y solo si para todo A C X se

tiene f(A) C f(A).

DEMOSTRACION.

Probemos la suficiencia. En virtud de la proposicién 4.1.3 basta verificar
que las preimagenes bajo f de los subconjuntos cerrados de Y son, a su
vez, subconjuntos cerrados de X. Sea pues B C Y cerrado. Tenemos, por
hipdtesis, que

fFUFHB) C f(f1(B)) =B =B=f(f'(B)),
por lo que necesariamente f~1(B) C f~}(B),y as{ f~1(B) = f~1(B), lo
que se queria probar.
Probemos ahora la necesidad. Sea A C X. Notemos que f(A) es un
subconjunto cerrado en Y, y por la proposicién 4.1.3, f~1(f(A)) es cerrado

en X. Por otro lado, como f(A) C f(A), tenemos que A C f~1(f(A)) C

FHf(A). Asi, f71(f(A)) es un subconjunto cerrado que contiene a A, de
donde A C f~!(f(A)). De aqui se obtiene

FOA) C f(fH(f(A)) C f(A),

como se queria demostrar. O

Ejemplos 4.1.1.

1. Sean X un espacio topoldgico discreto y Y cualquier espacio topoldgi-
co. Entonces toda funcion f : X — Y, es continua en X. En efecto,
si U es un abierto arbitrario en Y, entonces la preimagen f~'(U) es
abierto en X ya que todos los subconjuntos de X son abiertos.

2. Sean X cualquier espacio topoldgico y Y un espacio topoldgico an-
tidiscreto. Entonces toda funcién f : X — Y es continua en X. En
efecto, como los tinicos abiertos en Y son Y y (), las preimagenes bajo
f de dichos conjuntos serdn X y () respectivamente, que son abiertos
en X.
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Teorema 4.1.5. Sean X y Y dos espacios topoldgicos, f : X — Y wuna
funcion, By una base para la topologia de Y y I'y una sub-base que genera a
By . Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. f es continua.
2. Para todo V €Ty, f~Y(V) es abierto en X.
3. Para todo U € By, f~*(U) es abierto en X.

DEMOSTRACION.
(1 = 2). Como cada elemento U de I' es abierto en Y, se sigue del
toerema 4.1.2 que f~!(U) es abierto en X.

(2= 3). Sea U € By. Como I'y es sub-base que genera a By, U tiene la

forma U = (N V,,, donde V,, € I'y. Consecuentemente
i=1
FHO) = FH(VA) = (17105,
i=1 i=1
Pero, por hipétesis, f~1(V,,) es abierto en X y como la interseccién finita de
subconjuntos abiertos es abierta, inferimos que f~'(U) es abierto en X.

(3 =1). Si W C Y es un subconjunto abierto de Y, entonces existe
{Us}aea C By, tal que W = |J U,. Por hipétesis, f~1(U,) es abierto en X,

acA
de donde
vy =Y va) = U )
acA acA
es abierto en X. Por el teorema 4.1.2, esto implica que f es una funciéon
continua. 0

En los siguientes ejemplos usaremos el teorema anterior para verificar la
continuidad de una funcién.

Ejemplos 4.1.2.
1. Sea f : R? —» R dada por f(x,y) = z. La preimagen de cualquier
abierto bédsico (a,b) C R es f7((a,b)) = {(z,y) € R? | a < z <
b, y € R}, que es un abierto de R% Por lo tanto f es una funcién
continua.

Sean (R, 7) la recta real y (R, o) la recta de Sorgenfrey.

2. f:(R,7) - (R,0) dada por f(x) = z, no es continua. En efecto,
f~H[z,w)) = [x,w) no es un subconjunto abierto de (R, 7), mientras
que [z, w) es un abierto en (R, o).
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3.9 : (R,0) - (R,7) dada por g(z) = x si es continua, ya que B =
{(a,b) | a,b € R} es una base para (R,7) y g7*((a,b)) = (a,b) es
abierto en la recta de Sorgenfrey.

La siguiente proposicion es una generalizacion del ejemplo anterior. La
demostracion queda como ejercicio al lector.

Proposicién 4.1.6. Sean 11 y 7o dos topologias en un conjunto X. Entonces
la funcion identidad Id : (X, 7) — (X, 72) es continua si y sdlo si 1 es mds
fina que 5.

Proposiciéon 4.1.7. Sean X, Y y Z espacios topologicos y f : X — Y y
g:Y — Z dos funciones continuas. Entonces la composicion go f : X — Z
es conlinua.

DEMOSTRACION. Sea U C Z un subconjunto abierto. Como ¢ es con-
tinua, por el teorema 4.1.2, ¢g~'(U) es abierto en Y. Como f también es
continua, f~!(g7'(U)) es abierto en X, pero (go f)~' = f~1(¢7'(U)) por lo
que g o f es continua. 0

Definicién 4.1.8. Sean X, Y conjuntos, AC X y f: X — Y una funcion.
Definimos la restriccion de f en A, denotada por f|a, como la funcion
fla: A=Y dada por fla(a) = f(a) para cada a € A.

Proposicion 4.1.9. Sea f : X — Y una funcion continua entre dos espacios
topoldgicos. Entonces, para cualquier subconjunto A C X, la funcion fl|a :
A =Y es continua en el subespacio topologico A.

DEMOSTRACION. Sea U C Y un conjunto abierto. Entonces,

(fla)'(U) ={a€ Al fa) e U} = AN f7H(V).

Como f es continua, f~}(U) es abierto en X, lo cual implica que f|,*(U) =
AN f7YU) es abierto en A. Asi, f|a es continua en A, como se querfa
demostrar. O

Teorema 4.1.10. Si X = AU B, donde A y B son ambos abiertos (respec-
tivamente, cerrados) en X, y f : X — Y es una funcion tal que fla y f|p
son continuas, entonces f es continua.

DEMOSTRACION. Supongamos que A y B son abiertos. Si U C Y es
abierto, entonces (f|A)_1(U) y (f’B)_l(U) son abiertos en A y B respectiva-

mente, como A y B son subespacios abiertos, (f|A)_1(U) y (f|B>_1(U) son
abiertos en X. Entonces, como
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FHUY = (fla) (W)U (fls) ().,

concluimos que f~1(U) es abierto en X y por lo tanto f es continua.
La prueba en el caso en que A y B son cerrados es completamente analoga.
O

4.2. Funciones abiertas y funciones cerradas

En esta seccién introduciremos los conceptos de funcion abierta y funcion
cerrada. Como veremos mas adelante, esta clase de funciones desempenara un
papel muy importante en el estudio de espacios topoldgicos.

Definicién 4.2.1. Sea f: X — Y una funcion entre dos espacios topologi-
cos. Se dice que [ es abierta si para cualquier abierto U en X, su imagen
fU) es abierto en Y. De igual manera, se dice que f es cerrada, si para
cualquier cerrado A en X, su imagen f(A) es cerrado en'Y .

A continuacion veremos algunos ejemplos de funciones abiertas y cerra-
das.

Ejemplos 4.2.1.

1. Para cualquier espacio topologico X, la funcién identidad es abierta
y cerrada.

2. Sean X un espacio topoldégico y Y un espacio discreto. Entonces cual-
quier funcién f : X — Y es abierta y cerrada.

El que una funcién sea abierta (cerrada) no implica que sea cerrada (abier-
ta), como veremos en los siguientes ejemplos.

Ejemplos 4.2.2.

1. Sea f : R? — R la proyeccién a la primera coordenada. La funcién f
no es cerrada, pues A = {(z,1/x) | > 0} es un cerrado de R? pero
su imagen f(A) = (0,00) no es un cerrado de R.

2. Consideremos la recta real, entonces

a) La funcién f : R — R dada por f(z) = e es abierta y no es
cerrada, ya que f(R) = (0,00), el cual no es cerrado en R.
b) La funcién g : R — R dada por

0 sixzé€(—00,0)
g(m):{x sixef(),oo)
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no es abierta, ya que g((—1,1)) = [0,1), el cual no es abierto en
R. Sin embargo, g es cerrada. En efecto, para un cerrado A en R
tenemos dos casos:

» si A C [0,00), entonces g(A) = A,

» Si A¢Z [0,00), entonces g(A) = (AN [0,00)) U{0}.
En cualquier caso, g(A) es cerrado.

Proposicion 4.2.2. Sea Bx una base para un espacio topologico X y f :
X — Y cualquier funcion a un espacio topologico Y. Entonces f es abierta
si y sélo si para todo U € Bx, f(U) es abierto en Y.

DEMOSTRACION. Claramente si f es una funcién abierta, f(U) es abierto
para todo U € By.

Ahora supongamos que la imagen bajo f de todo conjunto basico U € By
es abierta y demostremos que f es abierta. Sea V' un subconjunto abierto de

X. Entonces V = |J U, con U, € Bx para toda a € A. Por hipétesis f(U,)
acA
es abierto en Y para cada o € A. De esta manera

f) =l Ua) = £U),
acA acA
por lo que f(V) es abierto en Y, y por tanto f es abierta. O

Proposiciéon 4.2.3. Sean f : X =Y yg:Y — Z funciones entre es-
pacios topolégicos. Si f y g son funciones abiertas (cerradas), entonces la
composicion go f: X — Z es una funcion abierta (cerrada).

La demostracion de este hecho es sencilla y se deja como ejercicio al lector.

Teorema 4.2.4. Una funcion f : X — Y entre dos espacios topologicos X y
Y es cerrada si y sélo si para todo B C'Y y para toda vecindad U de f~1(B),
existe una vecindad V de B, tal que f~1(V) C U.

DEMOSTRACION. Primero demostremos la parte “si”. Sean B C Y un
subconjunto arbitrario y U una vecindad de f~(B). Entonces X \ U es
cerrado en X y, por hipédtesis, f(X \U) es cerrado en Y. Definamos el abierto
V =Y\ f(X\U). Notemos que de f~*(B) C U se sigue que f(X\U) C Y\ B
y, en consecuencia, B se encuentra contenido en V. Por otro lado, tenemos
que

W) = YNAXND) =X\ [T (fX\D) c X\ (X\U) =T,

particularmente f~!(V) C U. Entonces V es el conjunto buscado.



4.3. HOMEOMORFISMOS 83

Ahora demostremos la parte “sélo si”. Sea F' cerrado en X, entonces
U= X\ F es abierto en X. Ademds el conjunto B =Y \ f(F') cumple

FHB) =T YNFF) =X\ (f(F) CX\F=U.

Por hipdtesis, podemos encontrar un subconjunto V' abierto en Y, tal que
BcCVy fYV)cCU.Entonces f71(V) C X\ F, porloque f/{(V)NF =0,
y por tanto, V N f(F) = . Esto implica que V C Y \ (f(F)). Pero BC V,
por lo que B =Y \ f(F) Cc V C Y\ f(F), y por tanto, V =Y \ f(F).
Consecuentemente f(F) es cerrado en Y. Asi, queda demostrado que f es
una funcién cerrada. [

Teorema 4.2.5. Una funcion f: X — Y entre dos espacios topologicos X y
Y, es abierta si y solo si para todo B C'Y y para todo subconjunto U cerrado
en X que contenga a f~'(B), existe un subconjunto cerrado V', que contiene
a B, tal que f~1(V) C U.

La demostracién de este teorema es analoga a la del teorema 4.2.4, y se
deja como ejercicio al lector.

4.3. Homeomorfismos

En esta seccién introduciremos uno de los conceptos mas importantes en
la topologia. Quiza el lector haya estudiado en los cursos de algebra la idea
de isomorfismo, una funciéon biyectiva entre dos grupos o entre dos espacios
vectoriales que preserva la estructura algebraica. Pues bien, el equivalente
en topologia es el homeomorfismo, una funcién biyectiva entre dos espacios
topolégicos que preserva la estructura topolégica. Veamos de manera més
formal qué quiere decir esto.

Definicién 4.3.1. Sean X y Y dos espacios topologicos y f : X — Y una
funcion. Se dice que f es homeomorfismo si se satisfacen los siguientes
enunciados:

1. f es biyectiva,
2. f es continua,
3. f~! es continua.

Diremos que los espacios X yY son homeomorfos (denotado por X =
Y ) si existe un homeomorfismo f: X — Y.

Ejemplos 4.3.1.

1. La funcién identidad 1x : X — X es un homeomorfismo.

2. Los espacios (—g, g) y R son homeomorfos. En efecto, la funcion
f: (—%, g) — R dada por f(x) = tanx es un homeomorfismo. Cabe

notar que en este caso la métrica no se preserva, es decir, los dos
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espacios son métricos, pero en un caso la métrica no es acotada y
en otro si. Sin embargo los espacios poseen esencialmente la misma
reserva de conjuntos abiertos.
3. Sia,b,cy dson nimeros reales tales que a < by ¢ < d, los intervalos
[a,b] ¥ [¢, d] son homeomorfos. Por ejemplo, la funcién f definida por
d—c cb —da

:b—ax b—a

()

es un homeomorfismo entre ambos espacios.

La funcién aqui definida también realiza un homeomorfismo entre
los espacios (a,b) v (¢, d), asi como entre los espacios (a,b] y (¢, d]. De
manera andloga se puede demostrar que los intervalos [a,b) y (a, b
son homeomorfos. Por otro lado, los intervalos [0, 1], [0,1) y (0,1) no
son homeomorfos entre si. La demostraciéon no es evidente en este
momento, pero a lo largo del texto iremos generando herramientas
que nos permitiran dar una demostracion sencilla de este hecho.

Teorema 4.3.2. Sea f : X — Y wuna funcion biyectiva entre dos espacios
topoldgicos. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. f es un homeomorfismo.
2. f es continua y cerrada.
3. f es continua y abierta.

La demostracion queda como ejercicio para el lector.

Teorema 4.3.3. La relacion de homeomorfismo = es una relacion de equi-
valencia (es decir, es reflexiva, simétrica y transitiva).

DEMOSTRACION. Notemos que para cualquier espacio topoldgico X, la
funcién identidad 1x : (X,7) — (X,7) es un homeomorfismo, con lo cual
X =2 X y por lo tanto = es reflexiva.

Por otro lado, si X y Y son espacios topoldgicos tales que X = Y, entonces
existe un homeomorfismo f : X — Y. Como la funcién inversa f~!:Y — X
es continua y biyectiva y (f~!)~! = f, inferimos que f~! es un homeomor-
fismo. Asi que Y =2 X, quedando demostrado que = es simétrica.

Por 1ltimo, consideremos X, Y y Z espacios topoldgicos, tales que X =
Y vy Y = Z. Entonces existen dos homeomorfismos, f : X — Y y g :
Y — Z. Como la composicién de funciones continuas, abiertas y biyectivas es
continua, abierta y biyectiva, la funciéon go f : X — Z es un homeomorfismo.
Concluimos que X = Z, por lo que = es una relacién transitiva. O
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Como la relacién de homeomorfismo = es de equivalencia, = induce una
particién en la clase de todos los espacios topoldgicos. La clase [X] = {Y |
Y = X'} de equivalencia de un espacio X recibe el nombre de tipo topoldgi-
co de X.

Diremos que una propiedad P es topoldgica o es un invariante to-
poldgico si para cualesquiera dos espacios X y Y homeomorfos, X satisface
la propiedad P si y sélo si Y satisface la propiedad P. Claramente la cardina-
lidad de un espacio X es un invariante topoldgico. Otro ejemplo de invariante
topolodgico es el peso, como veremos a continuacion.

Ejemplos 4.3.2.

1. Tener base numerable es una propiedad topologica. Ser separable tam-
bién es una propiedad topoldgica.

2. La propiedad de ser un conjunto acotado en R no es topoldgica, pues
(—m/2,7/2) es homeomorfo a R.

3. Sea Y = /{5 el conjunto de todas las sucesiones tales que la su-
ma del cuadrado de sus entradas converge, equipado con la métrica
plx,y) = > (y; — ;)% Y es separable, pues las sucesiones con en-

ieN
tradas racionales que son eventualmente cero forman un subconjunto
denso y numerable. En el ejemplo 3.7.3, se demostré que el espacio
X de todas las sucesiones acotadas no es separable. Asi, resulta claro
que éstos espacios no son homeomorfos.

Proposicion 4.3.4. El peso de un espacio es un invariante topoldgico.

DEMOSTRACION. Sean X y Y dos espacios topoldgicos y f : X — Y un
homeomorfismo. Sea B una base para la topologia de X. Definamos B =
{f(U) | U € B} y demostremos que B’ es base para la topologia de Y.

Primero notemos que como f es abierta, cada f(U) es abierto en Y, por
lo que B es una familia de conjuntos abiertos de Y. Ahora consideremos
y € Y y una vecindad W de y. Como f es continua f~1(W) es abierto
en X; ademas f~!(y) € f~1(W). Como B es base, existe U, € B, tal que
fly) e U, C f7UW). Asi, f(U,) € B yy € f(U,) C W, lo cual demuestra
que B’ es base para la topologia de Y. Observemos que los conjuntos By B’
tienen la misma cardinalidad. Esto implica que w(Y) < w(X). De manera
andloga se demuestra que w(X) < w(Y), de donde podemos concluir que los

espacios X y Y tienen el mismo peso.
O
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Definicién 4.3.5. Sean X y Y dos espacios topologicos y f : X — Y una
funcién. Se dice que f es un encaje topologico si f : X — f(X) es un
homeomorfismo.

Ejemplo 4.3.3. Sean n y m dos nimeros naturales, donde n < m. Entonces,
la funcion f : R® — R™ dada por

fz1, 29, ... 20) = (21,29, ..., 2,,0,...,0)

es un encaje topoldgico.

4.4. Productos finitos de espacios topologicos
Proposicién 4.4.1. Sea {(X;, 1)}, una coleccion finita de espacios to-

n
poldgicos. consideramos el producto cartesiano [[ X;, es decir, el conjunto
i=1

HXi ={z=(z1,..., @) | 7 € Xi}.
=1

Sea B={U; x Uy x ---x U, |U; €1;}. Entonces B es base para una inica
topologia T en X la cual recibe el nombre de topologia producto. El espacio
topolégico (X, T) se llama producto topolégico, o simplemente producto
de los espacios X;.

DEMOSTRACION. Segn el teorema 3.5.4, basta demostrar que B satisface
las propiedades B1 y B2 de una base. Como cada X; es elemento de 7;, y

X = ][ X; inferimos que X € B, satisfaciéndose la propiedad (B1).
i=1

Por otro lado, si U = [[U; y V = ][] Vi son dos elementos de B con
i=1 i=1

interseccién no vacia, entonces como cada U; NV € 7;, tenemos que

n n n

vnv=([]v)n(]]v) =]Jwinv)eB.

i=1 =1 i=1

De donde B satisface la propiedad (B2) y por lo tanto existe una unica
topologia 7 para la cual B es base. O

Ejemplos 4.4.1.
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1. El espacio euclidiano R"™ es homeomorfo al producto topoldgico de n
copias de la recta real:

donde cada R; = R.

2. SeaS' = {(z,y) € R? | 22+y? = 1} el circulo o la esfera de dimensién
1. El producto S x S! recibe el nombre toro 2-dimensional, y suele
denotarse por T?. Més adelante veremos otra forma de construir el
toro.

3. Si X es un espacio topolégico e I denota el intervalo [0, 1], entonces
el espacio producto X x I es llamado cilindro sobre X.

4.5. Producto de Tychonoff

Definicién 4.5.1. Sean A un conjunto de indices y {X4}aca una coleccion
de conjuntos no vacios. El producto cartesiano de los conjuntos X, es

el conjunto de todas las funciones v : A — || X, tales que x(a) € X, para
cada o € A. Este conjunto se suele denotara;ﬁr IT Xa.

Para cada x € [[ X4 y para cada o € A, el ?}Z?or z(a) lo llamaremos la
a—ésima cordenozfja de x.

En la practica, se suele denotar la a—ésima cordenada de x, por z,.
Ademas, por conveniencia, en algunas ocasiones denotaremos a la funcién x
por (Z4)aca, 0 simplemente por (x,) si no hay riesgo de confusion.

Nota 4.5.2. En realidad, para asegqurarse de que el producto de una coleccion
nfinita de conjuntos no es vacio se usa el axioma de eleccion; de hecho esta
afirmacion y el axioma de eleccion son equivalentes.

Si cada X, es a su vez un espacio topoldgico, nos gustaria proveer al pro-

ducto ] X, de una topologia que generalice el producto finito de espacios
acA
topologicos. En realidad existen varias formas de hacerlo. En primera instan-

cia, uno podria pensar que la topologia mas convenienete es la que generan

los conjuntos de la forma [[ U,, donde cada U, es abierto en X,. Esta to-
acA
pologia recibe el nombre de topologia caja. Sin embargo, esta topologia no

es la mas conveniente. A continuacién veremos la manera que méas se utiliza
de topologizar al producto cartesiano.
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Definicién 4.5.3. Sea { X, }aca una familia de espacios topoldgicos indexa-
dos por un conjunto cualquiera de indices A. Sea T' el conjunto de todos los

subconjuntos de [[ X, de la forma
acA

<Uao> = H Uas

acA

donde U,, es un subconjunto abierto en X,, y U, = X, si a # . La topo-

logia en ] Xa generada por I' como sub-base recibe el nombre de topologia
acA
de Tychonoff o topologia producto. El espacio [[ X, provisto de dicha
acA
topologia se llama producto de Tychonoff o producto topologico de los

espacios X, o € A.

Observemos que la base generada por I' como sub-base, es la coleccion

de todos los subconjuntos de la forma U = [ U,, en donde U, es abierto
acA

en X, y U, = X, salvo para un numero finito de indices en A, digamos
n

a1, Qa,...,0,. En otras palabras, U = () (U,,), y lo denotaremos de la si-
i=1
guiente forma

U= (Us,Unys--,Us,).

Los conjuntos (U, ) se llaman sub-bdsicos canénicos y los conjuntos (U, , Ua,, - - -

se llaman bésicos candnicos.

Cuando el conjunto A es un finito, la topologia de Tychonoff coincide
con la topologia producto de la seccién anterior. Por esta razon, todas las
proposiciones y teoremas que se vean en esta seccion seran validas para el
caso en el que {X,}ae4 sea una familia finita de espacios topolégicos.
Definicién 4.5.4. Sea [[ X, el producto topoldgico de una familia { X, }aca

acA

de espacios topologicos. Para cada 5 € A, la funcion wg @ [[ Xo — X3 dada

acA
por

m5((2a)) = 7
se llama la f—éstma proyeccion.

Proposicién 4.5.5. Toda proyeccion g : [[ Xo — X5, 5 € A, es una
acA
funcion continua y abierta.

DEMOSTRACION. Para demostrar que 75 es continua, simplemente note-
mos que si Ug es un abierto arbitrario en Xpg, tenemos que

75 (Us) = {z € [ Xul 25 € Us} = (Up),
acA
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el cual es abierto en [[ X,. Asi, w5 es continua.
acA

Por otro lado, para demostrar que m3 es una funcién abierta, en virtud
de la proposicion 4.2.2, basta demostrar que la imagen de cualquier abierto
bésico canodnico es abierta. Sea pues U = (U,,,...,U,,) un abierto bdsico

en [[ X,. Entonces m3(U) = Uz que por definicién de (U, , Ua,, - - -, Ua,) €8
acA
abierto en Xpg, lo que nos permite concluir que 7g es una funcién abierta. [

Proposicion 4.5.6. La topologia de Tychonoff es la topologia mds débil que
hace continuas todas las proyecciones mg : [[ Xo — Xg.
acA

DEMOSTRACION. Sea X = [] X, y denotemos por 77 la topologia de
acA
Tychonoff en X. En la proposicién anterior vimos que respecto a 7 todas

las proyecciones son continuas.

Supongamos que existe una topologia 7 en X tal que todas las proyec-
ciones mg : X — Xjp son continuas. Entonces, para cualquier @ € A y para
cualquier abierto U, C X,, se tiene que 7, (U,) = (U,) € 7. Asi, T es una
topologia que contiene todos los elementos sub-basicos de 7. En conclusion
7r C T, como se queria demostrar. O

El siguiente teorema nos permite determinar facilmente cudndo una fun-
ciéon de un espacio topoldgico a un producto topoldgico es continua.
Teorema 4.5.7. Sean Y un espacio topoldgico, X = [] Xa el producto de

acA
Tychonoff de una familia de espacios topologicos y e, » X — X, la a—ésima

proyeccion. Entonces, f 1Y — X es continua si y solo si la composicion
o © f es continua para toda o € A.

DEMOSTRACION. Si f es una funcién continua, entonces w0 f es continua
por ser composicion de dos funciones continuas.

Ahora supongamos que 7, o f es continua para cada o € A. Para demos-
trar que f es continua, basta demostrar que la preimagen de cualquier abierto
sub-bdsico de X es abierta en Y. Sea pues (U,,) un abierto sub-bésico en X.
Entonces

7 {Uao)) ={y €Y [ f(y) € (Vao)} ={y €Y [ may(f (1)) € Uao} = (mae0.f) " (Uay)-
Pero m,, o f es continua, por lo que f~1(U,,) = (Ta © f) 1 (Uy,) es abierto

en Y. De esta manera queda demostrado que f es una funcién continua. [

Teorema 4.5.8 (Conmutatividad del producto). Sea {(Xa, 7o) }aca una fa-
milia de espacios topoldgicos. Si ¢ : A — A es una biyeccion, entonces

H X, = H X¢(a).

acA acA
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DEMOSTRACION. Sea X = [[ X,. Para cada o € A, denotemos Y, =
acA
X4y y lamemos Y = [] Y,. Definamos las funciones f: X =Y yg:Y —
acA
X por

f((wa)) = (To)
9((¥a)) = (Ws-1()-
Notemos que para toda (z,) € X,

go f((za)) = 9(f((xa))) = 9((T4(0))) = (Ts-1(0(a)) = (a),

por lo que g o f es la identidad en X.
Por otro lado, para toda (y,) € Y,

Fog((Wa) = f(9((wa))) = f(Ws-1(@) = Weo-1(a)) = (¥a)-

Entonces f o g es la identidad en Y. Asi, podemos concluir que tanto f como
g son biyecciones y ademds g = f1.

Para completar la prueba, necesitamos demostrar que las funciones f y
g son continuas. Para cada o € A, sean 1, : X = Xoy 7. : Y — Y,
las a—ésima proyecciones. Por la proposicién 4.5.5, tanto 7, como 7, son
funciones continuas.

Notemos que para cada ag € A, 1, © [ = Ty(ag). En efecto, si (z,) € X,
entonces

Mo © f (%) = Tao (F((7a))) = Mo (To0))) = (To(a0)) = To(a0) ((Ta))-

Como las proyecciones 7, ¥ Tg(q,) Son funciones continuas, entonces, segiin
el teorema 4.5.7, f debe ser una funcién continua. Andlogamente se prueba
que g = f~! es una funcién continua. Asi, f es un homeomorfismo entre X

y Y, lo cual demuestra lo que queriamos.
O

Proposicién 4.5.9 (Asociatividad del producto). Sea {X,}aca una famim-
lia de espacios topologicos. Supongamos que el conjunto de indices esta repre-
sentado como unidén ajena de sus subconjuntos A;, i € L, esto es A= || A;.

1€
SiY; = [] Xa, entonces

a€A;

IIx.=]]v

acA €T

DEMOSTRACION. Llamemos X = [[ X,y Y =[] Y;. Para cada i € Z,
acA i€
definamos la funcién ¢; : X — Y; por ¢;(2) = {Za}aca;,- Sea ¢ : X — Y la



4.5. PRODUCTO DE TYCHONOFF 91

funcién dada por
o(z) = {di(x) biez.

Veamos que ¢ define un homeomorfismo.

Primero notemos que si © = {Za}aca ¥ ¥ = {Yataca son dos puntos
distintos de X, entonces existe ag € A tal que x4, # Yo,- Como A = | | A,

i€T
existe un tnico indice ip € Z, tal que ag € A;, Asi, ¢ (7) = {Tatacua, #
{Yataca, = diy(y), lo cual nos garantiza que ¢(x) # ¢(y) y por tanto ¢ es
inyectiva.

Por otro lado, si ¥ = {{¥a }ac4, }icz €8 un punto arbitrario de Y, es claro
que el punto x = {y, }aeca satisface ¢p(x) = y. Por lo tanto, ¢ es suprayectiva.
Asi, ¢ es una biyeccién entre X y Y.

Para demostrar que ¢ es continua, por el teorema 4.5.7, basta demostrar
que 17; 0 ¢ = ¢; es continua para toda ¢+ € Z, donde 7; : ¥ — Y] es la
proyeccion en la i—ésima coordenada. A su vez, en virtud del teorema 4.5.7, la
continuidad de ¢; es equivalente a la continuidad de todas las composiciones
uﬂ o ¢;, donde u 5 1 Yi — Xjp es la proyeccion en la f—ésima coordenada, con
B € A;. Pero ,uﬁ o ¢; = mg, donde 7 : X — X3 es la f—ésima proyeccion, y
por lo tanto es continua.

De manera similar, para probar la continuidad de la funcién ¢! : Y — X,
es suficiente ver que para todo indice a@ € A, la composicién 7, 0 ¢! es
continua. Si o € A, entonces existe un 1nico ig € Z, tal que a € .Am ASI
es facil ver que m, 0 ¢~' = p¥ on;,. Como las proyecciones 1, y u? son
continuas, la composicién 7, o ¢~ = ¥ on;, lo es, y por tanto m, 0 ¢~
continua, como se queria demostrar. [I

Proposicién 4.5.10. Sean {(Xa, 7o) }aca una familia de espacios topoldgi-
cos. Para cada o € A sea B, un subconjunto de X,. Entonces

[[B.=1]]B.

acA acA

DEMOSTRACION. Sea {z,} € [] Ba. Para demostrar que {z,} € [] Ba
acA acA

basta probar que x, € B, para cada a € A. Sea 3 € A, y Ug C X3 una
vecindad de zg. Entonces (Ug) = [] U, es una vecindad de {z,}, por lo que

acA
N(]]Ba) = ([]U) (] Ba) = [[(Wan Ba).
acA acA acA acA

De donde podemos concluir que para cada o € A, U,N B, # (). En particular,

Us N Bs # B, lo cual demuestra que z5 € Bs y por tanto {z,} € [[ Ba-
acA
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Ahora consideremos cualquier {x,} € [[ Ba, y demostremos que {x,} €
acA

[[ B.. Para ello, basta demostrar que cualquier vecindad bésica U de {z,},
acA

UN [ Ba # 0. Sea pues U = (Uy,, ..., U,,) una vecindad bésica de {z,}.
acA

Entonces, para cada a € A, U, es una vecindad de z,, en X,. Como z, € B,,
tenemos que U, N B, # (), de donde

UN(JIBs) = (]]Ue) 0 (I] Ba) = J[(Wan Ba) #0.

acA acA acA acA
Asi {z,} € ][ Ba, como se querfa demostrar. O
acA

De la proposicion anterior se siguen inmediatamente los siguientes coro-
larios.

Corolario 4.5.11. Si para toda o € A, B, es un subconjunto cerrado en el

espacio topoldgico X, entonces [| B, es cerrado en [] Xa.
acA acA

DEMOSTRACION. Como B, es cerrado, tenemos que B, = B, para toda
a € A. Asi, tenemos que

[[5. =T[5 =I5

acA acA acA

En virtud del teorema 3.3.5, podemos concluir que [] B, es un conjunto
acA
cerrado. 0

Corolario 4.5.12. Si B, es un subconjunto denso en el espacio topoldgico

X, para toda o € A, entonces [[ Ba es denso en [[ X,.
acA acA

DEMOSTRACION. Tenemos que B, = X, para toda o € A. Luego, en
virtud de la proposicion 4.5.10, tenemos que

IIB.=1]B.=]] %

acA acA acA
lo cual significa que [] B, es denso en [[ X,. O
acA acA

A continuacién veremos algunas propiedades que se preservan bajo el
producto numerable de espacios topolégicos.

Teorema 4.5.13. Sea { X, }nen una familia numerable de espacios topoldgi-
oo
cos. Si para cada n € N, X,, es primero numerable, entonces [[ X, es pri-

n=1
mero numerable.
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o0

DEMOSTRACION. Sea & = (x,)nen un punto arbitrario en X = [ X,,.
n=1

Sabemos que para cada x, € X, existe una base local numerable, digamos,

B.,. Denotemos por B, la coleccién de todos los abiertos candnicos de la
forma (U,,,Uy,,...,Uy,) con U,, € B%Z_. Es claro que B, es una coleccién
numerable. Veamos que es base local en .

Consideremos una vecindad W C X de x. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que W = (W,,, W,,,...,W,,) con W, abierto en X,,.
Como cada B% es base local de z,, en X,,,, podemos encontrar U,, € ani
tal que x,, € U,, C W,,,. Asi, U = (Uy,,Un,,...Up,,) es un elemento de B,
tal que x € U C W. Por lo tanto B, si es una base local numerable en z. De
esta manera X es un espacio primero numerable. [

El siguiente ejemplo nos muestra que es esencial que la coleccién de fac-
tores sea numerable para que su producto resulte primero numerable (si los
espacios no son triviales).

Ejemplo 4.5.1. Sea {X,}qca una familia no numerable de espacios to-

polégicos no triviales (no antidiscretos). Entonces su producto [[ X, no es
acA

primero numerable. )

En efecto, como cada X, es no trivial, para cada o € A existe U, C X,
abierto con U, ¢ {0, X, }. Sea x = (z,) donde cada z, € U,, y supongamos
que existe una base local numerable B, = {V},V,...} para x. Para cada
Vi € B, se tiene que 7,(V;) = X, salvo para una coleccién finita de indices
Qiys Wiy, - - @, , Y como A es no numerable, existe 8 € A tal que 8 # «;,
para todo: > 1, k € {1,...,n;}.

(Ug) es vecindad de x, luego existe V; € B, tal que x € V; C U, de donde
(Vi) C m3((Up)) = Ug # X3 y en particular m3(V;) # Xz, una contradic-
cién pues elegimos 5 de tal modo que 73(V;) = X3 para todo U; € B,.

Teorema 4.5.14. Sea { X, }nen una familia numerable de espacios topoldgi-

oo

cos. Si para cada n € N, X,, es seqgundo numerable, entonces [[ X, es se-
n=1

gundo numerable.

DEMOSTRACION. Sea { X, }neny una familia numerable de espacios to-
pologicos. Para cada n € N, sea B,, una base numerable para el espacio X,.
Denotemos por B la colecciéon de todos los abiertos canénicos de la forma
(Uny, Ungs - ..Uy, ) con Uy, € B,,. La familia B es una base numerable para la
topologia producto. O
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Teorema 4.5.15. Sean { X, }nen una familia numerable de espacios metri-

zables. Entonces su producto [[ X, es metrizable.
n=1
DEMOSTRACION. Para cada n € N sea p, una métrica que genere la

topologia de X,,. Para cada n > 1 consideramos la siguiente métrica acotada
en X,

dy(Tp, yn) = min{1, p, (2, yn) }
Es claro que d,(z,,y,) < 1 para todo z,,y, € X,, v que la nueva métrica
d,, genera la misma topologia que pn.
Consideremos la funcion p : H X, X H X, — R dada por

n=1 n=1

_ i dn(];v: Yn) '

n=1

Es facil ver que p es una métrica en H X, y por lo tanto genera una topologia

n=1
[e.e]

en [], digamos 7,. Denotemos por 7 a la topologfa de Tychonoff del producto
n=1

[T X,y demostremos que 7 = 7,,.
n=1
Para demostrar que 7 C 7,, en virtud de la proposicién 4.5.6, basta de-

o0
mostrar que las proyeciones 7, : ([[ Xy, p) = (Xg,di), n > 1 son continuas.
=1

Sean x € X y ¢ > 0. Dada k EiN elijamos 0 < § < £/2%. Ahora, si

- d'l’l ny)y JInNn
plz,y) = Z % < 0, entonces

n=1

d
k(T Yr) Y
2k 2k"
Por lo tanto dy(mi(x), me(y)) = di(zk, yx) < €, quedando demostrada la con-
tinuidad de 7.
Por otro lado, consideremos U € 7,. Sea x € U, entonces existe r > 0 tal
que B(z,r) C U. Luego, existe n € N, tal que
> <
A 20
i=n+1
Para cada 7 € {1,2,...,n}, definamos U; C X;, por U; = B(x;, ). Sea
W, = (Uy,Us,...U,) € 7. Es claro que x € W,. Demostremos que W, C

=~ 3
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B,(z,r). Sea y € W,, entonces

n

p(l’, y) _ Z xza yz Z dz sz, yz Z dz(a;v yz)

=1 =1 i=n-+1

<ZT/4 r n% (1+1)

=1

Asi, y € B(x,r) C U. Consecuentemente, W, C U, por lo que todo punto de
U es punto interior en la topologia 7. De esta forma podemos concluir que

7, C 7, lo cual completa la demostracion.
O

4.6. Producto diagonal infinito de funciones

Definicién 4.6.1. Sean X un espacio topologico y {Yys} aca una familia de
espacios topologicos. Si F = {fo : X = Ya}aca es una familia de funciones,
entonces la funcion

F=Af,:X— Y.,
aEAf };{1

dada por
F(z) = {fa(®) }aca para cada x € X
recibe el nombre de producto diagonal de F.

Proposicion 4.6.2. Sea F una familia de funciones como en la defini-

cion 4.6.1. El producto diagonal F = A f, : X — [] Ya es continuo si
acA acA
y solo si fo : X = Y, es continua para todo o € A.

DEMOSTRACION. Notemos que para toda o € A, f, = m,0F, donde 7, :

[] Y: — Y, denota la a—ésima proyeccién. De esta manera, la demostracién
icA
es una consecuencia directa del teorema 4.5.7. O

Definicién 4.6.3. Sean X un espacio topologico y {Ya}aca una familia de
espacios topoldgicos. Se dice que una familia de funciones F = {fy, : X —
Yotaca separa puntos de X si para cualquier par de puntos distintos x y
y de X, existe una funcion f, € F tal que fo(x) # foly).

Andlogamente, se dice que F separa puntos de conjuntos cerrados
de X, si para cualquier subconjunto cerrado B C X y para cualquier punto

x € X\ B, existe f, € F, tal que f,(x) & fo(B).

Teorema 4.6.4 (El Teorema de la Diagonal). Sea F = {fo : X — Ya}aca
una familia de funciones continuas. St F separa puntos, entonces el producto
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diagonal
F=Afo: X =[] Yo
acA aed
es inyectivo. Ademds, si F separa puntos de subconjuntos cerrados, entonces
I es un encaje topologico.

Antes de demostrar el teorema, probaremos el siguiente lema.

Lema 4.6.5. Sean X yY dos espacios topologicos y f : X — 'Y una funcion
continua e inyectiva. Si la funcion f separa puntos de cerrados, entonces f
es un encaje.

DEMOSTRACION. Sabemos que f : X — f(X) es una funcién continua
y biyectiva. Para completar la demostracién, es suficiente probar que para
todo subconjunto cerrado B, su imagen f(B) es cerrada en f(X).

Es evidente que f(B) C f(X)N f(B), donde f(B) denota la cerradura de
f(B) en Y. Por otro lado, siy = f(x) € f(X)\ f(B), entonces z € X \ B ya
que f es inyectiva. Como f separa puntos de subconjuntos cerrados, f(z) ¢

f(B). De esta manera hemos demostrado que f(X)\ f(B) C f(X)\ f(B),

de donde se sigue que f(B)N f(X) C f(B) y por tanto f(B) = f(B)N f(X).

Como f(B) es cerrado en Y, inferimos que f(B) es cerrado en f(X), como
se queria demostrar. [

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 4.6.4. Sean z y y dos puntos distintos
de X. Como F separa puntos, existe ag € A tal que fo,(x) # fa,(y). Como
consecuencia, tenemos que F'(x) # F(y), y por tanto, f es inyectiva.

Ahora supongamos que F separa puntos de subconjuntos cerrados. Afir-
mamos que la funcion F' también separa puntos de subconjuntos cerrados.
En efecto, si B C X es cerrado en X y x es un punto tal que F(z) € F(B),
entonces para toda a € A,

Ja(@) = mo(f (%)) € ma(F(B)) C ma(F(B)) = fo(B),
en donde la contencién 7, (f(B)) C 7 (f(B)) tiene lugar gracias a la con-
tinuidad de la proyeccién 7w, : [[ Y = Ya. Asi, fo(x) € fu(B) para todo
icA
a € A, lo cual contradice al hecho que F separa puntos de cerrados. Por lo
tanto, F' separa puntos de cerrados, y segun el lema 4.6.5, es un encaje. []

4.6.1. Producto directo de funciones.

Definicién 4.6.6. Sea {f, : Xo — Yataca una familia de funciones con-
tinuas entre espacios topologicos. Definimos f = [] fo: [] Xoa = [ Ya
acA acA acA

como el producto directo de funciones dada por f((xa)) = (fa(wa))aeA.
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Proposicion 4.6.7. La funcion f completa el diagrama conmutativo:

HXaLHYa

acA acA
l/poz lq::a
X,y

para toda o € A, donde p, y q. Son las proyecciones respectivas.
Proposicion 4.6.8. Si toda f, es continua, entonces [ es continua.

DEMOSTRACION. Segun el teorema 4.5.7 basta ver que ¢;f es continua
para toda i € A. Veamos entonces que,

Qz‘f((l'a)) = Qi(fa(xa)) = fz(xz)
Asi, si U es un abierto de Y, usando la conmutatividad del diagrama te-

nemos que (¢of) " (U) = (fapa) ' (U) = p3' (f21(U)), que es abierto gracias
a la continuidad de p, y fa- O

Proposicion 4.6.9. Si f es continua, entonces cada f, es continua.

DEMOSTRACION. Sea U C Y, abierto. Por la conmutatividad del diagra-
ma ;1 (U) = paf ¢ (U), lo cual es abierto ya que f y g, son continuas y
Do €s abierta. O

4.7. Espacios Cociente

Existen varias maneras de abordar los espacios cocientes. En esta seccion
estudiaremos dos de ellas.

Proposicion 4.7.1. Sean X un espacio topolégico, Y un conjunto no vacio y
q: X = Y una funcion suprayectiva. Denotemos por 4 la siguiente coleccion:

7, =1{U CY | ¢ 1 (U) es abierto en X}.

Entonces 7, es una topologia en Y. Ademds, 7, es la topologia mds fina que
hace a q continua.

DEMOSTRACION. Es evidente que Y y ) son elementos de 7,. Ahora, si
{Us}aca es una familia arbitraria de elementos de 7,, entonces ¢~ '(U,) es
abierto en X para cada a € A. Como consecuencia, |J ¢ '(U,) es abierto

acA
en X. Pero
U W) =¢" (| Ua).
acA acA

por lo que |J U, € 7,.
acA
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Ahora consideremos dos elementos cualesquiera de 7,, U y V. Entonces
¢ (U) y ¢ *(V) son abiertos en X, por lo que ¢~ '(U) N ¢ ' (V) es abierto
en X. Pero

¢ (U)Ng (V) =¢(UNV).
Asi, 7, es una toplogia en Y respecto a la cual la funcién ¢ : X — Y es
continua.

Ahora supongamos que existe otra topologia, 7/, tal que ¢ : X — (Y, 7’)
es continua. Esto implica que para cualquier V € 7/, ¢~ (V) es abierto en X,
por lo que V' € 7,. Asi, 7' C 7,, quedando demostrado que 7, es la topologia
mas fina que hace continua a gq. O

La proposicién anterior nos permite llegar a la primera definicion de es-
pacio cociente.

Definicién 4.7.2. Sean X, Y, q y 7, como en la proposicion 4.7.1. En esta
situacion se dice que el espacio topoldgico (Y, T,) es un espacio cociente
de X ; la topologia 7, recibe el nombre de topologia cociente inducida en'Y’
por q, y la funcion q se llama funcion cociente.

Ejemplo 4.7.1. Sea X =[0,1] y Y =S! = {2 € C | |2|] = 1}. Definamos
q: X =Y por ¢(t) = ™. Entonces (S',7,) es un espacio cociente de X.
Ademds, es fécil ver que 7, coincide con la topologia usual de S'.

La otra forma de estudiar los espacios cociente es la siguiente. Consi-
deremos un espacio topolégico X y una relacién de equivalencia ~ en X.
Denotemos por [z] la clase de equivalencia de z, es decir,

[zl ={ye X |z~y}
Llamemos X/ ~ al conjunto de todas las clases de equivalencia de X bajo la
relacién ~. Sea ¢ : X — X/ ~ la proyeccién natural dada por

(12) q(x) = [z].

La idea es encontrar una topologia en X/ ~ que haga continua a la funcién
q. Evidentemente, ¢ es una funcién suprayectiva, por lo que si definimos 7,
como en la proposicién 4.7.1, el par (X/ ~,7,) es un espacio topoldgico y la
funcién ¢ : X — (X/ ~,7,) es continua.

En esta situacién, el par (X/ ~, 7,) es el espacio cociente de X inducido
por la relacién ~, y ¢ es la funcién cociente.

Es evidente que ambas definiciones son equivalentes. En efecto, si Y es
un espacio cociente de X inducido por alguna funcién suprayectiva, digamos
¢, entonces Y = X/ ~ donde ~ es la relacién de equivalencia en X dada
por x1 ~ xg siy sélo si ¢'(z1) = ¢'(x2). Por otro lado, si X/ ~ es un espacio
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cociente inducido por la relacién de equivalencia ~, entonces X/ ~ coincide
con el espacio cociente inducido por la funcién suprayectiva ¢ : X — X/ ~
definida en la ecuacién (12).

A continuacién veremos algunos ejemplos clasicos de espacios cociente.

Ejemplo 4.7.2. Sea X = [0,1] x [0,1] y ~1 la relacién de equivalencia dada |

por (x,y) ~1 (2/,y) siy sélo si se cumple alguno de los siguientes enunciados.
L (z,y) = (@ y).
2.y=9y ylr—2a|=1

El espacio cociente X/~ es un cilindro.

FicuraA 1. Identificacién de un cilindro

Ejemplo 4.7.3. Sea X = [0, 1] x [0, 1] y ~4 la relacién de equivalencia dada !

por (x,y) ~o (2/,y) siy sélo si se cumple alguno de los siguientes enunciados.
L (z,y) = (= y).
2. y+vy =1, méx{z,2'} =1 y min{z,2'} = 0.

El espacio cociente X/ ~s recibe el nombre de Banda de Mgebius (ver
figura 2).

FiGurA 2. Identificacion e imagen de una Banda de Mobius
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Ejemplo 4.7.4. Sean X = [0,1] x [0,1] y ~3 la relacién de equivalencia !

dada por (z,y) ~3 (2/,9') si y solo si se satisface alguno de los siguientes
enunciados.

1. (z,y) = (2, v).
2.x=2yly—y|=1
B.y=9y ylr—2a]|=1
4ly—y|l=1ylz—2]=1

El espacio cociente X/ ~3 es el Toro (ver figura 3).

Y

ZARSINN

=N

—
TR,

S

7z

NN i’h\\' -

\\SeSSS

N

> NS
-~ a—

()

Fi1GURA 3. Identificacién e imagen de un Toro

Ejemplo 4.7.5. Sea X = [0, 1] x [0, 1]. Definamos la relacién ~4 como sigue. |
(x,y) ~4 (2,y) siy sélo si alguno de los siguientes enunciados se satisface

1. (z,y) = (2, v).

2. y+y =1 min{z,2'} =0y max{z,2'} = 1.

3. x =2/, min{y,y'} =0y méx{y,y'} = 1.
El espacio X/ ~4 recibe el nombre de Botella de Klein

Ejemplo 4.7.6. Consideremos X = S? la esfera 2 dimensional y ~j5 la rela- I
cion de equivalencia dada por x ~5 y si y sélo si x =y 6 x = —y. El espacio
X/~s5 se le conoce como plano Proyectivo o bonete (ver figura 5).
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Lp

F1GURA 4. Identificaciéon e imagen de una Botella de Klein

4

“ | ‘

5

FiGura 5. Identificacion e imagen de un Plano proyectivo

7 N

Proposicién 4.7.3. Sean X un espacio topologico y 'Y un espacio cociente
de X donde q : X =Y es la funcion cociente. Entonces, F' C'Y es cerrado
en'Y siy sélo si g 1 (F) es cerrado en X.

DEMOSTRACION. Sea F' C Y un subconjunto. Entonces I es cerrado

en Y siy sélo si Y \ F es abierto en Y, lo cual sucede siempre y cuando
¢ (Y \ F) sea abierto en X. Pero

¢ (Y\F)=X\q '(F).
Por lo que ¢~ (Y '\ F) es abierto en X siy sélo si ¢~ (F) es cerrado en X, lo
cual es justo lo que se queria demostrar. ]

Proposicién 4.7.4. Sean X un espacio topoldgico, Y un espacio cociente de
X yq: X =Y la funcion cociente. Consideremos una funcion f:Y — Z
donde Z es algun espacio topologico. Entonces f es continua si y solo si la
composicion foq: X — Z es continua.



1024. FUNCIONES CONTINUAS Y OPERACIONES CON ESPACIOS TOPOLOGICOS

DEMOSTRACION. Claramente si f es continua, entonces la composicién
f o q es una funcién continua. Ahora supngamos que f o ¢ es continua. En-
tonces, para cualquier abierto U en Z, (foq) ' (U) = ¢ '(f~1(U)) es abierto
en X. Pero como Y es un espacio cociente y ¢ es la funcion cociente, se sigue
que f~H(U) es abierto en Y, lo cual demuestra que f es continua. O

4.8. Ejercicios del capitulo.

1. Sea X un espacio topolégico y A C X. Definimos x4 : X — [0,1]
como
1 sizeA

XA(“’>:{0 six ¢ A

Demostrar que x4 es continua si y sélo si A es abierto y cerrado.

2. Sea X = (0,00) con la topologfa inducida de R y (a,)nen la sucesion
dada por a, = 1/n. Encuentra un homeomorfismo f : X — X tal
que {f(a,)} no sea sucesiéon de Cauchy. Concluye que ser sucesion de
Cauchy no es una propiedad topolégica. Recuerda que una sucesion
(Zn)nen del espacio métrico (X,d) es de Cauchy, si para cualquier
e > 0, existe ng € N, tal que d(x,,x,,) < € para todo n,m > ny.

3. Da un ejemplo de un conjunto X, de una sucecién (a,),eny en X y
de dos topologias 7 y ¢ en X, tales que exista un punto xy in X de
manera que (a,)pen converja a xo en (X, 7) pero no converja a xy en
(X, 0).

4. Demuestra el teorema 4.3.2.

5. Sea {74 }aca una colecciéon de topologias en un conjunto X. Si f :
X — Y es continua con respecto a cada 7., demuestra que f es

continua respecto a la topologia 7 = [ 7, en X.
acA

6. Considera X =1[0,1) y p: X x X — R dada por

En los ejercicios del capitulo 1 se pidié demostrar que p es una métrica
en X. Si S! es el circulo con la topologia heredada del plano {son
(X, p) y S! homeomorfos?

7. Da un ejemplo de una funcién f : X — Y entre dos espacios topologi-
cos, y de un conjunto A C X, tal que f(A) ¢ f(A).

8. Demuestra que el hecho de que cualquier funcién continua de un espa-
cio X en R alcance su minimo es una propiedad topolégica. Concluye
que [0, 1] no es homeomorfo a R.

9. Sean X y Y dos espacios topologicos, con X = F U F. Consideremos
fiE—=Yyg:F—Yconf=gen ENF.Sifygson continuas,
demuestra los siguientes incisos.
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a) Ver que h = f U g estéd bien definida, donde

o) = f(z) sizekFE
(FUg)z) {g(x) sixelF

b) Dar un ejemplo en que h puede no ser continua.

c) Si E'y F son abiertos entonces h es continua.

d) Si E'y F son cerrados entonces h es continua.
Demuestra que un espacio X es discreto si y sélo si para cualquier
espacio Y, cualquier funcién f: X — Y es continua.
Si X es un espacio topologico separable y f : X — Y una funcién con-
tinua a un espacio Y. Demostrar que f(X) es un subespacio separable
de Y.
Sea f : X — Y una funcion entre dos espacios topoldgicos. Demuestra
que f es cerrada si y sélo si para cada punto y € Y, y para cada abierto
U C X que contenga a f~!(y), existe una vecindad V C Y de y, tal
que f~1(V) C U. Sugerencia: usa el teorema 4.2.4
Demuestra que X x Y =2 Y X Z no implica que X = Z.
Demuestra que la suma + : R — R, la multiplicacion uR™ — R y la
multiplicacion escalar A : R™ — R son continuas.
Sea { X, }aea una familia de espacios topolégicos. Demuestra que cada

X, puede encajarse en [] . {Es este encaje tnico?
acA
Demuestra que si {X,}aea es una familia de espacios topoldgicos

discretos, entonces el producto [] X, es discreto si y sélo si A es un
acA
conjunto finito 6 a lo mas una cantidad finita de espacios X, poseen

mas de un punto.
Sea { X, }aea una familia de espacios topolégicos y {Y, C X, }aca una
coleccion de subespacios topologicos. Entonces la topologia producto

en [[ Y, coincide con la topologia inducida de [] X,.
acA acA

Considera X un espacio topologico y X™ = [] X; donde cada X; =
i=1
X. La diagonal de X™ es el conjunto

A={(z1,...,2m) EX" 11 =00 ="+ =T}

Demuestra que A es homeomorfo a X.

Sea X un espacio topoldgico discreto y ~ una relacion de equivalencia
en X. Demuestra que el espacio X/ ~ es discreto.

Considera el circulo S' y ~ la relacién de equivalencia dada por z ~ y
siy solo si z =y 6 x = —y. Demuestra que S! es homeomorfo a S'/
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21. Sea X = S! x [0,1] y ~ la relacién de equivalencia dada por (z,t) ~
(y,s) siysolosi(z,t) = (y,s) 6t=s=006t=s=1. Demuestra
que X/. es homeomorfo a S%.

22. Demuestra que si Y es un espacio cociente de un espacio topolégico
X v Z es un espacio cociente de Y, entonces Z es un espacio cociente
de X.



Capitulo 5

Axiomas de Separacion

Hasta ahora, nos hemos restringido a hablar de las caracteristicas ge-
nerales de los espacios topoldgicos. Conocemos varios ejemplos de éstos y
seguramente ya habremos notado algunas diferencias entre ellos. Sin embar-
go, la simple definicién de un espacio topoldgico es demasiado general. Es
por ello, que para obtener mas resultados, necesitamos establecer algunas
restricciones a los espacios topoldgicos.

En el capitulo 2, hablamos de los axiomas de numerabilidad, los cuales
diferencian a los espacios segun la cardinalidad de las bases. En el presente
capitulo, hablaremos de los axiomas de separacion, los cuales nos permiten
saber cuando es posible separar puntos y conjuntos cerrados en un espacio
topoldgico.

5.1. Axiomas de separacion

Definicién 5.1.1. Diremos que un espacio topologico X satisface el axioma
de separacion Ty, o mds brevemente, que es Ty (denotado por X € Ty), si
para cualquier par de puntos distintos x,y € X, existe un abierto U en X,
tal que |U N{z,y}| = 1.

y
-7 T~
r U \
\ ‘X,
~ -

Ficura 1. Espacio Tj

En otras palabras, un espacio es Ty si para cualesquiera dos puntos distintos
x y y, es posible hallar un abierto U que o bien contenga a x y no a y, o que
contenga a y pero no a .

Ejemplos 5.1.1.
105
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1. Sea X = R con la topologia indiscreta. Entonces X no es Tj, pues
para cualesquiera dos puntos distintos, x,y € X, el inico abierto no
vacio que los contiene es X, y |X N{z,y}| = 2.

2.85ea X =Ry7={U CR| 1€ U}. Entonces el espacio topoldgico
(X, 1) es Ty. En efecto, si x,y € X son dos puntos distintos, enton-
ces al menos uno de los dos puntos es diferente de 1. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que = # 1 y consideremos U = {y, 1}.
Claramente U es vecindad de y y «x € U, por lo que X es Tp.

Definicién 5.1.2. Diremos que un espacio topoldgico X es Ty (y lo deno-
taremos por X € Ti), si para cualquier par de puntos distintos x,y, en X
existen vecindades U y 'V de x y y, respectivamente, tales quey ¢ U yx ¢ V.

- ‘/( V y
/ U \
vox N /
~ ///

~
—_

FicuraA 2. Espacio T}

Ejemplo 5.1.2. Sea X un espacio topologico discreto. Entonces X es Tj.

Los espacios 17 se caracterizan por el hecho de que cada uno de sus
puntos constituye un subconjunto cerrado. La siguiente proposicion nos lo
demuestra.

Proposicion 5.1.3. Sea X un espacio topologico. Entonces X € Ty si y solo
si para todo punto x de X, el subconjunto unipuntual {x} es cerrado en X.

DEMOSTRACION. Supongamos que X € T}. Sea x un punto arbitrario de
X yy € X\ {z}. Entonces, podemos encontrar una vecindad V' de y tal que
x ¢ V. Asi, tenemos que y € V C X \ {z}, por lo que y es punto interior de
X \ {z}, y por lo tanto, X \ {z} es abierto en X. De este modo, podemos
concluir que {x} es un subconjunto cerrado en X.

Ahora supongamos que para cualquier punto z € X, {z} es cerrado en
X. Sean z,y € X dos puntos arbitrarios y distintos. Como los subconjuntos
{z} y {y} son cerrados, entonces U = X \ {y} y V = X \ {z} son vecindades
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de x y y, respectivamente. Claramente y ¢ U y x ¢ V', por lo que X € 17,
como se queria demostrar. O

Proposicion 5.1.4. Sea X un espacio topologico. St X es Ty entonces X es
To.

DEMOSTRACION. Sean z,y, dos puntos distintos de X. Como X € T
existen dos vecindades U y V' de x y y, respectivamente, tales que = ¢ V' y
y ¢ U. Entonces |U N{z,y}| = |V N{z,y}| =1, lo cual demuestra que X es
To. OJ

El reciproco de la proposiciéon anterior no es cierto. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 5.1.3. Sea (X, 7) el espacio topolégico del Ejemplo 5.1.1. Enton-
ces, X es un espacio Ty pero no es T7. Para verlo, simplemente notemos que
para cualquier punto x distinto de 1, y para cualquier vecindad U de z, 1 € U.

Definicién 5.1.5. Se dice que un espacio topolégico X es Ty (y se denota
por X € Ty), si para cualquier par de puntos x,y, distintos, existen dos
vecindades U y V' de x y de vy, respectivamente, tales que U NV = ().

| .xU}l V,

N s/ N s

—_—

FicuraA 3. Espacio 15

A los espacios T también se les conoce como espacios de Hausdorff, en
honor a Felix Hausdorff, quién los introdujo por pirmera vez.

Ejemplo 5.1.4. Si (X,d) es un espacio métrico, entonces X es T,. En efec-

to, si x y y son dos puntos distintos, se tiene que d(z,y) > 0. Sea € = M,

2
U= B(z,e) y V= B(y,e). Claramente z e U,y € V y UNV = 0.

Proposicion 5.1.6. Sea X un espacio topologico. Si X es de Hausdorff,
entonces X € T.

DEMOSTRACION. Sean z y y dos puntos distintos de X. Como X es de
Hausdorff, existen dos vecindades ajenas U y V, de x y y respectivamente,
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tales que U NV = (). Evidentemente, x ¢ V' y y ¢ U, lo cual demuestra que
X es un espacio T7. Il

El reciproco de la proposicién anterior no es cierto. Veamos un ejemplo
que lo confirme.

Ejemplo 5.1.5. Sea X un conjunto infinito y 7 la topologia cofinita en X.
Ya que todo conjunto finito, y en particular todo conjunto unipuntual es
cerrado tenemos por la proposicion 5.1.3 que X € Tj.

Ahora, consideremos las vecindades ajenas U = X \ Ay V =X\ Bdexz
y de y, donde A y B denotan a dos subconjuntos finitos de X. Como X es
infinito, U y V' son conjuntos infinitos. Pero como U NV = (), tenemos que
V C Ay U C B, lo cual nos dice que U y V son conjuntos finitos. Esto es
una contradiccién que viene de suponer que U y V' son ajenas. Por lo tanto
X no es un espacio de Hausdorff.

Definicién 5.1.7. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es Tz (y se
denota por X € T3) si para cualquier cerrado F C X y cualquier punto
x € X\ F, ezisten dos abiertos ajenos U yV tales que x € U y F C V.
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F1GURA 4. Espacio T3

Notemos que en la definicion anterior, no estamos pidiendo que los puntos
sean cerrados. Por lo tanto, un espacio topolégico puede ser T3 sin ser T o
T;.

Ejemplo 5.1.6. Sea X = {a,b,c} y 7 ={X,0,{a,b},{c}}. Entonces (X, 7)
es un espacio topoldgico T3 pero no es T;.

La demostracion queda como ejercicio al lector.

Definicién 5.1.8. Un espacio topologico X se llama regular st X € T1NT5.
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Es importante senalar que algunos autores usan el término 73 para los
espacios regulares.

Proposicion 5.1.9. 5@ X es un espacio T3 y Y C X, entonces Y es un
espacio T3.

DEMOSTRACION. Sean F' C Y C X un subconjunto cerrado en Y, y
xz € Y\ F. Entonces F' es de la forma F' = F'NY, donde F’ es un subconjunto
cerrado de X. Evidentemente, x ¢ F’, por lo que en X existen dos abiertos
ajenos, U y V' tales que x € U’ y F' C V'. Definamos U = U' NY y
V=V'NY.Secumple que x € U, F CV yUNV = (. Por lo tanto Y es
un espacio 73. Il

Proposicién 5.1.10. Sea {X,}aca una familia de espacios topoldgicos. Si

para cada o € A, el espacio X, es T3, entonces X = [[ X, es Ts.
acA

DEMOSTRACION. Sea F' C X un subconjunto cerrado y = = (z,) €
X \ F. Como X \ F es una vecindad de z, existe un abierto basico en X,
W= Wu,...,Wa,), tal que z € W C X \ F. Como X, es T3 para todo
a € A, en cada X,, (con i = 1,...,n) existen dos abiertos ajenos U,, y
Va,, tales que z,, € Uy, y X \ W, C V,,. Definamos U = (U,,,...,U,,) v

V = J{(Va,). Evidentemente z e Uy F C X \W C V. Ademds, UNV = 0.
i=1

Por lo_tanto, podemos concluir que X es un espacio T3 O

Las propiedades Ty, T} y T> también son hereditarias y estables bajo
productos. Las demostraciones de estos hechos son sencillas y muy parecidas
entre si, por lo que se dejardan como ejercicio para el lector.

Corolario 5.1.11. El producto arbitrario de espacios topoldgicos requlares
es un espacio reqular.

El siguiente teorema nos brinda una caracterizacion muy practica de los
espacios topologicos T3.

Teorema 5.1.12. Un espacio topologico X esT5 si y solo si para cada punto
x en X y cada abierto W tal que x € W, existe un abierto U tal que x €
UcUcWw.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es T3. Sea z € X y W una vecindad
de z. Entonces F' = X \ W es un conjunto cerrado tal que x ¢ F. Como X
es T3 , existen dos vecindades U y V', de x y F', respectivamente, tales que
VNU =0. Entonces U C X\ V, y como X \ V es cerrado en X, es claro que
UcC X\V.Ademés, F = X\W C V, por lo que X\ V C W. Asi, podemos
conluir quez e U c U C W.
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Ahora supongamos que para cualquier punto z y para cualquier vecindad
W de z, existe una vecindad U de z tal que x € U ¢ U C W. Sea F un
cerradoen X y oz € X \ F. Como W = X \ F es vecindad de z, podemos
encontrar un abierto U tal que # € U C U C W. Sea V = X \ U. Entonces
U y V son dos abiertos ajenos tales que z € U, F C V y UNV = (. Por lo
tanto X es un espacio T3. O

Ya vimos en el Ejemplo 5.1.6 que en general el axioma 73 no implica el
axioma T5. Sin embargo, esta situacion cambia cuando pedimos que el espacio
sea regular.

Proposicion 5.1.13. 5@ X es un espacio topologico reqular, entonces X es

de Hausdorff.

DEMOSTRACION. Sean x y y dos puntos distintos de X. Como X es Tj,
entonces {y} es un conjunto cerrado de X. Ademds, comos X es T3, existen
dos abiertos disjuntos, U y V, tales que x € U y y € V. Asi, X es un espacio
de Hausdorff.

O

Una vez mas, el recirpoco de este teorema no es cierto. Veamos un ejemplo
para cerciorarnos de ello.

Ejemplo 5.1.7. Sea X = [0, 1]. Denotemos por 7. la topologia euclideana
en X. Sea A= {% | n € N} y denotemos por o al siguiente conjunto:

o={U\B|Ue€r, 06U, BC A}.

Entonces 7 = 7, U 0 es una topologia en X que hace al espacio (X, 7) un
espacio de Hausdorff, pero no un espacio regular, como verificaremos ense-
guida:

Dejamos como ejercicio al lector demostrar que 7 es una topologia en X.

Sean x y y dos puntos distintos en X. Por el Ejemplo 5.1.4 sabemos
que (X, 7.) es un espacio de Hausdorff, por lo que podemos encontrar dos
conjuntos U,V € 7, C T talesque z € U,y € V. y UNV = (). Por lo tanto,
(X, 7) es también un espacio de Hausdorff.

Ahora veamos que X no es un espacio regular. Notemos que A es cerrado
en X, yaque X\ A € o C 7. Por otro lado, el punto 0 no pertenece a A.
Supongamos que existen dos abiertos U y V, tales que 0 € U, A C V y
UNV = 0. Como 0 ¢ V, inferimos que V € 7,. Ademés, U no puede ser
un abierto euclideano, pues de lo contrario, U N A # (), lo cual contradice el
hecho de que U y V son ajenos. Entonces U = U’ \ B, en donde U’ € 7, y
B C A Yaque0 € U, existe m € N tal que 1/m € U'. Como 1/me€ ACV,
podemos encontrar ¢ > 0 tal que (1/m —¢e,1/m +¢) C V N U’. Notemos
que UN(1/m —¢e,1/m+¢€) # 0, por lo que VN U # (), una contradiccién.
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Asi podemos concluir que (X, 7) no es un espacio regular, lo que se queria
demostrar.

Definicién 5.1.14. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que X es T3% (y se
denota por X € T3%), st para cualquier punto x y cualquier cerrado A C X,
existe una funcion continua f : X — [0,1], tal que f(z) =0y f(y) =1 para
todo y € A.

Diremos que el espacio topologico X es de Tychonoff o completamen-
te regular st X €Ty y X € Ty1.

Al igual que en el caso de los espacios T3, algunos autores anaden a la
definicién de 751, la condicién de que el espacio sea T7.
2

Proposicion 5.1.15. Si un espacio topologico X es T3%, entonces X es Tj

DEMOSTRACION. Sea A C X cerrado en X y # € X'\ A. Como X es Ty,
existe una funcién continua f : X — [0,1], tal que f(z) =0y f(A) C {1}.
Tomemos U = f71([0,1)) y V = f7*((3,1]). Como [ es continua y [0, 1)
y (1,1] son abiertos en [0,1], entonces U y V son dos abiertos ajenos en X.

Ademas z € U y A CV, por lo que X es un espacio T3. O

Corolario 5.1.16. Si X es un espacio de Tychonoff, entonces X es un es-
pacio reqular.

La reciproca de la proposicién anterior tampoco se da, como evidencia el
siguiente ejemplo, debido a A. Mysior.

Ejemplo 5.1.8. Sea X = {(z,y) € R? | y > 0} U {a}, es decir el semiplano
superior cerrado junto con un punto adicional a. Construyamos la topologia
para X definiendo bases locales en cada punto.

Para los puntos (z,y), con y > 0, la base local 3, ) constard tinicamente
del singulete {(z,y)}. Para cada x € R fijo consideremos los conjuntos I, =
{(z,y) |0<y<2}el, ={(r+y,y) | 0 <y <2}, y asl para cada punto
de la forma (z,0), definimos su base local como los conjuntos de la forma
(I, UIL)\ F, donde F es un conjunto finito. Por dltimo, para a, definimos
fa =A{a} U{(z,y) [z > n}.

Queda como ejercicio para el lector corroborar que esto efectivamente
define una topologia en X.

Es sencillo verificar que X es 7). Las vecindades bésicas de los puntos
de X \ {a} son simultdneamente abiertas y cerradas, y para a vemos que
U,+2 C U,. Con esto, para cada punto en x, y cualquier vecindad suya V,
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FicuraA 5. Ejemplo

hemos encontrado un abierto W tal que x € W C W C V, con lo que,
aplicando el teorema 77, queda probado que X es T3.

Para probar que X no es Ty, consideremos A = {(,0) | z < 1}, que es
un subconjunto cerrado de X. Veremos que para cualquier funciéon continua
f:X —[0,1] tal que f(A) = {0}, necesariamente f(a) serd también cero. En
efecto, ya que f~1(0) debe ser un subconjunto cerrado, es suficiente mostrar
que para todo n € N el conjunto K,, = f~1(0) N {(z,0) |n—1<x <n}es
distinto del vacio, pues con esto estariamos demostrando que a € f~1(0).

Probaremos por induccién que cada K, es de hecho infinito. Claramente
K, lo es. Suponiendo que K, es infinito, podemos hallar C' C K, un sub-
conjunto infinito numerable. Para cada (¢,0) € C, f~([1/n,1]) N I. debe
ser finito, pues f~1([0,1/n)) es vecindad de c. Asi, el conjunto I’ \ f~(0) =

U f*([1/n,1]) N I’ es a lo mas numerable, por lo que la proyeccién P =
i=1

{(z,0) | (z,y) € U {I.\ f7'(0)}} es también numerable.
(e,0)eC

Es claro entonces que F' = {(z,0) | n < x < n+ 1} \ P es infinito.
Ademds, para cada (z,0) € F el segmento I, interseca a I’ N f~1(0) para
cada (c, 0) € C, de modo que hay una infinidad de puntos en I,Nf~1(0), y por
tanto no existe ninguna vecindad de (x,0) que lo separe de f~1(0), y como
/71(0) es cerrado, se sigue que (z,0) € f7(0). En consecuencia F' C f~1(0),
por lo que esl conjunto K,,1; es infinito, lo que buscaAbamos demostrar.
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La propiedad de ser un espacio T} 1 es una propiedad hereditaria.

Proposicién 5.1.17. Sea X un espacio topologico yY C X un subconjunto
cualquiera. 5t X € Ty1, entonces Y € Ty1.

DEMOSTRACION. Sean A C Y cerradoen Y y x € Y\ A . Entonces existe
un subconjunto cerrado A" en X tal que A = A'NY. Evidentemente z ¢ A’
Ademds, como X es Ty existe una funcién continua g : X — [0,1] tal que

g(x) =0y g(A") = {1} Sea f = gly : Y — [0,1] la restriccién a Y de g.
Entonces f es una funcién continua tal que f(x) =0y f(y) = 1 para todo
y € A. Por lo tanto, Y es un espacio T3%. O

Proposicién 5.1.18. Sea {X,}aca una familia de espacios topoldgicos. Si
para cada o € A, el espacio X, es T31 entonces X = [[ X, es T31
acA

DEMOSTRACION. Sea A cerrado en X y z = (z,) € X \ A. Como A
es cerrado, X \ A es una vecindad de z, por lo que podemos encontrar un
abierto basico W = (W,,, ..., W,, ) en X tal quex € W C X \ A.

Como cada X, es un espacio Ty, existe una funcién continua fo, : Xo, —
[0,1] tal que fo,(Ta;) =15 fa,(Xa, \ Wa,) = {0}. Para cada «;, consideremos
la proyeccién w,, : X — X,, en la a;-ésima coordenada, y llamemos g,, =
fa; © Ta,. Evidentemente, g,, es una funcién continua. Ahora definamos f :
X — [0, 1] por

= Gou " YGay * -+ " Gou -
Es decir, f(2) = ga,(2) - Gas(2) - - - Ga,, (2) para todo z € X. Asi,

f(ﬂf) - qu(xOél) : faz(maz) BEEEE fan(xan) =1-1-...-1=1.

Por otro lado, si y € A entonces y ¢ W, por lo que existe i € {1,...,n}, tal
que Yo, ¢ W,,. Entonces f,.(ya;) = 0, de donde f(y) = 0. La prueba de que
f es continua la dejamos como ejercicio al lector. |

Definicién 5.1.19. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Se dice que X es T}
(y se denota por X € Ty), si para cualesquiera subconjuntos cerrados ajenos
F y G, existen dos abiertos ajenos U y 'V tales que FF C U y G C V. Se dice
que el espacio X es normal, si X € Ty N'Ty.

A diferencia de los axiomas 7T; con i < 4, la propiedad de ser T} no es here-
ditaria. Sin embargo, es débilmente hereditaria (la heredan los subconjuntos
cerrados), como lo veremos en la siguiente proposicién.

Proposiciéon 5.1.20. Sea X un espacio topolégico Ty y' Y C X un subcon-
Junto cerrado. Entonces Y es Ty.
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F1GcUuRrA 6. Espacio Ty

DEMOSTRACION. Sean F'y G cerrados en Y, entonces F'y G son cerrados
en X. Como X es Ty, existen dos abiertos ajenos U’ y V'’ en X tales que
FcU yGcCG. Claramente U =U'NY y V =V"NY son dos conjuntos
ajenos, abiertos en Y tales que ' C U y G C V. Por lo tanto, Y es un
subespacio Tj. O

El siguiente teorema nos presenta una forma practica de caracterizar los
espacios Ty.

Teorema 5.1.21. Un espacio topolégico X es Ty si y solo si para cada sub-
conjunto cerrado F' C X y cada vecindad W de F, existe un abierto U en X
tal que FCU CU CW.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un espacio Ty. Sean /' C X un
subconjunto cerrado en X y W una vecindad de F'. Entonces G = X \ W
es cerradoen X y GNF = (). Como X es Ty, existen dos abiertos U y V
tales que F C U, GCVyUNV =0. Asi, U € X\V,ycomo X\V
es un subconjunto cerrado, esto implica que U C X \ V. Por consiguiente
U C X\V C X\G = W. Claramente U es el abierto buscado. Por otro lado,
si F'y G dos subconjuntos ajenos y cerrados de X. Entonces, W = X \ G
es un abierto que contiene a F'. Por la hipdtesis, existe un abierto U tal que
FcUcUcCW.Llamemos V = X\U. Entonces U y V son dos vecindades
de F'y G, respectivamente, tales que U NV = (). Por lo tanto, X es Ty. [

5.2. Lema de Urysohn

Teorema 5.2.1 (Lema de Urysohn). Sea X un espacio Ty. Supongamos que
F y G son subconjuntos cerrados de X, tales que FNG = (). Entonces, existe
una funcion continua f : X — [0,1] tal que f(F) = {0} v f(G) = {1}.

La funcion f recibe el nombre de funciéon de Urysohn del par (F,G).

DEMOSTRACION. Sea P = [0,1] N Q, donde Q denota el conjunto de los
nimeros racionales. Como P es un conjunto numerable, podemos numerar
los elementos de P de manera que P = {r,, | n=0,1,2...} en donde ry =0
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y r; = 1. Construiremos por induccién sobre n una sucesion de conjuntos
abiertos U, los cuales cumpliran las siguientes dos condiciones:

(1) F cU, y U, C XLG,
(2) sir < s entonces U, C Us.

Como X es un espacio Ty, por el teorema 5.1.21 existe un abierto U tal
que

FcUcUcCX\G.
Definamos Uy = U y U; = X\ G. Claramente {Uy, U; } cumple las condiciones

(1) y (2).
Supongamos que los abiertos U,,...,U,, , ya estan construidos y satis-
facen las condiciones (1) y (2). Para construir el abierto U, denotemos:

r=max{ry | k <n,ry <r,}

s =min{ry | k <n,rp > r,}.

Por la hipétesis de induccién, U, C U,. Aplicando nuevamente el hecho de
que X € Ty, podemos encontrar un abierto V tal que U, C V C V C U,. De-
finamos U,,, = V. Evidentemente {U,,, U,,, ..., U,, } satisface las condiciones
(1) y (2). Asi, podemos construir la sucesiéon {U,, },en de conjuntos abiertos
que satisfacen las condiciones (1) y (2).

Ahora definamos la funcién f : X — [0, 1] mediante la férmula

_Jif{re P|lzelU,}, sizeX\G,
f(x)_{f(x)zl, sized.

Veamos que f es la funcién buscada. Si x € G entonces f(z) = 1. Por otro
lado, si z € F entonces x € Uy, de donde f(z) = 0.

Para terminar la demostracion necesitamos verificar la continuidad de f.
Para ello, basta ver que para cualquier a € (0,1) , f7([0,a)) y f~*((a,1])
son abiertos en X.

Notemos que f(z) < a siy sélo si existe ¢ € P tal que x € U, y ¢ < a.
Entonces, es facil ver que

FH(0,) = J U,
qg<a
Asf, f71([0,a)) es abierto en X.
Anélogamente, f(x) > a siy sélo si existe ¢ € P tal que x ¢ U, y q > a.
En virtud de la condicién (2), ¢ U, para todo ¢ € P con a < q < r,
Asi, podemos decir que f(x) > a si y sblo si existe ¢ € P, tal que ¢ > a 'y
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z € X \ U,. Por lo tanto
@) = U (x\ ).

Asi, f1 ((a, 1]) es abierto en X, lo cual demuestra la continuidad de f. [
Corolario 5.2.2. 5i X es un espacio normal entonces X es de Tychonoff.

DEMOSTRACION. Sea A cerradoen X y x € X\ A. Como X es Ty, {x} es
cerrado en X. Por otro lado, como X es normal, podemos aplicar el lema de
Uryshon para encontrar una funcién continua f : X — [0, 1] tal que f(A4) =1
y f(z) = 0. Asi, podemos concluir que X es un espacio de Tychonoff. O

A continuacion veremos un ejemplo que nos mostrara que el reciproco del
corolario 5.2.2 no es cierto.

Ejemplo 5.2.1. Sea (L, 7) el plano de Niemytzki (ejemplo 3.7.4). Entonces
L es un espacio de Tychonoff pero no es normal.

DEMOSTRACION. Recordemos que L; denota al conjunto {(z,y) € R? |
y =0}, Ly = {(z,y) € R* | y > 0} y L = L; U Ly. Sea 7. la topologia
euclideana en L. Notemos que 7. C 7. Sea U € 7. y x € U. Si x € Lo,
entonces existe r > 0, tal que B(z,r) C U. Como B(z,r) € 7, x es punto
interior de U respecto a 7. Ahora, si © € Lq, entonces x = (z1,0). Ademas,
como U es un abierto euclideano, existe r > 0, tal que B(xz,r) NU C U. Sea
z = (z1, 5). Entonces,

B(z,r/2) C B(x,r)NnU C U.

Maés atn, B(z,7/2) es tangente a L; en x. Por lo tanto, W = B(z,r/2)U{z}
es una vecindad de x respecto a 7 contenida en U. Por lo tanto, z es punto
interior de U, respecto a 7. Asi hemos demostrado que U € 7, y por lo tanto,
Te C T.

Usemos éste hecho para demostrar que (L, 7) es un espacio completamente
regular. Primero veamos que (L,7) es T1. Sea © € L. Entonces, L\ {z} €

Te C 7. Por lo que el conjunto {z} es cerrado en (L, 7), lo cual demuestra
que (L,7) es 1.

Ahora consideremos un subconjunto A cerrado en (L, 7), y x € L'\ A. Si
x € Ly, podemos encontrar r > 0 tal que B(z,r) C Ly y B(x,r)NA = 0.
Entonces el conjunto B = X \ B(z,r) es cerrado en (L, 7.). Como (L, 7.)
es un espacio métrico, en particular es completamente regular, por lo que
podemos encontrar una funcién continua g : (L, 7.) — [0, 1], tal que g(z) =0

Y g(B) = {1}.



5.2. LEMA DE URYSOHN 117

Consideremos la funcién identidad, Id : (L,7) — (L,7.). Como 7, C T,
Id es una funcién continua. Consecuentemente, f : (L,7) — [0, 1] dada por

f=geld,

es una funcién continua. Ademds, f(x) =0y f(A) = {1} ya que A C B.

Por otro lado, si x € Ly, entonces existe un disco abierto D, de radio r
y tangente a L; en z tal que U = D U {z} C L\ A. Denotemos a x por
x = (x1,0) y definamos f : (L,7) — [0, 1] de la siguiente forma:

0, si (21, 22) = (21,0),
f(Zl,ZQ) = 1, Si (21722) € L \ U,
%, (Zl,Zg) eD.

Para demostrar que f es continua, considermos a y b en [0, 1]. Basta
demostrar que f7([0,a)) y f~'((b,1]) son abiertos en (L,T). Pero esto se
sigue de las siguientes igualdades, las cuales quedan como ejercicio al lector:

f71(0,a)) = {z}uU B((Jcl,m),m) €T,

F7H®, 1)) = X\ B((z1,7b),7D) " €. C .

Ahora veamos que L no es Ty. Sea C' = {(z,y) € Ly | v € Q, y €
Q}. Es facil ver que C' es un conjunto numerable y denso en L. Ademads
observemos que L; es un subespacio cerrado y discreto de L, por lo que
cualquier subconjunto A C L; es cerrado en L.

Supongamos que L es T,. Entonces, para cualquier A C Lq, tanto A
como L; \ A son subconjuntos cerrados de L, por lo que existen dos abiertos
disjuntos Uy y Va en L tales que A C Usy Ly \ A C V4. Definamos Cy =
CNUy. Como C es denso en L, C4 no es vacio para todo A C L.

Afirmamos que si A y B son dos subconjuntos distintos de L, entonces
Ca y Cp son distintos. En efecto, si A # B entonces A\ B # (0 6 B\ A # 0.
Supongamos sin pérdida de generalidad que A\ B # (). Observemos que
A\ B=AnN(L;\ B), por lo que

A\B=AnN(L;\B) CUsN V5.

Como A\ B # (), tenemos que Uy N Vg # (). Ademds, como C' es denso en
L, entonces

CNUsNVg=CuNVg #0.

Pero Ug NVp = (), de donde podemos concluir que C4 NV C C4\ Cp y por
tanto C'4 \ Cp # (0, como se querfa demostrar.

Asi, la funcién ¢ : 281 — 29 dada por ¢(A) = C, es una funcién
inyectiva. De esta manera, podemos conluir que la cardinalidad 21| = |2F] <
12¢| = |2V, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto L no es un espacio T}.



118 5. AXIOMAS DE SEPARACION

En los espacios métricos, el lema de Urysohn se puede verificar de una
manera mas simple.

Proposicién 5.2.3. Sean (X,d) un espacio métrico, y F y G dos sub-
conjuntos cerrados y ajenos de X. Entonces existe una funcion continua

f:X —10,1] tal que f71(0)=F y f~1(1) =G.

DEMOSTRACION. Para cada subconjunto cerrado A C X, definamos la
funcion d4 : X — R por
d = inf d )
alw) = inf d(z, 2)
Notemos que si z y y son dos puntos distintos, entonces

daly) = fuf d(y, 2) < inf {d(y, )+d(z, 2)} = inf d(z,2)+d(z, ) = da(e)+d(x,y).

Anélogamente, se puede observar que d4(x) < da(y) + d(z,y). Por lo tanto,
para cualquier x y y en X se tiene

[da(z) — da(y)| < d(z,y).

Entonces, dada € > 0, si d(z,y) < ¢, tenemos |da(x) —da(y)| < €, lo cual de-
muestra que d4 es una funcién continua (de hecho uniformemente continua).

Sean F'y G dos subconjuntos cerrados. Entonces la funcién f : X — [0, 1]
definida por
fl) =

dr(z) + de(z)

es una funcién bien definida ya que FNG = () y por tanto dp(z) +dg(z) # 0
para todo x € X. f es continua por ser composicién de funciones conti-
nuas.Ademas, es facil observar que

de(z) =0 2reGydr(x) =0 € F.

Por lo que f(z) =0siysélosiz € F'y f(x) =1siysélosiz e G. Entonces
f es la funcién de Urysohn buscada. O

Corolario 5.2.4. Todo espacio métrico es un espacio normal.

5.2.1. Teorema del encaje de Tychonoff. El siguiente teorema nos
brinda una caracterizacién de los espacios de Tychonoft.

Teorema 5.2.5 ( Teorema del encaje de Tychonoff). Un espacio topoldgico
X es de Tychonoff si y solo si existe un cardinal w y un encaje h : X — 1,
en donde 1 denota el intervalo [0, 1].
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DEMOSTRACION. Como I es un espacio métrico, por el corolario ?? I es
un espacio de Tychonoff. Luego por la proposicion 5.1.18, el espacio I“ es de
Tychonoff. Como la propiedad de ser un espacio de Tychonoff es hereditaria,
todo subespacio Y C I¥ es de Tychonoff (ver proposicién 5.1.17). Por lo
tanto, si X es homeomorfo a un subespacio de 1%, entonces X también es de
Tychonoff.

Ahora supongamos que X es un espacio de Tychonoff. Sea

S ={s:X — 1] s es continua}.

Llamemos w = |A| y definamos h : X — ¥ = [] Is (en donde I, = 1)
seS
como el producto diagonal h = A's. Es decir, si x € X, entonces h(z); =
seS
ms(h(z)) = s(z). Como cada s : X — I = I; es una funcién continua, la

funcién h también es continua.

Por otro lado, si z y y son dos puntos distintos de X, como {y} es cerrado
en X y éste es un espacio de Tychonoff, existe una funcion continua sy € S, tal
que so(x) =0y so(y) = 1. Entonces h(x)s, # h(y)s,, por lo que h(z) # h(y).
De esta manera, queda demostrado que h es una funcién inyectiva.

Demostremos que la familia [ separa puntos de conjuntos cerrados. Sea
B C X un subconjunto cerrado y x € X \ B. Entonces existe una funcién

continua t € S, tal que t(B) = {0} y t(z) = 1. Evidentemente, ¢(B) = {0},
por lo que t(z) ¢ t(B). Consecuentemente S separa puntos de subconjuntos
cerrados. Entonces, por el teorema de la Diagonal (teorema 4.6.4), h es un
encaje topologico. 0

Maés adelante veremos algunas aplicaciones del teorema anterior. Por el
momento continuaremos viendo algunos teoremas clasicos relacionados con
los axiomas de separacion.

Lema 5.2.6. Sea X un espacio topolégico Ty. Supongamos que para cada
cerrado ' C X y para cada vecindad W de F', existe una coleccion nu-

merable de subconjuntos abiertos, {W,}nen, tal que F C |J W,. Ademds,
neN

supongamos que W,, C W para toda n € N. Entonces, X es normal.

DEMOSTRACION. Sean F'y G dos subconjuntos cerrados y disjuntos de
X. Entonces X \ G es una vecindad abierta de F. Por hipdtesis existe una
coleccion {U, }nen de subconjuntos abiertos, tales que FF € |J U, y U, C

neN
X\G.
Anélogamente, podemos encontrar una coleccion de subconjuntos abier-

tos {Vi, }nen, tales que G c UV, y V,, € X \ F.
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Para cada n € N definamos los siguientes conjuntos:

—U\L:J
_V\O

Es facil ver que W,, y O,, son subconjuntos abiertos. Ademds, como
U, CX\Gy V,CX\F,
tenemos que U, NG =0 y V,, N F = (). Asi, podemos asegurar que
FclUw.=Uy GclJO.=V.

neN neN
Para completar la prueba necesitamos demostrar que U NV = (). Su-
pongamos lo contrario, es decir, que existe x € U N V. Entonces existen dos
numeros naturales, n y m, tales que x € W, ﬂ O,,. Supongamos, sin pérdida

de generalidad, que n > m. Entonces V,,, C U Vi, y por la definicién de W,,,

Vin € X \ W,,. Ademés O,, C V,,,, por lo que O C X \ W,. Entonces, tene-
mos que O,, NW,, = (), pero esto es una contradiccién por que = € O,, NW,,.
Por lo tanto U NV = (), como se querfa demostrar. O

Teorema 5.2.7. Sea X es un espacio topolégico reqular. Si X es sequndo
numerable, entonces es normal.

DEMOSTRACION. Sean F' un subconjunto cerrado y W una vecindad
abierta de X. Como X es segundo numerable, existe una base numerable
B para X. Por la regularidad de X, para cada x € F, podemos encontrar
un abierto V tal que z € V. .C V C W. Como B es base, existe un elemento
U, € B, tal que v € U, C V. Evidentemente U, C W. Sea U = {U, }ser,
como U C B, U es alo mas numerable. Asi, estamos en condiciones de aplicar

el lemma 5.2.6, el cual nos garantiza que X es normal.
O

Teorema 5.2.8 (De metrizabilidad de Uryshon). Sea X un espacio regular
con base numerable. Entonces, X es metrizable.

DEMOSTRACION. Afirmamos que existe una coleccién numerable de fun-
ciones continuas F = {f, : X — [0,1]}nen con la propiedad de que para
cualquier x € X y para cualquier vecindad U de z, existe n € N tal que
falz) >0y fu(X\U)=0.

Para construir F primero notemos que como X es regular y segundo
numerable, en virtud del teorema 5.2.7, X es normal. consideremos una base
numerable B = {V,, },,en para la topologia de X. Para cada par de nimeros
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naturales, n,m € N, tales que V,, C V,,, aplicando el Lema de Urysohn,
podemos encontrar una funcion g,,, : X — [0,1] tal que g,m(V,) = 1y
Grnm (X \ Vi) = 0.

Ahora sea x € X y U una vecindad arbitraria de x. Como B es base,
existe V,, € B tal que x € V,, C U. Pero como X es regular, existe un

abierto V tal que x ¢ V. C V C V,, C U. Entonces existe V,, € B con la
propiedad de que x € V,, C V, de donde podemos concluir que

reV,cV,cV,cU.

Consideremos la funcién g,,,. Entonces gnm(z) = 1y gnm(X \ U) = 0. Asi,
{gnm} es la coleccién de funciones buscada. Como dicha coleccién es nu-
merable, podemos renumerar cada uno de sus elementos para obtener una
coleccién de la forma F = {f, }nen.

Observemos que JF separa puntos de cerrados. En efecto, si B C X es
un subconjunto cerrado y x € X \ B, entonces U = X \ B es una vecindad

para el punto z. Asi, existe f, € F tal que f,(x) >0y f.(B) = fu(B) =0,
por lo que f(z) ¢ f(B). Aplicando el teorema 4.6.4, podemos concluir que
la funcién producto diagonal
f=Af =T
neN
es un encaje topolégico, y por tanto X es homeomorfo a un subespacio Y
del cubo de Hilbert ™. Como IM es un espacio metrizable, Y también lo es
y por lo tanto X es metrizable, como se queria demostrar. O

5.3. Teorema de Tietze-Urysohn

Uno de los probleméas de gran interés en la topologia es el siguiente: si
A C X jctando una funcién continua f : A — Y puede ser extendida a una
funcién continua F' : X — Y7 En la actualidad se conocen muchos resultados
al respecto; en esta seccién estudiaremos uno de ellos: el Teorema de Tietze
-Urysohn.

Diremos que un espacio topolégico Y es extensor absoluto respecto
a X (denotado Y € AE(X) si para cualquier subconjunto cerrado A C X
y para cualquier funciéon continua f : A — Y, existe una funcién continua
F: X — Y tal que f(a) = F(a) para todo a € A. En este caso F' se llama
extension de f.

Si C es una clase de espacios topoldgicos (por ejemplo, la clase de los
espacios normales), se dice que Y es un extensor absoluto para la clase
C (denotado por Y € AE(C)) si Y € AE(X) para cualquier X € C.

Teorema 5.3.1 (Tietze-Urysohn). Sea X un espacio topoldgico. Entonces
[—1,1] es un extensor absoluto respecto a X si y solo si X es normal.
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Antes de continuar, demostremos el siguiente lema.

Lema 5.3.2. Sean X un espacio normal, A un subconjunto cerrado, r > 0
y f:A— [—rr]|. Entonces existe una funcion continua g : X — [—r,r] tal
que :

r

W =

lg(z)] <

para toda x € X, y

2
7(a) — gla)] < 5r

para toda a € A.

DEMOSTRACION. Sean C' = f~'([-r,—%]) y D = f~'([§,7]). Como f
es continua, C' y D son dos subconjuntos cerrados y disjuntos del espacio
normal X. Aplicando el lema de Urysohn, podemos encontrar una funcion
continua g : X — [~3, £], tal que g(C') = —% y g(D) = 5. Demostremos que
g es la funcion buscada.

Es claro que g satisface que |g(z)| < 5 para todo # € X. Veamos que g

también satisface la segunda ecuacién. Si a € Ay f(a) € [-3, 5], entonces
r —r 2
a) —gla <——<—):—r.

@ gl <t (F) ="
Por otro lado, si f(a) € [~r, —%], entonces g(a) = —%, de donde se sigue
inmediatamente que |f(a) — g(a)] < 2r. Andlogamente, si f(a) € [5,7],
entonces g(a) = %, por lo que es facil concluir que |f(a) — g(a)| < %r, como
se queria demostrar. O
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 5.3.1. Supongamos que [—1,1] es ex-

tensor absoluto para X. Sean A y B dos subconjuntos cerrados y disjuntos
de X. Entonces C'= AU B es cerrado en X. Definamos f : C' — [—1, 1] por

Fa) = {—1 siz € A,

1 siz € B.

Es claro que f es una funcién continua. Como [—1,1] € AE(X), existe una
extensiéon continua F' : X — [—1,1] para f. Entonces U = F~([-1,0)) y
V = F~1((0,1]) son dos vecindades ajenas de A y de B, respectivamente,
por lo que X es normal.

Ahora supongamos que X es normal. Consideremos un subconjunto ce-
rrado A y una funcién continua f : A — [—1, 1]. Construiremos por induccién
sobre n, una sucesién de funciones {g, : X — [—1,1]},en tal que

(1) | gnlz) |< 5(3)"" para toda z € X,
(2) | f(a) =31, gi(a) |[< (3)" para toda a € A.
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Para n = 1, aplicando el lema 5.3.2, podemos encontrar una funcién continua
g1+ X — [—1,1] que satisface las condiciones (1) y (2).

Supongamos que para cualquier k£ < n, existe una funcién g, : X —
[—1, 1] tal que las funciones gy, ..., g, satisfacen las condiciones (1) y (2).

Sea fun =~ S0y g0 A - (2 (2)")

Aplicando nuevamente el lema 5.3.2 podemos encontrar una funcién con-
tinua g,41 : X = [(—=3)", (3)"] tal que

) 1= 3(3)

@ - gna@y 1< (3)

para toda x € X,y

para toda a € A.

Consecuentemente, las funciones g1, . . . , gn, gn+1 satisfacen las condiciones
(1) v (2). Asi, podemos construir la sucesién de funciones {g, }nen que se
queria.

Ahora definamos F': X — [—1,1] por

F(z) =) gu(z), z€X.

Como g,(z) < 3(3)"7! para toda n € N, podemos aplicar el criterio de

o

Weierstrass, para concluir que la serie > g,(z) converge uniformemente, y
n=1

como consecuencia, F' es una funcién continua. Por otro lado, F(z) € [—1, 1],

ya que

Wl N

) =1.

Wl

!F(wHSlZ(

Ademas, si a € A, entonces

0<l 50) = i) |< (3)
para todo n € N. Haciendo tender n a infinito, obtendremos que
0< | fla)=F(a) | <0,
de donde f(a) = F(a). Por lo tanto, F' es la extensién continua de f. O

Corolario 5.3.3. R es un extensor absoluto para los espacios normales.
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DEMOSTRACION. Como R es homeomorfo a (—1,1), basta demostrar el
corolario para este espacio. Sean A un subconjunto cerradode Xy f: A —
(—1,1) C [-1,1] una funcién continua. Por el teorema 5.3.1, existe una
funcién continua F': X — [—1, 1], tal que F' extiende a f.

Consideremos el subconjunto cerrado B = F~'({—1}) U F~'({1}) de X,
Como A es cerrado y AN B = (), por el lema de Urysohn existe una funcién
continua A : X — [0,1] tal que A(A) = {1} y AN(B) = {0}. Definamos
G:X — (-1,1) por

G(z) = Mz)F(x).
Veamos que G es la extensién buscada. Primero notemos que efectivamente
G(z) € (—1,1). Si a € A, entonces G(a) = Na)F(a) = f(a) € (—1,1).
Si x € B, entonces G(x) = A(x)F(z) = 0. Finalmente, si x ¢ B tenemos
|F(z)| < 1, y por tanto |G(z)| = |A(z)F(z)|] < 1. Por otro lado, como G es
producto de dos funciones continuas, entonces G es continua. Asi podemos
concluir que G extiende continuamente a f, y por tanto, (—1,1) es extensor
absoluto para la clase de los espacios normales. O

Corolario 5.3.4. Todo intervalo semiabierto [a,b) es extensor absoluto para
los espacios normales.

5.4. Ejercicios del capitulo

1. Sean X un conjunto y @ € X un punto fijo. SiT={U C X |a € U},
demuestra que (X, 7) es un espacio Ty pero no T3.

2. Sea X un conjunto infinto y 7 la topologia cofinita. Mostrar que (X, 7)
es un espacio 77 pero no es 7; para ninguna ¢ > 1.

3. Demuestra que un espacio topolégico X es Tj si y sélo si m +# @
para cualquier par de puntos distintos z,y € X.

4. Sea, X un espacio topoldgico finito. Si X es T, demuestra que X es
discreto.

5. Sean X un espacio topoldgico de Hausdorff y {zi,25...,2,} una
coleccion finita de puntos distintos. Demuestra que existe una familia
{U;}; de subconjuntos abiertos ajenos dos a dos, tales que x; € U;
para toda ¢ € {1,...n}.

6. Sean X un espacio topoldgico normal y {Ai}ne{17,,,n} una familia finita
de subconjuntos cerrados ajenos dos a dos. Demuestra que existe una
familia {U;}, de subconjuntos abiertos ajenos dos a dos, tales que
F, C U; para toda i € {1,...n}.

7. Sea X un espacio topoldgico. Demuestra que los siguiente enunciados
son equivalentes.

a) X esTy.
b) Todo subconjunto A C X es interseccién de una familia de sub-
conjuntos abiertos de X.
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. Dar un ejemplo de un espacio topoldgico X € T tal que U NV # ()

para cualesquiera abiertos no vacios U y V.

. Sea Y un espacio topoldgico. Si X es un espacio regulary f: X — Y

es una funcion continua, suprayectiva, abierta y cerrada, entonces Y
es de Hausdorff.

Verifica la continuidad de la funcién f construida en la prueba de la
proposicion 5.1.18

Demuestra que la recta de Sorgenfrey es un espacio normal.

Da un ejemplo de dos espacios topoldgicos normales, X y Y, tales que
X x Y no sea un espacio normal. Sugerencia: considera X =Y = L,
donde L denota la recta de Sorgenfrey.

Sea X C R?la unién de las rectas y = 0y y = 1 de R? con la topologia
del subespacio. Sea Y el espacio cociente obtenido al identificar el
punto (x,0) con su respectivo (z, 1) para toda z € R\ {0}. Demuestra
que Y no es de Hausdorff y conluye que la imagen continua de un
espacio de Hausdorff no necesariamente es de Hausdorff.

Sean X y Y dos espacios topolégicos y f : X — Y una funcién
continua. Si Y es de Hausdorff, demuestra que el conjunto

A={(z1,22) € X x X [ f(z1) = f(22)}
es cerrado en X x X.
Sean f,g : X — Y dos funciones continuas. Si Y es de Hausdorff,
demuestra que el conjunto A = {z | f(x) = g(z)} es cerrado en X.
Sea X un espacio topolégico y f : X — X una funciéon continua e
idempotente, esto es f(f(z)) = f(x) para todo z € X. Demuestra que
si X es un espacio de Hausdorff, entonces f(X) es un subconjunto
cerrado.
Sean X un espacio Ty, y Uy y Us dos subconjuntos abiertos tales que
X = U; UU,. Demuestra que existen dos subconjuntos cerrados, Ay
y AQ, tales que A C Ui, Ay, C Uy y ATUA, = X.
Considera un espacio topolégico arbitrario X. Diremos que = ~ y si
{z} = {y}. Demuestra que el espacio cociente X/. es un espacio Tp.






Capitulo 6

Espacios Compactos

En este capitulo hablaremos del concepto de compacidad. Los espacios
a los que llamaremos compactos gozan de una gran cantidad de propieda-
des interesantes y por ello juegan un papel muy importante dentro de la
topologia.

6.1. Espacios Compactos

Antes de enunciar la definicion de un espacio compacto, necesitamos in-
troducir algunos nuevos conceptos.

Definicién 6.1.1. Sean X un espacio topoldgico, U = {Uy}aca una familia

de subconjuntos de X. Se dice que U es cubierta de X si |J U, = X. Si
acA
ademds cada elemento U, € U es un subconjunto abierto, diremos que U es

una cubierta abierta.
Por otro lado, siV = {Vs}gen es otra cubierta de X, diremos que V es
subcubierta de U, s1V C U.

Ejemplo 6.1.1. La coleccion U = {[n,n + 1]},cz es una cubierta pa-
ra la recta real; sin embargo, no es una cubierta abierta. Por otro lado
V ={(n—1,n+1)},ez sl es una cubierta abierta para R.

Definicién 6.1.2. Un espacio topologico X se llama compacto, si toda
cubierta abierta U de X posee una subcubierta finita.

Veamos algunos ejemplos que ilustren la definicién anterior.

Ejemplo 6.1.2. Cualquier espacio topoldgico finito X es compacto. En efec-
to, cualquier cubierta de X es finita, particularmente, toda cubierta abierta
de X es finita y por lo tanto X es compacto.

Ejemplo 6.1.3. Sea Z = {0} U {1/n},en C R. Entonces Z es compacto.
En efecto, si U = {U,}aca €s una cubierta abierta de Z, existe 5 € A, tal

127
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que 0 € Ug. Entonces, existe m € N tal que % € Ug para todo n > m. Asi,
s6lo un numero finito de elementos de Z no estan en Ug. Por lo tanto, pode-
mos escojer un nimero finito de elementos de U, digamos U,,, ..., U,, de tal
manera que cubran a Z \ Ug. Asi, {Us} U{U,,,...,Us, } es una subcubierta
finita de Y. Por lo tanto, Z es compacto.

Ejemplo 6.1.4. La recta real no es un espacio compacto. Por ejemplo,
{(n—1,n+1)},ez es una cubierta abierta de R la cual no posee subcubierta
finita.

En los capitulos anteriores notamos que algunos conjuntos pueden poseer
ciertas propiedades que les brinda la topologia del subespacio, que dejan de
manifestarse cuando se trabaja con la topologia del espacio ambiente. Por
ejemplo, un conjunto A puede ser abierto en un subespacio Y de un espacio
topoldgico X sin ser abierto en X.

Una propiedad interesantes de la compacidad es que es independiente del
espacio ambiente, como veremos a continuacion.

Proposicion 6.1.3. Sean X un espacio topologico y'Y un subespacio de X .

Entonces Y es compacto si y sélo si para toda coleccion U = {Uy}aca de

elementos abiertos de X tal que Y C |J U,, eziste una subcoleccion finita
acA

{Uays- - Uy, } tal que Y C | U,,.
i=1

DEMOSTRACION. Supongamos que Y es un espacio compacto. Sea U =
{Uq }aea como en las hipdtesis de la proposicién. Entonces, para cada a € A,
el conjunto U, = U, NY es abierto en Y, por lo que U’ = {U. }aca es
una cubierta abierta de Y. Como Y es compacto, existe una subcubierta
finita {U/,,... U, } de U, y por lo tanto, el conjunto {U,,,...U,,} es una

n
subcoleccion finita de U tal que Y C | U,,.
i=1
Por otro lado, consideremos U = {U,}aca una cubierta abierta de Y.
Para cada U, existe un abierto U/ en X tal que U, = U/, NY. Por hipétesis,

la coleccién {U]}aca posee una subcoleccién finita, {U] ,... U, } tal que

177

17

n

Y ¢ U U, . Entonces los correspondientes {Uy,, ..., Uy, } constituyen una
i=1

subcubierta finita de U, por lo que Y es compacto. U

Teorema 6.1.4. Sean X un espacio compacto y A un subconjunto cerrado
de X. Entonces A es compacto.
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DEMOSTRACION. En virtud de la proposicién 6.1.3, basta demostrar que
cualquier cubierta de U = {Uy}aca A con abiertos de X posee una sub-
cubierta finita. Entonces V = U U {X \ A} es una cubierta abierta de X.
Como X es compacto, entonces existe una subcubierta finita de X, diga-
mos {Uy,,...Ua,} U{X \ A}. Notemos que (X \ A)N A = 0, por lo que

AcC |JU,,. Asi, {Uy,,,...U,,} es una subcubierta finita de &. Por lo tanto
i=1

A es compacto. O

El reciproco del teorema 6.1.4 no es cierto. Por ejemplo, en un espacio
topoldgico finito que no es 717, cualquier subconjunto es compacto, sin ser
necesariamente cerrado. Sin embargo, esta situacion cambia cuando pedimos
que el espacio sea de Hausdorff.

Proposicion 6.1.5. Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff, y A C X un
subespacio compacto. Si b € X \ A, entonces existen dos abiertos disjuntos,
UyV, tales que ACU ybeV.

DEMOSTRACION. Como X € Ty, para cada a € A, existen dos vecinda-
des, U, y V,, de a y b, respectivamente, tales que U, NV, = (). Entonces
{U,}aca es una cubierta para A. Pero A es compacto, entonces podemos
encontrar una subcubierta finita {U,,,...U,, }. Sean

U= Lnj U,
=1

S
=1

Entonces U y V son dos abiertos en X. Ademas, A C U y b € V. Notemos
que U,, N'V,, = 0 para toda i € {1,..n}. Asi, U,, NV = 0, para toda
i€ {l,..n}, por lo que UNV = (). Entonces, U y V son las dos vecindades
que buscabamos. O

De la proposicion anterior se siguen los siguientes resultados importantes:

Teorema 6.1.6. Sea X un espacio de Hausdorff. Si A C X es compacto,
entonces A es cerrado en X.

DEMOSTRACION. Sean A un subespacio compacto de X y z € X\ A. Por
la proposicion 6.1.5 podemos hallar abiertos ajenos W, U tales que x € W
y A C U. Entonces W C X \ A, y por tanto = es punto interior de X \ A.
Asi podemos concluir que X \ A es abierto y consecuentemente A es un
subconjunto cerrado de X. Il
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Proposicion 6.1.7. Sea X un espacio compacto de Hausdorff. Entonces X
es reqular.

DEMOSTRACION. Como X es de Hausdorff, X es T}. Verifiquemos sim-
plemente que X sea T3. Sean A un subconjunto cerrado de X y z € X \ A
un punto arbitrario. Como A es cerrado en el compacto X, en virtud del
teorema 6.1.4, A es compacto. La proposicion 6.1.5 nos permite hallar abier-
tos ajenos U y V talesque x € Uy A C V. Asi, X es T3, como se queria
demostrar. O

Proposicion 6.1.8. Sea X un espacio topologico reqular. Si X es compacto,
entonces X es normal.

DEMOSTRACION. Como X es un espacio regular, entonces X es T}, por
lo que solo faltaria demostrar que X es Ty. Sean A y B dos subconjuntos
cerrados y ajenos de X. Como X es regular, para cada b € B existen dos
vecindades ajenas Vi, y U, de by de A, respectivamente. Entonces, {V}}rep
es una cubierta abierta para B. Pero B es un subconjunto cerrado en el com-
pacto X. Asi, en virtud del teorema 6.1.4, B es compacto. De esta manera,
podemos asegurar que {V;}pep posee una subcubierta finita, {V;,,...,V,, }.

Definamos
vV={Jw,
i=1

entonces V' es una vecindad de B. Por otro lado, consideremos la interseccién

U:ﬁ%.
=1

Como U es interseccién finita de conjuntos abiertos, U es abierto. Ademas,
para cada i € {1,...,n}, A C Us,, por lo que A C U.

Por tltimo, observemos que para cada i € {1,...,n}, U,, NV, = 0. Asi,
podemos concluir que UNV = (. Entonces, U y V son dos vecindades ajenas
de Ay B, respectivamente. Por lo tanto, X es T}, como se queria mostrar. [

Como consecuencia directa de las proposiciones 6.1.7 y 6.1.8, tenemos el
siguiente teorema.

Teorema 6.1.9. Sea X un espacio compacto de Hausdorff. Entonces X es
normal.

Proposicion 6.1.10. Sea X un espacio topolégico. Entonces, los siguientes
enunciados son equivalentes.

(1) X es compacto.
(2) Si B es una base para la topologia de X, entonces toda cubierta de X con
elementos de B posee una subcubierta finita.
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(8) Existe alguna base B para la topologia de X, tal que toda cubierta de X
con elementos de B posee una subcubierta finita.

DEMOSTRACION.

(1) = (2) Es evidente, puesto que toda cubierta de X con elementos de
B es una cubierta abierta de X.

(2) = (3) Es inmediato.

(3) = (1) Sea B una base para la topologia de X, tal que toda cubierta
de X con elementos de B posee una subcubierta finita. Sea d = {U, }oe4 una
cubierta abierta de X. Como B es base, para cada a € A existe una familia

{Vs}pea, CB,talque U, = |J V;.
BEA

SiH = |J Aa, entonces V = {Vz}sex es una cubierta de X con elemen-
acA
tos de B. Por hipdtesis, V posee una subcubierta finita, {Vj,,..., Vs, }. Para

cada i € {1,...n} eligamos o; € A, tal que Vj, C U,,. Asi, {Us,,,... Uy, } es
una subcubierta finita de U, lo cual demuestra que X es compacto. 0

El siguiente teorema nos muestra una propiedad muy importante de los
espacios compactos la cual tiene numerosas aplicaciones, como veremos a lo
largo de este texto.

Teorema 6.1.11. Sean X y Y dos espacios topologicos y f : X — Y una
funcion continua. Si A C X es un subconjunto compacto, entonces f(A) es
compacto.

DEMOSTRACION. Sea U = {U,}aca una cubierta de f(A) con abiertos
de Y. Como f es continua, entonces la coleccién V = {f~1(V,)}aca €s una
cubierta de A con abiertos de X. Como A es compacto, V posee una sub-
cubierta finita {f~1(V,,),... f"*(Va,)}. Por lo tanto, {V,,,...V,,} es una
subcubierta finita de U, de donde podemos concluir que f(A) es compac-
to. 0

Del teorema anterior, podemos deducir inmediatamente el siguiente co-
rolario.

Corolario 6.1.12. La compacidad es un invariante topologico.

Teorema 6.1.13. Sean X y Y dos espacios topologicos y f : X — Y una
funcion continua y biyectiva. St X es compacto yY es de Hausdorff, entonces
f es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Basta demostrar que f es una funcién cerrada. Sea A
un subconjunto cerrado de X. Como X es compacto, del teorema 6.1.4 se
sigue que A es compacto. Aplicando el teorema 6.1.11, podemos concluir
que f(A) es compacto. Pero Y es de Hausdorff, por lo que, en virtud del
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teorema 6.1.6, f(A) es cerrado en Y. Asi, podemos concluir que f es una
funcién cerrada, y por lo tanto es un homeomorfismo. [

Teorema 6.1.14. Sean X un espacio topologico y A y B dos subconjuntos
compactos. Entonces AU B es compacto.

DEMOSTRACION. Sea U = {U,}aca una cubierta de AU B con abiertos
de X. Definamos
Uy ={U, €U |U,NA#D}
y
U ={U, €U |U,NB#0}.
Entonces U, es una cubierta de A con abiertos de X. Como A es compacto,

enontonces existe una subcubierta finita {U,,, ... U,, }. Andlogamente, existe
una subcubierta finita de Up, digamos {Ug,,...,Us,, }. Asi, {Uq,, ... Uy, } U
{Us,,...Us,, } es una subcubierta finita de Y. De esta manera, podemos con-
cluir que AU B es un subconjunto compacto. Il

El teorema anterior se puede generalizar inductivamente en el siguiente
corolario:

Corolario 6.1.15. Sea {A;}!' | una familia finita de subconjuntos compactos

de un espacio topoldgico X. Entonces |J A; es compacto.
i=1
A continuacién veremos algunas propiedades que tienen los subconjuntos
compactos de la recta real.

Teorema 6.1.16. EIl intervalo [a,b] C R, donde a < b, es un espacio com-
pacto.

DEMOSTRACION. Sea U = {U,}aca una cubierta abierta de [a,b]. Con-
sideremos el conjunto

C = {x € [a,b] | existe subcubierta finita para [a,z]}.

Notemos que C # ) ya que a € C. Entonces, C es un conjunto acotado y no
vacio, luego existe ¢ = supC.

Supongamos que ¢ # b, entonces ¢ € [a,b). Como U es cubierta, existe
B € A tal que ¢ € Ug. Pero Us es abierto, por lo que existe € > 0 tal que
(e((—e,(+e)CUsSeax e ((—e,()NCyy=_+e/2. Asi, [a, x] puede
cubrirse por un numero finito de elementos de U, digamos {U,,,...U,, }.
Entonces [a, z|U[z, y] = [a, y], y este puede ser cubierto por {Ugs, U,,, ... U,, },
lo cual es una subcubierta finita de U. Por lo tanto y € C'. Pero esto es una
contradicciéon porque y > ¢ y ( es el supremo de C'. Entonces ¢ = b.

Ahora demostremos que b € C. Sabemos que existe Ug € U tal que
b € Ug. Como Ug es abierto, existe ¢ > 0, tal que (b —¢,b] C U,,. Enton-
ces podemos encontrar x € (b — &,b] N C, por lo que, [a,x] estd cubierto
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por un numero finito de elementos de U, digamos {U,,,...,U,,}. Enton-
ces [a,b] = [a,x] U [x,b], estd cubierto por {Us} U{Ua,,---Ua,}, lo cual es
una subcubierta finita de U. Por lo tanto [a, b] es compacto, como se queria
demostrar. OJ

Corolario 6.1.17. Un subconjunto de la recta real es compacto si y sélo si
es cerrado y acotado.

DEMOSTRACION. Supongamos que A es compacto. Como R es un espa-
cio de Hausdorff, y A es compacto, entonces A es cerrado. Por otro lado,
consideremos U = {(—n, n)}nen. Entonces U es una cubierta de A con abier-
tos de R. Por lo tanto, podemos encontrar una subcubierta finita, digamos
{Unys---,Up, }. Si k =max{n; |i=1,..m}, entonces A C (—k, k), por lo
que A es un conjunto acotado.

Ahora supongamos que A es cerrado y acotado. Entonces existe k € N tal
que A C [—k, k]. Como [—k, k] es compacto (y por tanto es cerrado) entonces
A es un subconjunto cerrado en [—k, k|. Aplicando el teorema 6.1.4, podemos
concluir que A es compacto. O

Corolario 6.1.18. Sean a,b € R, tales que a < b. Entonces [a,b] no es
homeomorfo a [a,b) ni a (a,b).

DEMOSTRACION. Sabemos que los conjuntos [a, b) y (a, b) no son cerrados
en R, entonces tampoco son compactos. Pero [a,b] si es compacto, y como
la compacidad es un invariante topoldgico, [a, b] no puede ser homeomorfo a

[a,b) ni a (a,b). O

Proposicion 6.1.19. Sea X un espacio topoldogico compacto, y f : X — R
una funcion continua. Entonces f es acotada.

DEMOSTRACION. Por el teorema 6.1.11, f(X) es un subconjunto com-
pacto de R. Asi, por el corolario 6.1.17 f(X) es acotado, como se queria
demostrar. O

Proposicién 6.1.20. Sean X un espacio topolégico compacto y f: X — R
una funcion continua. Entonces existen xg y x1 en X, tales que f(xy) =

sup f(z) y f(z1) = inf f(z).
zeX zeX

DEMOSTRACION. Por el teorema 6.1.11, f(X) es un subconjunto compac-
to de R. Luego, aplicando el corolario 6.1.17 tenemos que f(X) es cerrado
y acotado. Ademds, si X es no vacio, entonces f(X) # ). Por la propiedad

del supremo, existe a = sup f(X). Como el supremo de un conjunto siempre
zeX

es un punto de adherencia, tenemos que « € f(X) = f(X). Entonces existe
zo € X tal que f(z9) = a.
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De manera andloga se demuestra que existe z; € X, tal que f(x1) =
inf . O
inf f(z)

Teorema 6.1.21. Sean X y Y dos espacios topologicos. X y Y son com-
pactos si y solo si X XY es compacto

DEMOSTRACION. Si X X Y es compacto, como las proyecciénes my :
XxY = X ymy : XxXY — Y son funciones continuas, por el teorema 6.1.11
tenemos que X = x(X xY) y Y =7y (X X Y) son compactos.

Ahora, supongamos que X y Y son compactos. Para demostrar que X xY
es compacto, en virtud de la proposiciéon 6.1.10, basta demostrar que cual-
quier cubierta de X x Y con abiertos basicos posee una subcubierta finita.
Sean U una cubierta de X x Y formada por abiertos basicos canénicos. Fi-
jemos un punto arbitrario z € X. Para cada (z,y) € {z} x Y existe un
elemento

Upy = Way x Vo €U

que contiene a (z,y). La coleccién {V,,},ey es una cubierta abierta para
Y. Pero Y es compacto, entonces existe una subcubierta finita, digamos

{Vayrs -+ Vi, }. Consideremos el abierto
Op = [ Way.-
i=1

entonces O, es una vecindad de x en X. Ademas,

n
{x}xYCOxxYCUUIyi

i=1
Si repetimos este argumento para cada z € X, la familia {O, },cx constituye
una cubierta abierta para X. Como X es compacto, existe una subcubierta
finita {O4y, ..., 04, }

Recordemos que por cada x;, existen y;,, yi, - .. ¥4, € Y, y una coleccion

finita de abiertos {Uxiyij = Waiy, X Vi, 1j2 C U, tales que

n;
Oy, = ﬂ Wxiyij
j=1

n;
O,, XY C U Usiy, -
j=1
Asi, la colecciéon {Uwiyij |i=1,...m, j =1,...n;} es una subcubierta finita
de U. Por lo tanto, X X Y es compacto, como se queria demostrar. O
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A continuacion, introduciremos un nuevo concepto que nos ayudara a dar
una util caracterizacién de los espacios compactos.

Definicién 6.1.22. Se dice que una familia F de subconjuntos de X es
centrada o tiene la propiedad de interseccion finita, si para cada sub-

coleccion finita {F, ..., F,} C F, se tiene (| F; # 0.
i=1

Teorema 6.1.23. Un espacio topologico X es compacto si y solo si toda
familia centrada de subconjuntos cerrados de X tiene interseccion no vacia.

DEMOSTRACION. Primero supongamos que X es compacto, Sea F =
{F,}aca una familia centrada de subconjuntos cerrados de X. Para cada
a€ A seal, = X\ F,. Asi, U = {U,}aca es una coleccién de subconjuntos

abiertos de X. Supongamos que () F, = (). Entonces
acA

U Ua = U(X\Fa):X\(ﬂFa> = X.

acA acA acA

Asi, U es una cubierta abierta de X, y como X es compacto, tiene una
subcublerta finita, digamos {Ual, ..., Uy, }. De esta manera, tenemos que

X = U U,, 0 equivalentemente ﬂ F,, = 0.
=1 =1
Pero esto ttimo es una contradiccién, pues F es una familia centrada.

Entonces, podemos concluir que [\ F, # (), como se querfa probar.
acA
Ahora supongamos que cada familia centrada de cerrados tiene intersec-

cién no vacia. Sea U = {U,}aca una cubierta abierta de X. Supongamos
que U no tiene ninguna subcubierta finita. Entonces, para cualquier familia
{Uay, ..., Uy, } CU, tenemos que

(13) X\CJU%. £ 0.

Consideremos la familia de cerrados F = {F, = X \ U, }aca. Entonces por
(13) F es una familia centrada. Por la hip6tesis F tiene interseccién no vacia,

. () Fa#0. Asi,

acA
X\ﬂFa:X\UUa%w
acA acA

Esto es una contradiccion, porque U es una cubierta de X. De esta manera,
podemos concluir que U tiene una subcubierta finita, y por lo tanto, X es
compacto. ]
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6.2. Teorema de Tychonoff

Anteriormente, hemos demostrado que el producto de dos espacios to-
polégicos compactos es compacto. Claramente, este resultado se generaliza
inductivamente al caso de un ntmero finito de espacios compactos. Sin em-
bargo, el resultado es aun maés general. Resulta ser que el producto de una
familia arbitraria de espacios compactos es compacto. Para demostrar este
importante resultado, conocido como el teorema de Tychonoff, es necesario
tener presentes ciertas herramientas que nos serviran para la prueba.

Definicién 6.2.1. Sea X un conjunto no vacio y =< una relacion en X.
Decimos que =< es una relacion de orden si se cumplen las siguientes
propiedades:

1. z 2 x (reflezividad).
2. Six <y yy =z, entonces x =y (antisimetria).
3. Six =Xy yy =z entonces x X z (transitividad).

El par (X, =) se llama conjunto parcialmente ordenado. Ademds, si
para cualquier par de puntos x,y € X o bien x Xy 0y = x, entonces se
dice que (X, =) es un conjunto linealmente ordenado o totalmente
ordenado.

Definicién 6.2.2. 1. Sean (X, =X) un conjunto parcialmente ordenado
y a € X. Decimos que a es maximal si no existe ningin b € X tal
que a =b ya#b.

2. Sea A C X. Una cota superior de A es un elemento x € X, tal que
para cualquier a € A, a = .

El siguiente lema es una de las multiples formas equivalentes del Axio-
ma de Eleccion, el cual es muy importante en la teoria de conjuntos, y es
una herramienta béasica para el manejo de conjuntos infinitos. Para los fines
de estas notas, nos limitaremos solamente a mencionar el lema, el cual es
fundamental en la demostracion del Teorema de Tychonoff.

Lema 6.2.3 (Lema de Zorn). Sea (X,=) un conjunto parcialmente orde-
nado. Si cualquier subconjunto linealmente ordenado A C X posee una cota
superior, entonces X tiene un elemento mazximal.

La ultima herramienta que necesitamos para la demostracién del Teorema
de Tychonoff es el siguiente lema.

Lema 6.2.4. Sean X wun espacio topoldgico y F = {Fy}taca una familia
centrada de subconjuntos de X. Entonces, existe una familia centrada G de
subconjuntos de X tal que F C G y G es mazximal con estas propiedades. Mds
precisamente, existe un elemento maximal G para (A, C), donde

A={H C2¥|FCHyH es centrada}
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y C es la inclusion conjuntista.

DEMOSTRACION. Sean X un espacio topolégico, F = {Fy }4e4 una fami-
lia centrada en X. Consideremos A = {H C 2% | F C H y H es centrada}.
Claramente, el par (A, C) es un conjunto parcialmente ordenado.

Afirmamos que (A, C) satisface las hip6tesis del Lema de Zorn. En efecto,

sea B C A linealmente ordenado y C = |J B C 2. Verifiquemos que C € A.
BeB
Como F C B para cualquier B € B, entonces F C C.

Demostremos que C es centrada. Si C7,C5,...,C, € C, para cada i €
{1,2,...,n} existe B;, tal que C; € B;. Como B es linealmente ordenado,
existe By, el maximo de todos los elementos By, Bs, ...3,,. Entonces, para toda
n

i€ {l,2,...,n}, C; € B; C By. Como By es centrada, tenemos que () C; # (.
i=1

De esta manera podemos concluir que C es centrada, y por lo tanto, C € A.

Notemos que para cualquier B € B, B C C por lo que C es cota superior
para B. Asi que (A, C) satisface las hipdtesis del Lema de Zorn, y en con-
secuencia podemos garantizar que existe G € A un elemento maximal. Es
decir, existe una familia centrada G C 2% tal que F C G y G es maximal con
estas propiedades. O

Teorema 6.2.5 (De Tychonoff). Sea { X, }aeca una familia de espacios com-

pactos. Entonces el producto X = [] X, es compacto.
acA

DEMOSTRACION. Consideremos una familia centrada F C 2% de con-
juntos cerrados. En virtud del teorema 6.1.23, basta demostrar que F tiene
interseccién no vacia.

Por el lema 6.2.4, sabemos que existe una familia centrada G de subcon-
juntos de X tal que F C G y G es maximal con estas propiedades.

La maximalidad de G implica las siguientes dos propiedades:

(1) La interseccién de cualquier nimero finito de elementos de G, también
pertenece a G.

(2) Si un conjunto A C X interseca a la interseccién de cualquier nimero
finito de elementos de G, entonces A € G.

Para demostrar la primera propiedad consideremos una coleccion finita
n

arbitraria {Gy,...,G,} C Gy sea H = () G;. Entonces, la familia G U {H }
i=1
también es centrada y contiene a F. Ademads, notemos que G U{H} D G.
Entonces, por la maximalidad de G, podemos concluir que G = G U {H}, es
decir, que H € G.
Luego, para demostrar la segunda afirmacion, notemos simplemente que
si A C X intersecta a la interseccién de cualquier nimero finito de elementos
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de G, entonces la familia GU{A} también es centrada y contiene a F. Luego,
la maximalidad de G nos asegura que A € G.

Para cada o € A, sea m, : X — X, la a-ésima proyecciéon. Denotemos
por H, a la siguiente familia

Ho = {7a(G) C Xa| G € G}

Afirmamos que H,, es una familia centrada en X,. En efecto, si 7, (G1), . .., 7a(Gr)
son elementos de H,, entonces [ G; # 0 ya que Gy,...G,, € Gy G es una

i=1
familia centrada. Asi

0 #

n
1=

@cﬁ@
i=1

1

3

Por lo que 7, ( N GZ-> # (). Luego, aplicando la continuidad de la funcién
i=1
T, tenemos que

T (ﬁ GZ-) C Tq (ﬁ G,») C inl To(Gy) C ﬂm

n
De donde podemos concluir inmediatamente que () 7, (G;) # 0, y por lo
i=1
tanto, H, es una familia centrada de subconjuntos cerrados en X,. Pero X,
es un espacio compacto, por lo que podemos aplicar el teorema 6.1.23 para
encontrar un punto x, € [ m.(G) para cada a € A. Consideremos el punto
Geg
T =A{Zo}aca € X y demostremos que z € () G.
Geg

Sea
U= (Us,--,Us,)

una vecindad basica para x. Notemos que U,, es una vecindad del punto
To, € [ Ta,(G) en X,,. Por consiguiente U,, interseca a m,,(G) para toda
Geg
G € G. Asi, el conjunto (U,,) = []-a; "' (U,,) interseca a cada uno de los
elementos de G. En particular, si Gy,...G, pertenecen a G, entonces por
la propiedad (1), G = () G; € G, y por lo tanto (U,,) N G # (). Es decir,
i=1
(U,,) interseca cualquier interseccion finita de elementos de G. Luego, por la
propiedad (2), (U,,) € G para cualquier i € {1, ...,n}. Usando nuevamente la

afirmacion (1), podemos concluir que la interseccion () (Ua,;) = (Uay, - - - Ua,,)
i=1
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pertenece a G. Como G es centrada, tenemos
(Uayy - Ua, ) NG #0

para cada G € G, asi que x € G para cada G € G ,y por tanto, (| G # 0.
Geg
Finalmente, como F C G, tendremos

NGcF=F
Geg FeF FeF
De aqui se infiere que [ F # 0.
FeF
Asi, la familia F tiene interseccién no vacia, lo cual demuestra que X es

compacto.
[

6.3. Compacidad en espacios métricos

Definicién 6.3.1. Sean (X,d) un espacio métrico, e >0 y A C X. Se dice
que A es e-denso en X o que es una e—red para X, si

) Bla,e) =X

a€A

donde B(a,¢) denota la bola de radio € y centro en a.

Si para toda € > 0, existe una e—red finita A. = {aq,...,a,}, entonces
diremos que el espacio X es totalmente acotado.

Proposicién 6.3.2. Un espacio métrico es totalmente acotado si y solo si

para todo € > 0 existe una coleccion finita {Ay, ..., A,} de subconjuntos de
n

X tales que X = |JA; y el didmetro de cada A; es menor o igual a €.
i=1

DEMOSTRACION. Supongamos que X es totalmente acotado y fijemos
e > 0. Entonces existe una $-red finita A./; = {a1,...,a,}. Definiendo A4; =
B(a;,e/2) para cada i € {1,...,n} obtenemos la coleccién de subconjuntos
de X buscada.

Reciprocamente, para cada ¢ > 0 es posible escoger subconjuntos no
vacios Aj,..., A, de X tales que X = (JA; con diam A; < ¢/2 para toda

i=1

i € {1,...,n}. Eligiendo para cada ¢ un punto a; € A;, tendremos que
A; C Blaj, ), por lo que X C |J B(a;,¢€), lo que nos permite concluir que X

=1
es totalmente acotado. O

Proposicion 6.3.3. Sean X un espacio métrico totalmente acotado y A C
X. Entonces A es totalmente acotado.
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DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0. Por la proposici(')n 6.3.2, existen Xq,..., X,

subconjuntos de X tales que X = UX y diam X; < ¢ para toda i €

{1,...,n}. Deﬁmendo A; = X;NA, resulta claro que los conjuntos Ay, ..., A,

satisfacen A = UAi y didm A; < € para toda i € {1,...,n}. Por la propo-
i=1

sicion 6.3.2, A es totalmente acotado. 0

Definicién 6.3.4. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesion, (Tn)nen C

X, se llama fundamental o de Cauchy, si para toda € > 0, existe M € N

tal que sin > M ym > M, entonces d(x,, ) < €.

Proposicién 6.3.5. Sea X un espacio métrico y (T )neny C X una sucesion
convergente. Entonces (x,)nen €s una sucesion de Cauchy.

DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0y x = lim z,. Por la definicién de conver-

n—oo

gencia, existe M € N tal que si n > M entonces d(z,,z) < /2. Asi, para
n>Mym > M, se tiene

d(Tp, ) < d(p,x) +d(x,20) <e/2+ /2 =¢.
Por lo tanto (z,)nen es una sucesion de Cauchy. O

Proposicién 6.3.6. Sea (z,)nen una sucesion de Cauchy en el espacio métri-
co (X, d). Si existe una subsucesion (x,, ) que converge a un punto x, entonces
(Tp)nen converge a x.

DEMOSTRACION. Sea e > 0. Como (z,, ) converge a z, existe M; € N tal
que si ng > My, entonces d(z,,,x) < £/2. Como (x,)en es de Cauchy, existe
M, € N tal que si n > My 'y m > My, entonces d(x,, z,,) < €/2.

Sea M = max{M,, Ms}. Entonces, para n > M y n, > M tendremos:

d(zp,v) < d(Tn, Tp,) +d(zy,,v) <e/24+¢c/2=c.
Por lo tanto (z,),en converge a z, como se queria demostrar. O

Definicién 6.3.7. Se dice que un espacio métrico X es completo, si cual-
quier sucesion de Cauchy en X es convergente.

Ejemplo 6.3.1. El conjunto {0} U {1},ey con la métrica inducida de la
recta real es un espacio completo.

Ejemplo 6.3.2. El conjunto (0,1) con la métrica inducida de la recta real
no es un espacio completo. En efecto, la sucesién (1/n),en es de Cauchy, pero
no converge en (0, 1).
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Proposicién 6.3.8. Sean (X, d) un espacio métrico completo y A C X un
subconjunto cerrado. Entonces A es completo.

DEMOSTRACION. Sea (2, )nen una sucesion de Cauchy en A. Entonces
(Zn)nen s una sucesion de Cauchy en X y como X es completo, existe

x = lim z, € X. Asi, z es un punto de adherencia de A, y ya que A es
n—oo
cerrado, © € A, como se queria demostrar. [

Proposicién 6.3.9. Sean (X, d) un espacio métrico y A C X un subespacio
completo. Entonces A es cerrado.

DEMOSTRACION. Sea a € A. Como X es primero numerable, podemos

construir una sucesiéon contenida en A, (a,)nen, tal que ¢ = lim a,. Como
n—oo

(an)nen €s una sucesiéon convergente en X, por la proposicion 6.3.5, (ay)nen
es sucesién de Cauchy en X y por lo tanto (a,)nen es sucesion de Cauchy
en A. Pero A es completo, por lo que (a,)nen tiene un limite en A. Pero
una sucesion convergente en un espacio métrico tiene un tnico limite, lo cual
implica que a € A. Asi, A C A, probando que A es cerrado.

O

Definicién 6.3.10. Se dice que un espacio topologico X es secuencialente
compacto, si toda sucesion en X tiene una subsucesion convergente.

Teorema 6.3.11. Un espacio métrico (X,d) es secuencialmente compacto,
sty solo si (X,d) es totalmente acotado y completo.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es secuencialmente compacto. Pa-
ra demostrar que X es completo, consideremos una sucesiéon de Cauchy ar-
bitraria, (x,),en en X. Por hipétesis, existe una subsucesion convergente,
(n, )ken. En virtud de la proposicion 6.3.6, (,)nen también converge. Por
lo tanto, X es un espacio completo.

Demostraremos por contrapositiva que X es totalmente acotado. Supon-
gamos lo contrario. Entonces existe £ > 0 tal que para cualquier subconjunto
finito {z1, x9, ..., x,} de X, se tiene

X 7é LTLJB(ZEZ,E)

Para demostrar que X no es secuencialmente compacto, construiremos una
sucesién (,)neny C X la cual no contendra ninguna subsucesién convergente.
Sea x; un punto arbitrario de X. Entonces

X 7& B(171,6)7
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por lo que existe 5 € X \ B(xy,¢). Pero
X # B(z1,¢) U B(xg, €),

por lo que podemos encontrar un punto

.flfgeX\ xla UB$27

Continuando con este procedimiento, podemos encontrar una sucesion xy, ..., T,, . ..

tal que para toda n € N,

(14) Tn ¢ U xma

m<n

Afirmamos que la sucesion (x,,),en N0 posee ninguna subsucesién conver-
gente. En efecto, notemos que (14) implica que para cualquier n,m € N,

(15) d(xp, xm) > €.

De esta manera, si (x,)nen tuviera una subsucesién convergente, esta seria
de Cauchy, pero por la la desigualdad (15), eso es imposible. Por lo tanto
(25 )nen NO posee ninguna subsucesién convergente. Asi, llegamos a que X no
puede ser secuencialmente compacto, como se queria demostrar.

Ahora supongamos que (X, d) es totalmente acotado y completo. Para
demostrar que X es secuencialmente compacto consideremos una sucesion
arbitraria (z,)nen en X y demostremos que contiene una subsucesién con-
vergente.

Como X es totalmente acotado, para cada n € N podemos encontrar un
conjunto 1/n-denso, A, = {af,...

Como el conjunto A; = {af,...

) pn

, p1} es 1-denso en X, tenemos que
p1

X =B} 1).

=1

Asi, existei € {1,...,p;} tal que la bola B(a}, 1) contiene un ntimero infinito
de elementos de la sucesion (z,)nen. Sea C el conjunto de todos los términos
de la sucesién contenidos en B(a},1). Definamos

ny = Iglelll\]l{n | x, € C1},

y consideremos el término z,, de la sucesién (z,)nen. Para n = 2, considere-

mos Ay = {ai,..., a2, }. Entonces,

p2

X = JB(}.1/2),

=1
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y como C} es un conjunto infinito, existe una bola, B(a?,1/2), que contiene
un nimero infinito de elementos de C}. Sea Cy = C;NB(a?,1/2), y definamos

ny =min{n | x, € Co y n > ny},
neN

y consideremos el término z,, de la sucesién (x,),en. Continuando con este
procedimiento, para cada k € N, podemos encontrar af € A tal que la
bola B(z¥,1/k) contiene una infinidad de términos del conjunto Cy_1. Asf,
si Cy = B(zF,1/k) N Cy podemos definir

ng =min{n |z, € Cy y n > ng_1}.
neN
Notemos que (x,,) es una sucesién de Cauchy. En efecto, dado ¢ > 0,

existe M € N tal que 1/M < /2. Entonces, para k,j > M, existe aM € Ay,
tal que @, , n, € B(a)',1/M). Asi,

Ay, Tny) < Ay, a") + d(a) 2,,) <1/M +1/M =2/M <,
lo cual demustra que (z,, ) es una sucesion de Cauchy. Y como X es completo,
(2, ) converge. Por lo tanto X es secuencialemte compacto. 0J

Proposicién 6.3.12. Sea (X, d) un espacio métrico totalmente acotado. En-
tonces (X,d) es separable.

DEMOSTRACION. Como X es totalmente acotado, para cada n € N, exis-

te un conjunto %—demso7 A, ={at,a3,...,ap }. Consideremos el conjunto
A=A
neN

A es unién numerable de subconjuntos finitos, y por tanto, es numerable.
Ahora demostremos que A es denso en X. Sea U un abierto cualquiera de
X. Entonces existe € > 0 tal que B(z,e) C U, y podemos encontrar k € N

tal que 1/k < e. Consideremos el conjunto Ay. Entonces X = ﬁj B(aF1/k),
i=1
por lo que existe a¥ € Ay tal que x € B(aF, 1/k). Asi, d(z,af) < 1/k, y
consecuentemente
a¥ € B(xz,1/k) C B(x,e) C U.
Por lo tanto ANU # (), 1o cual demuestra que A es denso en X. Asi podemos
concluir que X es separable. O

Definicién 6.3.13. Se dice que un espacio topologico X es numerable-
mente compacto, si toda cubierta abierta numerable de X tiene subcubierta
finita.

Teorema 6.3.14. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, los siguientes
enunciados son equivalentes:

(1) (X,d) es compacto,



144 6. ESPACIOS COMPACTOS

(2) (X,d) es numerablemente compacto,
(3) (X,d) es secuencialmente compacto.

DEMOSTRACION.
(1) = (2) Es evidente.

(2) = (3) En virtud del teorema 6.3.11, basta demostrar que X es com-
pleto y totalmente acotado. Lo haremos por contradiccion.

Primero supongamos que X no es completo. Entonces existe una suce-
sién de Cauchy, (x,)nen, la cual no converge. Ademas, como (x,),en es de
Cauchy, no puede contener ninguna subsucesién convergente. Consideremos
el conjunto: A = {1, xs,...} C X. Entonces, si x € X \ A, como ninguna
subsucesion de (x,),en converge a z, existe una vecindad U de x, tal que
UN A ={. Por lo tanto, A es un subconjunto cerrado de X. Anélogamente,
para cada n € N, existe una vecindad U,, del punto z,, tal que U,NA = {z,}.
Seald = {Up }nenU{X \ A}. Entonces U es una cubierta abierta numerable de
X. Por (2), existe una subcubierta finita, digamos {U,,, ..., Up,,, X\ A}. Esto
implica que A C U U...UU,,, lo cual es imposible porque U,NA = {x,} pa-
ra toda n € N. Esta contradiccién nos permite concluir que X es un espacio
completo.

Ahora supongamos que X no es totalmente acotado. Entonces existe ¢ > 0
tal que para cualquier subconjunto finito, {ay,...,a,}, se tiene

X 7é LTLJB(CQ,E).

Sea z; € X un punto fijo, entonces X # B(x1,¢). Por lo tanto, existe x5 €
X \ B(z1,¢). Como
X # B(xy,e) U B(xa,¢),
existe x3 € X \ (B(z1,¢) U B(ws,¢)).
Continuando con este procedimiento, podemos construir el conjunto A =
{x1,29,... 2, ...}, el cual satisface la propiedad de que para toda n,m € N
con n # m, se tiene

(16) (2, 7m) > €.
Consideremos la familia {B(z,,¢/4) }nen. El hecho de que para n # m,

B(zy,e/4) (| B(zm,c/4) = 0,

nos garantiza que A es un subconjunto cerrado, por lo que la familia { B(x,,, €/4) } nenU
{X \ A} es una cubierta abierta numerable para X. Por hipdtesis, existe

una subcubierta finita, digamos {B(zy,,£/4), ..., B(xy,,c/4), X \ A}. Asi, si

Tm & {Tn,, ..., Tp, }, entonces
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Tm ¢ (X\A)U (QB(xm,g/zx)).

Por lo que {B(xy,,e/4),...,B(x,,,/4), X \ A} no cubre a X. Esta con-
tradiccion demuestra que X es totalmente acotado.

(3) = (2) Por contradiccién. Supongamos que X no es numerablemente
compacto. entonces existe una cubierta numerable de X, {U,},en, la cual
no posee ninguna subcubierta finita. Asi, existe z; € X \ U;. De igual ma-
nera, podemos tomar un punto xs € X \ (U; U Uy). Continuando con este
procedimiento, podemos formar una sucesién (x,),eny con la propiedad de
que

n
(17) T & U U,, paratodom > n.
i=1
Como X es secuencialmente compacto, existe una subsucesion (z,, ) conver-
gente.
Sea x = klim Zn,. Entonces existe m € N, tal que z € U,,. Por (17), si
—00

ny > m entonces x,, ¢ U,. Por otro lado, como (x,,) converge a z, existe
M € N tal que para toda ny > M, x,, € U,,. Entonces, si ny > M y n; > m,
T, € Upn v 2n, ¢ U,. Esta contradiccion nos permite concluir que X es
contablemente compacto.

(2) = (1) Si X es numerablemente compacto, por lo demostrado ante-
riormente, X es secuencialmente compacto. Entonces por el teorema 6.3.11,
X es totalmente acotado y completo. Luego, por la proposicion 6.3.12 X es
separable. Asi, en virtud de la proposicién 3.7.4 X es segundo numerable. Sea
B = {V,}, una base numerable para la topologia de X. Para demostrar que
X es compacto, por el teorema 6.1.10, basta probar que cualquier cubierta de
X con elementos de B tiene subcubierta finita. Pero esto es evidente, porque
cualquier cubierta con elementos de B es a lo mas numerable, y como X es
numerablemente compacto, posee una subcubierta finita. Por lo tanto X es
compacto. ]

Teorema 6.3.15 (El nimero de Lebesgue). Sea (X,d) un espacio métrico
compacto, yU = {U, }aea una cubierta abierta de X. Entonces, existe § > 0
tal que para cualquier subconjunto A de X, con diam A < 0, existe U, € U
tal que A C U,. El nimero § recibe el nombre de nimero de Lebesgue.

DEMOSTRACION. Como X es un espacio compacto, existe una subcu-
bierta finita de U, digamos {U,,, ..., U,, }. Definamos la funcién f: X — R
por

f(z) = méx {d(z, X \U,,) | i € {1,...,n}} paratodaz € X.



146 6. ESPACIOS COMPACTOS

Como la distancia de un punto a un conjunto es una funcién continua (ver
la demostracién de la proposicién 5.2.3), y el maximo entre dos funciones
continuas h y g puede expresarse como composicion de funciones continuas
en la forma méx{h(z),g(z)} = 3(f(z) + g(z) + |f(z) — g(x)|), podemos
deducir por induccién que f es continua.

Afirmamos que para culaquier punto = € X, f(x) > 0. En efecto, supon-
gamos que existe xy € X tal que f(xy) = 0, entonces, d(x¢, X \ U,,) = 0 para
cualquier i € {1,...,n}. Como X \ U,, es un subconjunto cerrado, tendriamos
que zo € X \ U,, para toda i € {1,...,n}. Entonces,

Zo ¢ LTLJU%. = X.
=1

Esta contradicciéon nos permite concluir que para cualquier x € X,

(18) f(z) > 0.

Por otro lado, como X es compacto y f es continua, f alcanza sus valores
extremos (vease proposicién 6.1.20). En particular, existe y € X tal que
f(y) = min{f(z);x € X}. Sea § = f(y). Afirmamos que § es el nimero que
buscamos. En efecto, por (18), § > 0. Por otra parte, si A es un subconjunto
de X, tal que diam A < 6,y a € A, entonces f(a) = d(a, X \ U,,) para algin
ke {l,...,n}. Se sigue que A C B(a,d) C U,,. O

6.4. Espacios Localmente Compactos

En esta seccién estudiaremos los espacios topolégicos localmente com-
pactos. Esta propiedad, aunque es mas débil que la compacidad, aporta al
espacio topoldgico numerosas caracteristicas deseables.

Definicién 6.4.1. Sean X un espacio topolégico y x € X. Se dice que una
vecindad U de x es relativamente compacta o precompacta si su cerra-
dura U es compacta. Decimos que X es localmente compacto si para cada
punto x € X y cada vecindad U de x, existe un abierto precompacto V tal
quex eV cCcVcU.

Veamos algunos ejemplos que ilustren la definicién anterior.

Ejemplo 6.4.1. El espacio euclidiano R™ es localmente compacto, ya que
para cualquier x € R" y r > 0, la bola B(x,r) tiene cerradura compacta.

Ejemplo 6.4.2. Cualquier espacio topoldgico discreto X es localmente com-
pacto. En efecto, para todo x € X, la vecindad {x} es compacta.
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Como ejemplo de un espacio no localmente compacto, tenemos el siguiente
espacio.

Ejemplo 6.4.3. Sea /5 el espacio de Hilbert introducido en el capitulo 1.
Entonces /5 no es localmente compacto.

DEMOSTRACION. Por contradiccion. Supongamos que existe una vecin-
dad U del punto 0 = (0,0,0,...), tal que U es compacto. Entonces, existe
r > 0 de modo que

BO,r)={z €l | |z|<r}cU.

Ast B(0,7) C U, y por el teorema 6.1.4, B(0,7) es compacto.

Como /5 es un espacio métrico, podemos usar el teorema 6.3.14 para
concluir que B(0,r) es secuencialmente compacto. Consideremos la sucesion
(Zn)nen dada por x, = (0,0,...,0,7,0,...) con r en la n-ésima coordenada.
Asi, ||x,|| = r, y por lo tanto x,, € B(0,r) para todo n € N. Como B(0,7) es
secuencialmente compacto, existe una subsucesién convergente (z,, ). Por la
proposicion 6.3.5, dicha subsucesion es de Cauchy. Pero para cualquier n; y

n; tenemos

Hxnk - xn]H = \/57’,

por lo que (z,,) no puede ser sucesién de Cauchy. Esta contradiccién nos
permite concluir que ¢5 no es localmente compacto. (]

Ejemplo 6.4.4. El conjunto de los niimeros racionales con la topologia in-
ducida de la recta real no es localmente compacto.

DEMOSTRACION. De hecho ningtin punto z € Q tiene una vecindad pre-
compacta. Supongamos que U es una vecindad de = € Q tal que su cerra-
dura U en Q es compacta. Entonces existe un intervalo (a,b) C R tal que
x € (a,0)NQ C [a,b]NQ C U. Cabe observar que [a, )] NQ es la cerradura del
conjunto (a,b) NQ en Q. Entonces, [a,b] N Q siendo un subconjunto cerrado
del compacto U, es compacto. Por otro lado, un subconjunto compacto de la
recta real R tiene que ser cerrado en R. Por lo tanto [a,b] N Q es cerrado en
R, una contradiccion. |
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Proposicion 6.4.2. Sea X un espacio de Hausdorff. Entonces X es local-
mente compacto si y solo si cada v € X tiene una vecindad U precompacta.

DEMOSTRACION. Basta demostrar la suficiencia del enunciado. Supon-
gamos que existe una vecindad U de z, tal que U es compacto, y sea V una
vecindad arbitraria de z. Entonces, como X es de Hausdorff, también U es
de Hausdorff. Asi, aplicando el Teorema 6.1.7 podemos inferir que U es un
espacio regular y por lo tanto U es un espacio regular. Entonces existe una
vecindad W abierta en U tal que

reWcWcvVnuU,

donde W es la cerradura de W en U. Como W estd contenido en U y es
abierto en U, inferimos que es abierto en U y por tanto en X. Tenemos
ademds que W es un subconjunto cerrado del compacto U y por lo tanto es
compacto. Ya que X es de Hausdorff y W es compacto, W debe ser cerrado
en X, y por tanto W es también la cerradura de W en X. Vemos asi que
W es una vecindad precompacta de z, y ademéas W C V, como se queria
demostrar. O

Corolario 6.4.3. Si X es un espacio compacto y Hausdorff, entonces X es
localmente compacto.

Corolario 6.4.4. Sea X un espacio de Hausdorff localmente compacto. Si
C C X es un conjunto compacto y U es una vecindad de C', entonces existe
un abierto W tal que

CcWcWcU

Y W es compacto.

DEMOSTRACION. Por la compacidad local de X, para cada x € C, po-
demos encontrar una vecindad W, de x tal que W, es compactoy W, C V.
Consecuentemente, la familia {W, },cc es una cubierta abierta para el com-

pacto C' y por lo tanto podemos encontrar una subcubierta finita, digamos
Waxq, ..., W, . Entonces,

CCOWMCOWMIOW_%CV

Asi, definimos W = U W,.. Entonces su cerradura W = U W, es compacta

al ser union finita de compactos y por lo tanto W cumple lo que se queria. [
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Proposiciéon 6.4.5. Sea X un espacio de Hausdorff y D C X un subcon-
Junto localmente compacto y denso en X. Entonces D es abierto.

DEMOSTRACION. Sea x € D. Entonces existe un abierto U en D, tal que
x € U y la cerradura en D [U]p es compacta. Como X es de Hausdorff, [U]p
es cerrado en X, por lo que [U]p coincide con la cerradura U en X. Ademds,
existe un abierto W en X, tal que W N D = U. Por la proposicién 3.4.3,
tenemos que

U=WnD=W.
Asi,
reWcCcW=UcD.

Por lo tanto, D es un subconjunto abierto de X. [

La propiedad de ser un espacio localmente compacto solamente se hereda
en algunos subconjuntos, como veremos a continuacion.

Teorema 6.4.6. Sean X un espacio de Hausdorff localmente compacto y
A C X. Entonces A es localmente compacto en cada uno de los siguientes
casos:

(1) Si A es cerrado.

(2) Si A es abierto.

(3) Si A es la interseccion de un subconjunto cerrado y un subconjunto abier-
to.

DEMOSTRACION.

(1) Supongamos que a € A. Entonces existe una vecindad de a, U C X ,
tal que U es compacto. Asi, U N A es una vecindad de a en A. Ademas,
UNAcC U, porloque UNA es compacto y por tanto, en virtud del la
proposicién 6.4.2; A es localmente compacto.

(2) Sea a € A. Entonces A es una vecindad de a y por la proposicién 6.4.2
existe una vecindad U C X de a, tal que U es compacto y

U cC A.

Asi, U = U N A es una vecindad de a en A con cerradura compacta. Por
lo tanto, A es localmente compacto.

(3) Supongamos que existe un abierto U y un cerrado C, tal que A = UNC.
Por el incisio (1), C' es localmente compacto. Ahora notemos que A es
un subconjunto abierto en C, por lo que aplicando el inciso (2), podemos
concluir que A es localmente compacto.

O

Reciprocamente, tiene lugar la siguiente proposicion.
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Proposicion 6.4.7. Sean X un espacio de Hausdorff y A C X un subcon-
junto localmente compacto. Entonces A es la interseccion de un subconjunto
cerrado y un subconjunto abierto en X.

DEMOSTRACION. Sea B = A la cerradura de A en X. Entonces A es
denso en B, y por la proposicién 6.4.5 A es abierto en B. Asi, A= BNC
para algin conjunto C' C X abierto en X. Como B es cerrado en X y C' es
abierto en X, la representaciéon A = B N C es la buscada. O

A diferencia de la compacidad, la compacidad local no se preserva bajo
funciones continuas. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 6.4.5. Sean Q el conjunto de los niimeros racionales, 7, la topo-
logia inducida de la recta real, y 7, la topologia discreta. Entonces la funcién

identidad
Id: (Q,74) = (Q,7e)

es una funcién continua. Ademsds, (Q, 74) es un espacio localmente compacto,
pero (Q, 7.) no lo es, segin el Ejemplo 6.4.2.

Sin embargo, hay algunas funciones continuas que si preservan la compa-
cidad local, como lo veremos en la siguiente proposicion.

Proposicion 6.4.8. Sean X un espacio localmente compacto y Y un es-
pacio de Hausdorff. Si existe una funcion f : X — Y continua, abierta y
suprayectiva, entonces Y es localmente compacto.

DEMOSTRACION. Sea y € Y. Como f es suprayectiva, existe un punto
x € X tal que f(z) =y. Luego, como X es localmente compacto, existe una
vecindad U de z tal que U es compacto. Asi, debido a que f es una funcién
abierta, f(U) es una vecindad de y. Por otro lado, como f es continua,
f(U) es compacto y como Y es de Hausdorff, f(U) es cerrado. Asi, haciendo

nuevamente uso de la continuidad, llegamos a que f(U) = f(U). Asi que

y = f(x) e f(U)C f(U)

Por lo tanto, f(U) es compacto, y consecuentemente Y es localmente com-
pacto. O

Teorema 6.4.9. Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto, en-
tonces X es de Tychonoff.

DEMOSTRACION. Evidentemente, X € T}, por lo que sélo demostraremos
que X € T; 1. Sean A un subconjunto cerrado y x € X \ A. Entonces existe
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una vecindad U de z, tal que U es compacto y U C X \ A. Como U es un
espacio compacto de Hausdorff, por el corolario 6.1.9, U es normal.

Consideremos los conjuntos cerrados {z} y C = U \ U de U. Entonces
existe una funcién continua A : U — [0, 1] tal que A\(z) = 0 y A\(C) = {1}.
Definamos f : X — [0, 1] por

) Aw), siyeU,
f(y)_{L siye X\ U.

Esta funcién estd bien definida ya que la interseccién U N (X \ U) es
precisamente C, y A(C') = 1. Entonces f es una funcién continua por ser la
unién de dos funciones continuas con dominios cerrados (véanse los ejercicios
del capitulo 3). Ademés, f(z) =0y f(A) = 1. Por lo tanto, X es un espacio
de Tychonoft.

0J

6.5. Compactaciones

Definicién 6.5.1. Sea X wun espacio topoldgico. Un espacio compacto de
Hausdorff ¢cX se llama compactacion de X si X C cX y X = cX. El
conjunto cX \ X recibe el nombre de residuo.

Si 1 X y 2 X son dos compactaciones de un espacio topoldgico X, diremos
que 1 X = X si existe una funcién continua f : ;X — X tal que f(x) =
x, para todo z € X. Por otra parte, diremos que c; X y ¢ X son equivalentes
(denotado por ¢; X ~ ¢2X), si existe un homeomorfismo A : c; X — X tal
que f(z) = x, para todo x € X.

Es evidente que ;X ~ X siy sélo si ;. X = o X y o X = 1 X.

6.5.1. Compactacion de Alexsandroff.

Teorema 6.5.2 (Compactacién de Alexsandroff). Sea (X, 7) un espacio lo-
calmente compacto de Hausdorff que no es compacto. Entonces existe un
espacio compacto de Hausdorff, aX, tal que X es subespacio de aX y |aX \
X|=1.

Ademds, si X' es otro espacio topoldgico que cumple estas condiciones,
entonces existe un homeomorfismo [ : aX — X' tal que f(z) = x para todo
reX

El espacio topoldgico aX recibe el nombre de compactacion de Alex-
sandroff.

DEMOSTRACION. Denotemos por p a la topologia de X y sea {*} un
punto que no pertenezca a X.
Definamos

B.={{x}U(X\K)| KCX es compacto }.
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Demostremos que 7 = p U B, es una topologia para aX.

1 Claramente {0, aX} C 7.
2 Si {Up}taca C 7,y la familia {U,}aca no contiene ningin elemento de

B., entonces |J U, € p C 7. Si la familia {U, }4ca contiene al menos un
acA
elemento de B,, digamos aX \ K, entonces

C=aX\|JU. CK.

a€cA

De esta forma vemos que C' es un cerrado en el compacto K, y por tanto

compacto también. Asi, |J Uy, =aX \C € B, C 7
acA
351U,V €7, tendremos que U NV € 7. En efecto, si U, V € pu, entonces

UNV eup SiU,V € B,, claramente U NV € B,. Por ultimo, si U € pu y
V € B,, entonces UNV € p.

Con esto queda demostrado que 7 es una topologia en aX.

Afirmamos que (aX,7) es el espacio topolégico buscado. Es claro que
laX \ X| = 1. Ademés la topologia del subespacio en X coincide con la
topologia original de X. Por otro lado, es evidente que X es denso en aX,
yva que X no es compacto.

Demostremos que aX es compacto. Sea U una cubierta abierta para aX.
Entonces existe Uy € U tal que *x € Uy. Asi, X \ Uy es compacto, por lo
que puede ser cubierto por un nimero finito de elementos de U, digamos
{Uy,...Uy}. Asi, {Uy, Uy, ...U,} es una subcubierta finita de U, por lo que
podemos conluir que aX es compacto.

Nos falta demostrar que aX € T5. En virtud de que X € T, y X es
abierto en aX, es suficiente mostrar dos vecindades disjuntas de x y de x,
para todo x € X. Por ser X localmente compacto, existe una vecindad U de
z, tal que U es compacto. Sea

V= {+}U(X\D).

Entonces V' es una vecindad de x tal que U NV = (. Por lo tanto aX € T5.
Asi, aX es la compactacion buscada.

Ahora supongamos que existe una compactacion X’ de X, tal que X’ es
de Hausdorff y | X"\ X| = 1. Entonces podemos expresar a Y de la siguiente
forma

X' =X U{x},

donde x es un punto que no pertenece a X. Para demostrar que aX y X’
son equivalentes, necesitamos exhibir un homeomorfismo h : X — X', tal
que h(z) = z, para cualquier x € X.

Propongamos h : aX — X' dada por
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h(x):{x size X

*x Sl z = *.

Evidentemente, h es una funcién biyectiva. Para demostrar que es una
funcién continua, consideremos un conjunto U C X’ abierto en X’.

Si x ¢ U, entonces U es abierto en X, por lo que h™}(U) = U es abierto
en aX. Por otro lado, si x € U, entonces K = X'\ U es cerrado en X'
Como X’ es compacto, K también lo es. Ademés, X'\ U C X, por lo que
Y X'\U)=X\U =K. Asi,

R HU)=aX \ W HX'\U)=aX \ (X'\U) = {x}U (X \K).

De esta manera, podemos concluir que h~1(U) es abierto en X para todo
abierto U de X'. Por lo tanto h es una funcién continua y biyectiva de un es-

pacio compacto en un espacio de Hausdorff. Asi, en virtud del teorema 6.1.13,
h es un homeomorfismo. O

Ejemplos 6.5.1.

1. Si X =[0,1), entonces aX = [0, 1].
2. Sea X = (0,1), entonces aX = S'.

Como consecuencia inmediata de la proposicion 6.4.5, obtenemos la si-
guiente proposicion:
Proposicion 6.5.3. Si X es un espacio de Hausdorff localmente compacto

y cX es una compactacion de X, entonces X es un subconjunto abierto de
cX.

Proposicion 6.5.4. Si X es un espacio localmente compacto de Hausdorff,
entonces cualquier compactacion de Hausdorff cX de X, cumple que cX =
aX.

DEMOSTRACION. Sea aX = X U {*} la compactacién de Alexsandroff
de X. Definamos f : ¢cX — aX por

)%, osizg X,
(19) f<z)_{z, size X.

Para completar la demostracion, falta demostrar que f es continua. Sea U
un conjunto abierto en aX. Si x ¢ U entonces

f(U)=UcX.
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Como U es abierto en X, y X es abierto en ¢X, entonces U es abierto en
cX. Por otro lado, si x € U, aX \ U es un subconjunto compacto de X. Se
tiene que f~1(aX \U) = aX \ U Asi,

FHU) = X\ fHaX \U) = eX \ (aX \ U).

Pero ¢X es de Hausdorff, entonces el compacto a X \U es cerrado en ¢ X, por lo
que f7H(U) = c¢X \ (aX \U) es abierto en cX, como se queria demostrar. [

6.5.2. Compactacién de Stone-Cech. Anteriormente hemos habla-
do de la compactacién de Alexsandroff, la cual es una compactacién minimal
y facil de obtener. A continuacion presentaremos la compactacion de Stone-
Cech, la cual resulta ser una compactacién maximal respecto a la relacién
.

Denotemos por I al intervalo [0, 1] con la topologia inducida de la recta
real. Por otro lado, para un espacio topolégico X, llamaremos C(X,I) al
conjunto de todas las funciones continuas f : X — L

Sea X cualquier espacio de Tychonoff. Consideremos el producto

Il &

fec(x)n

donde Iy =1 para toda f € C(X,I). Sea

p: X — H Iy
fee(X,)

dada por
(20) o(x); = f(x) para todo f € C(X,]I).
Entonces, segtn el teorema 5.2.5, ¢ es un encaje topoldogico.

Teorema 6.5.5. Sea X un espacio de Tychonoff. Consideremos el encaje

¢ : X = [] If definido en (20). Entonces la cerradura X = ¢(X) es
fec(x,n

una compactacién de p(X). Identificando a X con ¢(X) por medio de ¢, el

espacio X recibe el nombre de compactacién de Stone-Cech de X.

DEMOSTRACION. Como [ es compacto para cualquier f € C(X,I), apli-

cando el Teorema de Tychonoff, tenemos que [[ Iy es un espacio com-
fec(x,n

pacto. Entonces SX es un subconjunto cerrado de un espacio compacto, y en
virtud del teorema 6.1.4, X es compacto. Por otra parte, X es homemorfo
a p(X), entonces la construcciéon de X nos garantiza que X = p(X) es
denso en SX. Por lo tanto SX es una compactaciéon de X, como se queria
demostrar. O
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A continuacion, demostraremos la siguiente propiedad central de la com-
pactacion de Stone-Cech.

Teorema 6.5.6. Seca X un espacio de Tychonoff y B un espacio compacto de
Hausdorff. Para cualquier funcion continua g : X — B, existe otra funcion
continua g* : fX — B, tal que g* o p = g.

DEMOSTRACION. Como B es un espacio compacto de Hausdorff, es de
Tychonoff. Asi, segtin la demostracion del teorema 5.2.5, podemos encajar B

en [[ I, mediante la funcién producto diagonal
heC(B,T)

v:B— [ L
heC(B,I)
dada por
W(y)n = h(y), para toda h € C(B,1).

Como 1 es continua y B compacto, ¥ (B) es un subconjunto compacto del

espacio de Tychonoff [[ 1. Entonces, 1(B) es cerrado.
heC(B.)
Por otro lado, notemos que para cualquier h € C(B, 1), la funcién ho g :
X — I pertenece a C(X,I). Sea

G H ]If — H I,
fec(x,n heC(B,I)
dada por
G(t)n = they, Para todo t = (t5) € H If
fec(x,n
Simp,: ]I I — I, eslaproyecién en la h—ésima coordenada, entonces
heC(B,I)
es facil ver que
T O G = Thog-

Asi, 7, o G es una funcién continua para toda h € C(B,I). Por lo tanto, en
virtud del teorema 4.5.7, G es una funcién continua.

Notemos que para cualquier x € X,

G(p(2))n = (2)hog = h o g(x) = Y (g(2))n,

por lo que Gop =1 og.
Observemos que G(p(X)) C (B). Entonces, aplicando la continuidad
de G y recordando que 9 (B) es cerrado, obtendremos

G(BX) = G(p(X)) C G(p(X)) C ¢(B) = ¥(B).

Como 1 es un encaje, existe la funcién inversa ! : )(B) — B. Defina-
mos ¢* : BX — B como g* = ¢t o G |sx. Entonces ¢g* es continua por ser
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composicion de funciones continuas. Por 1iltimo, notemos que para cualquier
r e X,

(9" 0 @) (@) =¥ G |ax (p(2))) =¥~ (¥(g(2))) = g().

Por lo tanto ¢g* es la funcién buscada. O

Corolario 6.5.7. Sea X un espacio de Tychonoff. Entonces, para cualquier
funcion continua f: X — I, existe una extension continua f*: X — L.

Corolario 6.5.8. Sea X un espacio de Tychonoff y 5X su compactacion de
Stone-Cech. St cX es una compactacion cualquiera de X, entonces fX > cX.

DEMOSTRACION. Como ¢X es una compactacién de X, podemos suponer
que X C c¢X como subespacio denso. Por el teorema 6.5.6, existe ¢* : fX —
cX, continua, tal que ¢*(z) = x para toda x € X. Entonces fX > c¢X, como
se queria demostrar. O

La propiedad de maximalidad exhibida en el corolario anterior es de he-
cho otra caracterizacion de la compactacion de Stone-C'ech, como veremos
enseguida.

Proposicion 6.5.9. Si bX es una compactacion para X tal que para cual-
quier otra compactacion cX de X se tiene bX > cX, entonces bX es equiva-
lente a X

DEMOSTRACION. En particular tendremos que bX = X,y como ademds
sabemos que X > bX, podemos concluir que las compactaciones son equi-
valentes. O

Las compactaciones de Stone-Cech, son muy dificiles de ver explicita-
mente. Sin embargo, los teoremas que hemos demostrado nos dan criterios
para determinar cuando una compactacion particular no es compactacion de
Stone—éech, como veremos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.5.2. Sea X = (0, 1], entonces [0, 1] # SX. En efecto, la funcién
f: X — [-1,1], dada por f(z) = sen(%), no se puede extender continua-
mente a [0, 1]. Asi, por el corolario 6.5.7, [0, 1] no es equivalente a X como
compactacion de X.

6.6. Ejercicios del capitulo

1. Da un ejemplo de un espacio topoldgico que contenga un subespacio
compacto y no cerrado.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.
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. Sea S una sucesién convergente en un espacio X. Probar que S junto

con su punto limite, es un espacio compacto.

. ¢ Existe una biyeccién continua de un espacio compacto de Hausdorff

sobre el espacio de los niimeros racionales?

. Demuestra que cualquier subespacio compacto de la linea de Sorgen-

frey es numerable (sugerencia: recuerda que cualquier funcién conti-
nua y biyectiva de un espacio compacto en un espacio de Hausdorff
es un homeomorfismo).

. Probar que cualquier subespacio compacto de la recta de Sorgenfrey

tiene base numerable.

. Sea X un espacio de Hausdorff y U un subconjunto abierto de X.

Demostrar que si una familia {F,},c4 de subconjuntos cerrados de
X contiene al menos un elemento compacto, (en particular, si X es

compacto) y si ] F, C U, entonces existe un subconjunto finito
acA

{oq, 00, ..., 0} C A, tal que (i, F,, CU.

. Sean F'y G dos subconjuntos compactos de R. Demostrar que los

siguientes conjuntos son compactos:
o) F+G={x+y|zeF, ye G}
b) F-G={z-y|lxeF, yeG}

. Sea X un espacio compacto. Demostrar que todo subconjunto infinito

tiene un punto de acumulacion.

. Sean X y Y dos espacios compactos de Hausdorff. Probar que una

funcién f: X — Y es continua si y solo si la gréafica {(z, f(z)) | z €
X} es cerradaen X X Y.

Sea X un conjunto infinito. Demuestra que X con la topologia cofinita
es un espacio compacto ;Sera cierto si X es no numerable y tiene la
topologia conumerable?

. Es posible encontrar en la recta real una familia no numerable de
subconjuntos no numerables, compactos y ajenos dos a dos?

Sea I el conjunto de los niimeros irracionales con la topologia inducida
de R ; Es posible encontrar una familia no numerable de subconjuntos
de I, no numerables, compactos y ajenos dos a dos?

Demostrar que X es numerablemente compacto si y solo si cada fun-
cion continua f: X — R es cerrada.

Si X es un espacio numerablemente compacto, mostrar que cualquier
biyeccién continua de X sobre un espacio métrico Y, es un homeo-
morfismo.

Probar que el producto de un espacio compacto con un espacio nu-
merablemente compacto es numerablemente compacto.

Sean (X, d) un espacio métrico y p : 2% x 2%¥ — R dada por

p(A, B) = inf{d(a,b) | a € A,b € B}.
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17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
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Si A y B son subconjuntos ajenos y compactos de X, probar que
p(A,B) > 0.

En el ejercicio anterior ;jes esencial que A y B sean compactos? Ar-
gumenta tu respuesta.

Da un ejemplo de un espacio topoldgico que sea localmente compacto
y Hausdorff, pero no 7}.

Da un ejemplo de un espacio Ty que no sea hereditariamente 7}
Demuestre que el producto finito de espacios localmente compactos
es localmente compacto.

Sea { X4 }aca una familia de espacios toplégicos localmente compac-

tos. Demuestra que [[ X, es localmente compacto si y solo si X, es
acA
compacto para toda a € A, salvo para un ntimero finito de indices.

Sean X y Y espacios completamente regulares. Si
X CY CpBX,

entonces SY es homeomorfo a 5.X.

Sean { X }ses una familia de espacios topoldgicos y X = [] X;. Con-
seS
sidera f : X — R una funcién continua y denota por 7, : X — X, la

proyeccion en la s-ésima coordenada. Demuestra que para todo € > 0
existe un subconjunto finito Sy C S tal que para todo par de puntos
z,y € X tal que m4(x) = 75(y) para todo s € Sp, se cumpla que

[f(z) = f(y)] <e.

Sea X un espacio compacto de Hausdorff y f : X — X una funcién
continua. Demuestra que existe un conjunto cerrado no vacio A C X,
tal que f(A) = A.
Sea (X, d) un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién.
a) Si f es una isometria (es decir, si d(z,y) = d(f(x), f(y))), de-
muestra que f es suprayectiva.
b) Si d(f(x), f(y)) > d(x,y) para todo par de puntos z,y € X,
demuestra que f es una isometria.
c) Sid(z,y) > d(f(x), f(y)) para todo par de puntos z,y € X y f
es suprayectiva, demuestra que f es una isometria.
Sea (X, d) un espacio métrico completo y f : X — X una funcién.
Supongamos que existe A € (0,1) tal que para todo z,y € X, se
cumple que d(f(x), f(y) < Ad(z,y). Demuestra que existe g € X,
tal que f(xg) = xo.
Construye un ejemplo de un espacio X y dos compactaciones a X y
bX que sean homeomorfas mas no equivalentes.



Capitulo 7

Conexidad

La conexidad es una propiedad topoldgica completamente distinta a todas
las estudiadas anteriormente. La conexidad no implica ni es implicada por
ninguno de los teoremas anteriores. Sin embargo, como veremos en los ejem-
plos de este capitulo la conexidad se convierte en una poderosa herramienta
para el estudio de los espacios topoldgicos.

7.1. Espacios Conexos

Antes de definir qué es un espacio conexo, definiremos qué es un espacio
disconexo.

Definicién 7.1.1. Sea X un espacio topolégico y U y V dos abiertos de X.
Se dice que la pareja (U, V) es una separacion o disconexion de X, si se
satisfacen las siquientes propiedades,

1L.U#D)yV #£0,
2.UNV =10,
3. X=UUV.

Diremos que un espacio topologico X es disconexo si exriste una separacion
de X.

Definicién 7.1.2. Se dice que un espacio topologico X es conexo si no
ezriste ninguna separacion de X.

Un subconjunto A de un espacio topoldgico X se llama conexo, si el
espacio A con la topologia inducida de X es conexo.

Ejemplo 7.1.1. El espacio de los niimeros racionales con la topologia indu-
cida de la recta real es disconexo. En efecto, los abiertos U = (—o0, \/5) NnNQ
y V = (v/2,00) N Q, constituyen una separacién de Q.

Teorema 7.1.3. La recta real es un espacio conexo.

DEMOSTRACION. Supongamos que existen dos abiertos U y V en R, tales
que el par (U,V) es una separaciéon de R. Sean u € U y v € V. Sin pérdida

159
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de generalidad, supongamos que u < v. Consideremos el conjunto
C={zxelU]|x<uv}.

Notemos que C' esta acotado superiormente y es no vacio, ya que v es una
cota superior y u € C'. Por la propiedad del supremo, existe un niimero s € R
tal que

s =supC.

Entonces s € UUV. Supongamos que s € U. Como U es abierto existe € > 0
tal que (s —e,s+¢) C U. Recordemos que U y V son ajenos, por lo que
v ¢ (s—e,s+¢). Ademds, como v es cota superior de C, s < v. Por lo tanto,
s<s+35<wv,ysts5€U.Entonces s+5 € C'y s < s+ 35, lo cual contradice
el hecho que s sea el supremo de C'. Esta contradiccion nos permite suponer
que s € V.

Nuevamente, como V' es abierto, existe n > 0 tal que (s —n,s+n) C V.
Ademds, como U y V son ajenos, el punto s — 2 cumple z < s — 2, para todo
x € C. Por lo tanto, s no podria ser el supremo de C'. Esta contradiccion viene
de suponer que existe una separacion para R. Por lo tanto R es conexo. [

Las siguientes proposiciones nos brindan algunas caracterizaciones de la
nocion de conexidad cuya utilidad se hard patente mas adelante.

Teorema 7.1.4. Un espacio topologico X es conexo si y solo si los unicos
subconjuntos simultdneamente abiertos y cerrados son X y ().

DEMOSTRACION. Si X es conexo y A C X es abierto y cerrado, necesa-
riamente A € {X, 0}, pues de lo contrario A y X'\ A formarfan una separacién
de X. Si X no es conexo, entonces existe una separacion (U, V) de X, y de la
definicién de disconexion, se sigue inmediatamente que U es abierto, cerrado,
no vacio y distinto de X. O

Teorema 7.1.5. Sea X un espacio topoldgico. Entonces los siguientes enun-
ciados son equivalentes.

1. X es conexo.

2. 8i D es un espacio discreto arbitrario, entonces toda funcion conti-
nua, f: X — D, es constante.

3. Toda funcion continua f: X — {0,1} es constante.

DEMOSTRACION.

(1 = 2) Sea f: X — D una funcién continua. Sean x € X y d = f(x).
Como D es un espacio discreto, entonces {d} es a la vez abierto y cerrado.
Por continuidad, f~!(d) es abierto y cerrado en X. Ademés, » € f~1(d),
por lo que f~!(d) # 0. Por el teorema anterior, el tinico conjunto abierto y
cerrado no vacfo es X. Entonces f~1(d) = X, lo cual demuestra que f es
constante.
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(2 = 3) Es evidente, ya que como el espacio {0, 1} es discreto, por (2)
toda funcién continua f : X — {0,1} es constante

(3 = 1) Contrapositivamente, si existe una funcién continua y no cons-
tante f : X — {0,1}, entonces los abiertos V = f~1{0} y U = f~}{1}
constituyen una separacion de X. O

El siguiente teorema nos brinda otra importante caracterizacion de la
conexidad.

Teorema 7.1.6 (Teorema de Boltzano). Un espacio topoldgico X es conezo
sty sdlo si todo funcion continua f: X — R, tal que {a,b} C f(X), cumple
que [a,b] C f(X).

DEMOSTRACION. Demostremos primero la parte “sélo si”, por contra-
positiva. Supongamos que existe una funciéon continua f : X — R, tal que
{a,b} C f(X), pero [a,b] no esté contenido en f(X). Entonces existe 1 € X
v xo € X, tal que f(x1) = ay f(xzg) = b. Sea ¢ € [a,b] \ f(X), definamos
g:R\ {c} —{0,1} por

0, siy<eg,
ﬂwz{

1, siy>ec

Claramente g estd bien definida y es continua. Consideremos ahora la
funcién h = go f : X — {0,1}. Entonces h es una funcién continua y no es
constante, ya que h(x;) = 0y h(xe) = 1. Asi, existe una funcién continua y
no constante de X al {0, 1}, por lo que, en virtud del teorema anterior, X es
disconexo. Probemos ahora, contrapositivamente, la parte “si”. Supongamos

que X es disconexo, entonces existe una separaciéon (U, V) de X. Definamos

f:X — R por
0, sizel,
ﬂ@_{L sizeV.

Es claro que f estd bien definida en todo X y es continua por la proposicién
4.1.10. De esta manera, hemos encontrado una funcién continua de X en
R tal que 0,1 C f(X) pero [0,1] no esta contenido en f(X),con lo que el
teorema queda demostrado.

O

Como veremos en la siguiente proposicion, la conexidad es una propiedad
que se preserva bajo funciones continuas.

Teorema 7.1.7. Sea f: X — Y una funcion continua y suprayectiva. St X
es conexo, entonces Y es conexo.
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DEMOSTRACION. Sea g : Y — {0,1} una funcién continua. En virtud
del teorema 7.1.5 basta demostrar que g es constante.

Considermos la funciéon h = go f : X — {0,1}. Como X es conexo, por
el teorema 7.1.5, h es constante y por lo tanto, g es constante. (]

Proposicién 7.1.8. Sea X un espacio topoldgico. Si A es un subconjunto
conexo B es un subconjunto de X que satisface A C B C A, entonces B es
CONETO.

DEMOSTRACION. Sea f : B — {0,1} una funcién continua. En virtud
del teorema 7.1.5, basta demostrar que f es constante. Consideremos: f|4 :
A — {0,1}. Como f|a es continua y A es conexo, por el teorema 7.1.5,
f|a es constante. Sin pérdida de generalidad, supongamos que f(A) = {0}.
Notemos que A es denso en B, entonces, por la continuidad de f,

B

F(B) = f(A7) ¢ f(A) = {0} = {0},

Por lo tanto, f es una funcién constante, como se queria demostrar. [

Corolario 7.1.9. Sea A un subconjunto conezo de un espacio topoldgico X.
Entonces A es conexo.

Ejemplo 7.1.2. Un subespacio S de la recta real es conexo si y sélo si S
es un intervalo. Aqui entendemos por intervalo cualquier subconjunto de la

forma (a,b), (a,b], [a,b], [a,b), (a,00), [a,00), (—00,b) (—00,b] 6 (—o0, 00).

DEMOSTRACION. Primero supongamos que existe un conjunto S conexo,
tal que no es un intervalo. Entonces existe un punto £ € R\S, y dos puntos a y
ben S, tal quea < € < b. Asi, U = (—00,&)NSy V = (£, 00)NS constituyen
una separacion de S, por lo tanto S es disconexo. Esta contradiccion nos
permite concluir que cualquier subconjunto conexo de R es un intervalo.

Ahora supongamos que S es un intervalo. Si S = (a,b), S = (—o00,b)
6 S = (a,00), entonces S es homeomorfo a R. Asi, se sigue del ejemplo 7.1.3 y
del teorema 7.1.7 que S es conexo. Por otro lado, si S = [a,b], S = [a,b), S =
(a,b], [a,00) 6 (—00,b], en virtud de la proposicién 7.1.8 podemos concluir
que S es conexo. O

Proposicion 7.1.10. Sea C' un subconjunto conexo de un espacio topologico
X. SiU es un subconjunto abierto y cerrado de X, tal que UNC # (), entonces
CccU.
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DEMOSTRACION. Como U es abierto y cerrado en X, tenemos que U NC

es un conjunto abierto y cerrado en C'. Pero C' es conexo, por lo que en virtud
del teorema 7.1.4, C =UNC. Asi, C C U. O

Teorema 7.1.11. Sean X un espacio topoldgico y {Ba}aca una familia de
subconjuntos conezxos de X. Si (| Ba # 0, entonces |J B, es conexo.
acA acA

DEMOSTRACION. Sea f : |J B, — {0,1} una funcién continua. Basta
acA
demostrar que f es constante.

Consideremos x € [ B, y supongamos sin pérdida de generalidad que
acA
f(z) = 0. Como B, es conexo para toda a € A, f|g, es constante, de hecho la

constante 0. Asi, f(y) = 0 paratoday € |J B,. Por lo tanto, f es constante.
acA
O

Corolario 7.1.12. Si cualquier par de puntos {z,y} de un espacio topoldgico
X estd contenido en un conjunto conexo B C X, entonces X es conezxo.

DEMOSTRACION. Sea x € X. Entonces para cualquier y € X, existe un

conjunto conexo B, tal que {z,y} C B,. Asi, z € ()] B,. De esta forma,
yeX
podemos aplicar el teorema 7.1.11, para concluir que |J B, es conexo. Pero

yeX
X =JB,

yey
y por lo tanto X es conexo. O

por la hipdtesis

Proposicién 7.1.13. Sean X un espacio topoldgico y {C;}_, una familia
de conjuntos conezos. Si para cada i € {1,... ,n—1}, C;NCi1 # 0, entonces

n
la union |J C; es conezo.
i=1

n
DEMOSTRACION. Por induccién sobre n. Si n = 1, entonces |J C; = Cf,
i=1
k
el cual es un conjunto conexo. Supongamos que para toda k < n, |J C; es un
i=1
n—1
conjunto conexo. Hagamos B = [ J C;. Entonces, por hipétesis de induccion,
i=1
B es conexo. Ademds, por hipétesis C,_1 N C,, # 0, y consecuentemente

BNC, # (. Asi, aplicando el teorema 7.1.11, podemos concluir que

OQzBU@
i=1
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es un conjunto conexo. ]

Corolario 7.1.14. Sea X un espacio topolégico. Supongamos que para cual-
quier par de puntos x y y de X, ewiste una coleccion finita de conjuntos
conezos, {C1,...C.}, tal que C; N Ciyy # O y de manera que v € Cy y
y € C,,. Entonces X es conexo.

DEMOSTRACION. Sean z y y dos puntos arbitrarios de X. Por hipétesis,
existe una familia finita de conjuntos conexos {C1,...,C,}, tales que para
toda i € {1,...,n — 1}, se tiene C; N C;;1 # ). Por la proposicién 7.1.13,

n

el conjunto B = J C; es conexo. Entonces B es un conjunto conexo que

=1
contiene a x y a y. Aplicando el corolario 7.1.12, podemos concluir que X es
conexo. |

Definicién 7.1.15. Sea g € X, y {Cq}aca la familia de todos los subcon-
juntos conexos, C, C X, tales que xy € C,.
El conjunto

C(z0) = | Ca

acA
se llama componente conexa de X que contiene al punto xg.

Se sigue del teorema 7.1.11 y de la definicién 7.1.15, que la componente
conexa de cualquier punto x de un espacio topoldogico X, es un conjunto
conexo. Mas aun, C'(xg) es el conjunto conexo mas grande que contiene a x.

Ademas, notemos que si x y y son puntos de un espacio topolégico X,
entonces

Cx)=C(y) o C(z)NnC(y)=0.

En efecto, si C'(2)NC(y) # 0, por el teorema 7.1.11, C'(z)UC(y) serfa conexo.
Entonces, por la definicién 7.1.15, C(z) U C(y) € C(z), lo cual implica que
C(y) C C(z). Andlogamente, C'(z) C C(y), y por lo tanto C(z) = C(y).

Teorema 7.1.16. Cualquier componente conexa C' de un espacio topologico
X es un subconjunto cerrado.

DEMOSTRACION. Sea C una componente conexa de X. Entonces C =
C(z) para algin punto z € X. Pero C es un conjunto conexo, y por lo
que, en virtud del corolario 7.1.9, la cerradura C es un conjunto conexo que
contine a z. Asi, C C C, y por lo tanto C' es cerrado. O

Definicién 7.1.17. Un espacio topologico se llama totalmente disconexo
si para todo x© € X se tiene C(z) = {z}.
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Observemos que cualquier espacio discreto es totalmente disconexo, sin
embargo la afirmacién reciproca no es cierta, como veremos en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 7.1.3. El conjunto de los niimeros racionales con la topologia he-
redada de la recta real es un espacio totalmente disconexo. En efecto, consi-
deremos C' C Q un subconjunto con mas de dos puntos. Entonces, podemos
escoger a,b € C' dos puntos distintos. Supongamos sin pérdida de generalidad
que a < b. Entonces, por la densidad de los niimeros irracionales en R, existe
un nimero ¢ € R\ Q, tal que

a<(¢<b.

Sea U = (00,()NC y V =(¢,00) N C. Entonces U y V constituyen una
separacion del conjunto C, lo cual muestra que C' es disconexo. Por lo tanto,
las componentes conexas de Q solo pueden tener un punto.

Teorema 7.1.18. Sean X y Y dos espacios topoldgicos conexos. Entonces
X XY es conezxo.

DEMOSTRACION. Sea f : X x Y — {0,1} cualquier funcién continua.
Demostremos que f es constante. Sean z = (z1,x2) y ¥y = (y1, y2) dos puntos
arbitrarios de X x Y. Para nuestros propdsitos, basta demostrar que f(z) =
f(y). Notemos que X x {3} es homeomorfo a X. Asi, X X {x2} es conexo
y por lo tanto, f|xx{z,} es constante. Consecuentemente,

f(z1,22) = f(y1, 22).

Anidlogamente, {y;} X Y es conexo, por lo que, f|,1xy es constante. Asi,

fy,m2) = f(y1,92).

Entonces f(z) = f(y1,22) = f(y), por lo que f es constante, como se queria
demostrar. O
Corolario 7.1.19. Si {X;}!, es una familia finita de espacios conezos,

n
entonces [[ X; es conexo.
i=1

Ejemplo 7.1.4. El espacio euclideano R" es conexo.
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Teorema 7.1.20. Sea { X, }aca una familia cualquiera de espacios topoldgi-

cos conexos. Entonces el producto X = [[ X, es conexo siy solo si X, es
acA
conexo para todo o € A.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es conexo. Entonces, por el teore-
ma 7.1.7, para todo a € A, X, = m,(X) es conexo.

Ahora supongamos que X, es conexo para todo a € A. Sea F la familia
de todos los subconjuntos finitos de A. Entonces, por el corolario 7?7 para

cada F € F, el producto [[ X, es conexo. Sea x = {Z4}aca € X un punto
acF
fijo. Asi, por el corolario 7.1.19, para cada F' € F,

Ve=][[Xox [] {za} X
a€cF acA\F
es conexo. Ademads, observemos que x € (| Y, por lo que podemos aplicar
FeF

el teorema 7.1.11 para concluir que Y = [J Yr es conexo. En virtud del
FEF

corolario 7.1.8, Y es un subconjunto conexo de X. Para terminar la demos-
tracién, probaremos que Y = X. Supongamos que no. Entonces X \ Y es un
abierto no vacio de X. Consideremos un abierto béasico W = (W, ... W, )
de X tal que

WcX\Y.

Sea Fy = {ay,...,a,}. Para cada i € {1,...,n}, escojamos un punto y; €
W,. C X,,. Construyamos el punto y = {ya }aca € X, en donde y, = yq,, si
Q=5 Y Yo =Ta,sia & Fy. Ast,y € W C X\ Y. Entonces y € Yz, C Y, lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto, X =Y, como se querfa demostrar.

OJ

7.2. Conexidad por trayectorias

Definicién 7.2.1. Sea X un espacio topoldogico y x y y dos puntos en X.
Una trayectoria entre x yy es una funcion continua f : [0,1] — X, tal que
f(0) =z y f(1) = y. En este caso, los puntos x y y reciben el nombre de
extremos de la trayectoria, mas precisamente x se llama el inicio yy el
fin de la trayectoria.

Diremos que el espacio topologico X es conexo por trayectorias si
para cualquier par de puntos x yy de X, existe una trayectoria entre ellos.

Ejemplo 7.2.1. La recta real es conexa por trayectorias. En efecto, para
cualesquiera dos puntos a y b en R, la funcién f : [0, 1] — R dada por

f(t) =th+ (1 —t)a,
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define una trayectoria entre a y b.

Ejemplo 7.2.2. En R” cualquier subconjunto convexo K es un espacio co-

nexo por trayectorias. Recordemos que un conjunto K es convexo, si para

cualquier par de puntos a y b de K, el segmento
T={z=a+tb—a)|tel01]}

esta contenido en K.

En efecto, sea K C R™ un conjunto convexo. Consideremos a,b € K.
Entonces, « : [0,1] — K, dada por

a(t) =a+tb—a),
es una trayectoria de a a b contenida en K. Por lo tanto K es conexo por
trayectorias.

Proposicién 7.2.2. Sea X un espacio topoldgico y { By }aca una familia de

subconguntos conexos por trayectorias. Si (| Ba # 0, entonces |J B, es
) acA acA
conexo por trayectorias.

DEMOSTRACION. Sean z y y dos puntos cualesquiera de |J B,. Entonces
acA
existen oy vy ag en A, tal que x € B,, y y € B,,.

Consideremos z € [\ B,. Asi, existe una funcién continua h : [0,1] —
acA

B,,, tal que h(0) = z y h(1) = 2. Andlogamente, existe una funcién continua

g :[0,1] = B,, tal que ¢g(0) = z y g(1) = y. Definamos f : [0,1] — | Ba,

acA
por

£(t) = f(2t), site 03],
g2t —1), site[3 1]
Claramente f es continua y constituye una trayectoria entre x y y. Por lo

tanto |J B, es conexo por trayectorias.
acA -

Si X es un espacio topoldgico, definimos para cada x € X la compo-
nente conexa por trayectorias de X en el punto x € X (denotada por
Ci(z)), como la unién de todos los subconjuntos conexos por trayectorias
que contengan a x. Se sigue de la proposicién 7.2.2, que si x # y, entonces

Ci(z) = Ci(y) o Cy(x) N Cy(y) = 0.
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Teorema 7.2.3. Sea X un espacio topologico X. Entonces, para cualquier
r e X, Czr) C Cx).

DEMOSTRACION. Sea y € Ci(z). Entonces existe una trayectoria f :
[0,1] — X, tal que f(0) =z y f(1) =y. Asi, B = ([0, 1]) es un subconjunto
conexo de X que contiene a x y a y, por lo que B C C(x). Entonces, y € C(x)
y por lo tanto Cy(x) C C(z) como se queria demostrar. O

Corolario 7.2.4. Sea X un espacio topolégico conexo por trayectorias. Fn-
tonces X es conezo.

DEMOSTRACION. Como X es conexo por trayectorias, para cada x € X,
Cy(xr) = X. Asi, por el teorema 7.2.3, Cy(x) C C(z). Consecuentemente,
C(x) = X lo cual prueba que X es conexo. O

El reciproco del corolario anterior no es cierto como veremos en el siguien-
te ejemplo.

Ejemplo 7.2.3. Sea S el siguiente subconjunto del plano euclideano:
S={(t,senl/t) e R* |t € (0,2/7]} U{(0,¢) | t € [-1,1]}.

S es un espacio conexo pero no conexo por trayectorias. A este espacio se le
conoce como el seno del topdlogo

F1GUuRrA 1. Seno del topdlogo

DEMOSTRACION. Notemos que la funcién f : (0,2/7] — R? dada por

F(t) = (t,sen1/1)
es continua por serlo en cada coordenada. Como el intervalo (0, 2/7] es conexo
(vease ejemplo 7.1.2) se sigue del teorema 7.1.7 que f((0,2/7]) es conexo.
Pero

£((0,2/7]) = {(tsen'1/t) € B2 | t € (0,2/7]},
por lo que podemos concluir que {(¢,sen1/t) € R? | t € (0,2/7]} es conexo.
Ahora simplemente notemos que S es la cerradura de f(0,2/7]. Entonces,
por el corolario 7.1.9, S es conexo.
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Demostraremos por contradiccién que S no es conexo por trayectorias.
Supongamos que existe una trayectoria f : [—1,1] — S, tal que f(—1) =
(0,0) y f(1) = (2/m,1). Llamemos @ = {(0,t) | t € [-1,1]}. Como @ es
cerrado en Sy f es continua. f~!(Q) es cerrado en el compacto [—1,1]. Asi,
F7HQ) es un subconjunto compacto de R y por lo tanto existe b € f~1(Q) C
[—1,1], tal que b = max{t | t € f~1(Q)}. Ademds, b < 1, por lo que podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que b = 0.

Supongamos que

ft) = (2(1),y(t), te[-11].

Asi, la funcién x : [-1,1] — R es una funcién continua. Notemos que
x(—1) = 0. Asi, en virtud del corolario 7.1.6, para cada n € N, el segmento
[0,2(2)] C 2([—1,1]). Asi, para cada n € N, podemos escoger un nimero
tn € (0,2(1/n)), y un ntimero t,, € (0,1/n) tal que

x<tn) = Un

sen(1/p1a) = (~1)".

Asi, la sucesién (t,)nen converge a 0, y por la continuidad de la funcién
y, la sucesion (y(t,))nen converge a y(0). Pero (y(t,))nen €s precisamente
la sucesion ((—1)")nen la cual no converge. Esta contradiccion nos permite
concluir que S no es conexo por trayectorias. [

Al igual que la conexidad, la conexidad por trayectorias se preserva bajo
funciones continuas.

Teorema 7.2.5. Sea f: X — Y una funcion continua y suprayectiva entre
dos espacios topoldgicos. Si X es conero por trayectorias, entonces Y es
conexo por trayectorias.

DEMOSTRACION. Sean f(z)y f(y) € Y. Como X es conexo por trayec-
torias, existe una trayectoria « : [0,1] — X tal que a(0) =z y a(1) = y. Sea
v = foa:[0,1] — Y. Entonces v es una trayectoria tal que v(0) = f(z) y
v(1) = f(y). Por lo tanto, Y es conexo por trayectorias. O

Teorema 7.2.6. Sea {X,}aca una familia de espacios topologicos. Enton-

ces X = [] Xa es conexo por trayectorias si y sélo si X, es conexo por
acA
trayectorias para toda o € A.
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DEMOSTRACION. Supongamos que X es conexo por trayectorias. Como
para toda o € A, la proyeccion m, : X — X, es continua, por el teore-
ma 7.2.5, X, = m,(X) es un espacio conexo por trayectorias.

Ahora supongamos que para toda a € A, X, es conexo por trayectorias.
Sean z = {x,} v ¥ = {ya}, dos puntos arbitrarios en X. Entonces, para
cada a € A, exite una trayectoria f, : [0,1] = X,, tal que f,(0) = z, y
fa(1) = Yqu. Definamos f : [0,1] — X como el producto diagonal

f = A fa-
acA
Asi, f es una trayectoria, tal que f(0) =z y f(1) = y. Por lo tanto, X es
conexo por trayectorias. [

7.3. Espacios localmente conexos

Definicién 7.3.1. Se dice que un espacio topologico X es localmente co-
nexo en el punto v € X, si para toda vecindad U de x existe un abierto
conezxo V', tal que

zeV cU.

Diremos que X es localmente conexo, si es localmente conexo en todo
punto r € X.

Ejemplo 7.3.1. El espacio de los nimeros racionales Q con su topologia
heredada de R no es localmente conexo, ya que para todo g € Q, si V es
vecindad de ¢, existe p € V| p # ¢. Si consideramos un numero irracional
r entre p y g, es claro que los abiertos {s € V | s <r}y{seV |s>r}
forman una separacion de V.

Ejemplo 7.3.2. Sea P el siguiente subespacio de R?
P ={(t,0) |t <[0,1]}U{(0,1) [t €[0,1]} U{(1/n,t) [t €[0,1], n € N}.

Entonces P es un espacio conexo (de hecho conexo por trayectorias) pero no
localmente conexo. Al espacio P se le suele llamar el peine.

DEMOSTRACION. Definamos los siguientes conjuntos:
B = {<t70) ’ te [07 1]} U {(Oat)’t € [07 1]}

y
P,={(t,0) ] te [0, U{(1/nt)|te[0,1]}.

Notemos que P; es conexo para cada i € {0,1,... }. En efecto, para toda i, el
conjunto P; es la unién de dos conjuntos conexos por trayectorias (de hecho
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1413 172

F1GURA 2. Peine

homeomorfos al intervalo [0, 1]) con interseccién no vacia y por lo tanto es
conexo por trayectorias. Ahora notemos que

P = D P,.
n=0

Como (N P, ={(¢,0) | t € [0,1]} # 0, podemos aplicar la proposicién 7.2.2
n=0

para garantizar que P es un conjunto conexo por trayectorias.

Sea O una vecindad del punto a = (0,1) que no contenga al conjunto
{(t,0) | t € [0,1]}. Demostraremos que para toda vecindad V' de a en P tal
que V C O, V es disconexa.

Sea V' C O una vecindad cualquiera de (0,1). Como P tiene la topologia
heredada de R?, existe un abierto V' en R?, tal que V = V' N P. Asi, existe
d > 0, tal que (—0,9) x (1 —0,14+0) C V'. Escojamos n € N, tal que % < 9.
Entonces (£,1) € V.

Sean ¢ € (=5, 1), U ={(z,y) |z <&}y W = {(z,y) | > £}. Notemos
que U’ y V' son abiertos en R?, porlo que U =U' NPy W = W’'N P son
abiertos en P. Ademads (0,1) € Uy (+,1) € W. Notemos que

P\ (UUW) = (£0)

el cual no estd en V. Entonces VNU y VNW consitituyen una separacion de
V', por lo que V es disconexo. Asi, hemos demostrado que P no es localmente
conexo. 0

Teorema 7.3.2. Sea X un espacio topoldgico localmente conexo. Entonces
toda componente conexa de X es cerrada y abierta.
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DEMOSTRACION. Sea C' una componente conexa de X. Por el teore-
ma 7.1.16, C' es cerrado.

Demostremos que C' es abierto. Sea x € C' y U una vecindad arbitraria
de x. Como X es localmente conexo, existe una vecindad V' de z, tal que V
es conexa y V C U. Como la componente conexa de x es el conjunto conexo
mas grande tal que x € C, inferimos que V' C C'. Entonces x es punto interior
de C' y por lo tanto, C' es un conjunto abierto. O

Definicién 7.3.3. Se dice que un espacio topolégico X es localmente co-
nexo por trayectorias en el punto v € X si para toda vecindad U de x,
existe abierto conexo por trayectorias V tal que x € V C U.

Diremos que X es localmente conexo por trayectorias si es local-
mente conexo por trayectorias en x, para todo x € X.

Se sigue de la definicién anterior que un espacio localmente conexo por
trayectorias es localmente conexo. Veamos otras propiedades de este tipo de
espacios.

Ejemplo 7.3.3. La recta real es un espacio localmente conexo por trayecto-
rias. En efecto, la coleccion B = {(a,b) | a < b} es una base para la topologia
de R formada totalmente por vecindades conexas por trayectorias.

Ejemplo 7.3.4. Cualquier espacio discreto D es localmente conexo por tra-
yectorias, ya que D = {{d} | d € D} es una base para D constituida en su
totalidad por abiertos conexos por trayectorias.

Teorema 7.3.4. Sea X un espacio topologico localmente conexo por trayec-
torias. Entonces los siguientes enunciados se cumplen.

(1) Toda componente conexa por trayectorias es cerrada y abierta.

(2) Si X es conexo, entonces X es conexo por trayectorias.
(3) Para todo v € X, Cy(x) = C(z).

DEMOSTRACION.

(1) Sean C' una componente conexa por trayectorias y x € C. Escojamos una
vecindad arbitraria U de z. Entonces existe una vecindad V' de x tal que
V' es conexo por trayectorias y V' C U. Evidentemente V' C C, lo cual
demuestra que C' es abierto.
Por otro lado, notemos que

C=X\ U Ci(y).

y¢Cr(x)
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Por el parrafo anterior, cada C;(y) es un conjunto abierto, y por lo tanto
su uniéon es abierta. Asi, C' un conjunto cerrado.

(2) Si X es conexo, entonces el inico conjunto no vacio abierto y cerrado es
X. Sea C; una componente conexa por trayectorias. Por el inciso (1), C;
es un conjunto no vacio, abierto y cerrado. Entonces C; = X, Por lo que
podemos concluir que X es conexo por trayectorias.

(3) Sea x € X. Entonces Ci(z) C C(z). Por otro lado, como C(z) es conexo,
por el inciso (2), C(x) es conexo por trayectorias. Consecuentemente,
C(x) = Cy(x), como se queria demostrar.

0J

La conexidad local y la conexidad local por trayectorias, a diferencia de
sus analogos globales, no se preservan bajo funciones continuas. Para ilustrar
este hecho, consideremos la funcion identidad de los niimeros racionales con
la topologia discreta, a estos mismos nimeros con su topologia usual. La
funcién es claramente continua y hemos visto que el dominio es localmente
conexo por trayectorias en tanto que la imagen no es siquiera localmente
conexa.

Recordemos que una retraccién es una funcién r : X — X tal que
rlrxy = Idy(x), y que en este contexto se dice que r(X) es un retracto de
X. Demostraremos que las retracciones si preservan la conexidad local (por
trayectorias) por medio de la siguiente equivalencia:

Proposicién 7.3.5. Un espacio topoldgico X es localmente conexo (por tra-
yectorias) si y sélo si para todo x € X, y para todo V' vecindad de x existe
un conjunto A conexo (por trayectorias) tal que x € Int(A) C A C V.

DEMOSTRACION. Basta demostrar que si un espacio X cumple que para
todo z € X, y para todo V' vecindad de = existe un conjunto A conexo (por
trayectorias) tal que x € Int(A) C A C V, entonces X es localmente conexo
(por trayectorias), ya que la otra implicacién es trivial. Sean = € X, V una
vecindad de . Queremos construir un abierto conexo (por trayectorias) U tal
que x € U C V. Existe un conjunto conexo Ag tal que x € Int(A) y A C V.
Para cada a € Ay, existe un conexo A{ tal que a € Int(A}) y A C V.

Llamemos A; = |J A{, y observemos que Ay C Int(A4;), Ay C V y que A;
a€Ap

es conexo (por trayectorias), ya que si z,y € Ay, existen a,b € Ay tales que
v € Al ybe AY y es facil ver que A? U Ay U A% es un conjunto conexo (por
trayectorias) que contiene a x y a y, y estd contenido en A;.

Asi, siguiendo este proceso puede construirse una familia de conjuntos
conexos (por trayectorias) A = {A, | n € N} tal que A; C Int(A; + 1), y
A; C V para todo i € N. Sea
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U:UAn.

neN
Entonces x € U C V, U es conexo (por trayectorias) ya que es unién de
conexos (por trayectorias) que tienen intersecciéon no vacia, y finalmente U
es abierto ya que para todo u € U, existe n € N tal que u € A, por lo que
u € Int(A,11) C U. Esto concluye la prueba. 0J

Teorema 7.3.6. Sean X un espacio localmente conexo, y A C X un retracto
de X. Entonces A es localmente conexo.

DEMOSTRACION. Sean a € A, V vecindad de a en A. Entonces V' =
r~1(V) es abierto en X. Como X es localmente conexo, existe un abierto
conexo U tal que a € U C V. El conjunto r(U) es conexo y esta contenido
enV,yademasa € UNAC r(U), por lo que a € Int(r(U)). La proposicién
anterior nos permite concluir que A es localmente conexo. O

Anélogamente puede probarse que la conexidad local por trayectorias
también es invariante bajo retracciones.

7.4. Ejercicios del capitulo

1. Demuestra que R? no es homeomorfo a R.

2. Demuestra que S! no es homeomorfo al intervalo [0, 1]. Usa este hecho
para concluir que [0,1) y (0, 1) no son homeomorfos.

3. Demuestra que si X es un conjunto infinito provisto de la topologia
cofinita, entonces X es conexo.

4. Si X es un espacio Ty y tiene una base de conjutos abiertos y cerrados
demuestra que X es totalmente disconexo.

5. Sea f : X — Y tal que para todo subconjunto conexo C, f(C) es
conexo jSe puede concluir que X es conexo?

6. Sea X un espacio topoldgico y x € X. Consideremos

F ={A C X|A es cerrado y abierto y = € A}.

Demuestra que C(z) C (] A. Ademds, si X es localmente conexo,
AeF
entonces C'(z) = () A.
AeF
7. Sea X un espacio topoldgico ;Es cierto que las componentes conexas

por trayectorias de X son subconjuntos cerrados? Demuéstralo o da
un contraejemplo.

8. Demuestra que si C' es un subconjunto conexo y abierto de R", en-
tonces C' es conexo por trayectorias.

9. Demuestra que la recta de Sorgenfrey es totalmente disconexa. Con-
cluye que la recta de Sorgenfrey no es localmente conexa.
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Sea P el espacio construido en el ejemplo 7.3.2. Considerea el subes-
pacio T' C P definido por

T=P\{(z,y)|lr=0, y <1}

Demuestra que 1" es un espacio conexo, pero no localmente conexo ni
conexo por trayectorias.

Da un ejemplo de un espacio topolégico X y de un punto = € X, tal
que C(z) no sea un conjunto abierto.

Sea A un conjunto numerable de la recta real. Demuestra que A no
es conexo.

.Es cierto que la imagen continua de un espacio localmente conexo
es localmente conexo? Demuestralo o da un contraejemplo.
Demuestra que el Seno del topélogo no es localmente conexo.

Sea {Xa}taea una familia de espacios topoldgicos. Demuestra que

[I X es localmente conexo si y sélo si X, es localmente conexo
acA
para todo o € Ay X, es conexo para todo a € A salvo un nimero

finito.
Sea X un espacio de Hausdorff. Sea {C),},en una familia de subcon-
juntos compactos y conexos, tales que C,,; C C),. Demuestra que

() C, es un subconjunto conexo.
neN
Da un ejemplo de un espacio de Hausdorff, y de una familia {C}, } ,en

de subconjuntos conexos, tales que C,, 11 C C, y [ C, no sea conexo.
neN

Denota por S' = {z € C||z| = 1}. Sea {2, }nen un conjunto denso y
numerable en S!. Para cada n € N, denota por .J,, al segmento cerrado
con extremos en z, y z,/(n+1). Demuestra que X = {O}U< U Jn> C

neN
C con la topologia heredada de C es un espacio conexo.

Sea X un espacio localmente conexo por trayectorias y r : X —
X una funcién continua e idempotente (i.e. para todo z € X se
tiene r(r(z)) = z). Demuestra que r(X) es localmente conexo por
trayectorias.
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Capitulo 8

Paracompacidad y Teoremas de Metrizabilidad

La nocién de paracompacidad fue introducida en 1944 por el mateméatico
Dieudonné. La clase de los espacios paracompactos, juega un papel funda-
mental en la topologia, ya que no sélo generaliza la nocién de compacidad,
sino también, la de metrizabilidad.

8.1. Paracompacidad

Definicién 8.1.1. Sea X un espacio topolégico yU = {Ugs }aca una coleccion
de subconjuntos de X. Se dice que U es localmente finita, si para todo
punto r € X, existe una vecindad V' de x, tal que V intersecta solo una
cantidad finita de elementos de U.

Por otro lado, diremos que la familia U es o-localmente finita, si U =

U U, donde cada U,, es una familia localmente finita.
n=1

Ejemplo 8.1.1. Sea X la recta real y
U={(—n,n)}nen ¥ V=A(n,n+2)}nez.

Entonces, V es localmente finita, pero U no lo es.

En efecto, si V' es una vecindad arbitraria de 0, entonces V N (—n,n) # ()
para cualquier n € N, por lo que U no puede ser localmente finita.

Por otro lado, para todo x € R, existe n € Z tal que n < x < n+ 1. Sea
W = (n—1,n+ 1). Entonces, para todo V€ V, VNW =+# () si y sélo si

V=n-2n),6V=mn-1n+1), 6V =(nn+2).

Por lo tanto, V es localmente finita.

Las familias localmente finitas, poseen muchas propiedades interesantes,
algunas de ellas se enuncian en la siguiente proposicion.

Proposicion 8.1.2. Sea B una familia localmente finita de subconjuntos de
un espacio vectorial X . Entonces los siguientes enunciados se cumplen:

1. Cualquier A C B, es una coleccion localmente finita.
2. La coleccion {B|B € B} es localmente finita.

179
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3. UB=U B.
BeB BeB

DEMOSTRACION. 1. Sea z € X. Entonces existe una vecindad U de z que
intersecta inicamente una cantidad finita de elementos de B. Como A C B,
U también intersecta unicamente una cantidad finita de elementos de A. Asi,
podemos concluir que A es localmente finita.

2. Para cualquier z € X, existe una vecindad U de = que intersecta una
cantidad finita de elementos de B, digamos By, ... B,. Evidentemente, para
cada uno de estos subconjuntos U N B; # (). Supongamos que existe B € B,
tal que U N B # (). Entonces

UNB#0,

por lo que B = B; para alguna i € {1,...,n}. Consecuentemente, podemos
concluir que U intersecta unicamente una cantidad finita de elementos de
{B|B € B}, y por lo tanto esta coleccién es localmente finita.

3. Sabemos que B’ C |J B paratoda B’ € B, de manera que B’ C |J B,
BEB BEB
y por lo tanto tenemos la inclusion

Para demostrar la otra inclusién considermos x € |J B. Como B es local-
BeB
mente finita, existe una vecindad V' de x, tal que V intersecta solo un ntimero

finito de elementos de B. Sean A = { By, By, . .., B, } dichos elementos. Como
V' N B = () para todo B € B\ A, podemos afirmar que

T & U B.
BeB\A
Pero sabiamos que

relJB=(J BpulyB=(J BullUB

BeB BeB\A BeA BeB\A BeA

de manera que

Recordemos que A es un conjunto finito, entonces

re|JB=|JBc|JB

BeA BeA BeB
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Por lo tanto, podemos concluir que

Us=-Us

BeB BeB
como se queria demostrar. O
Definicién 8.1.3. Sean U y V cubiertas de un espacio topologico X . Se dice

que V refina ald (o V es refinamiento de U) si para todo V € V), existe
Uel tal que V C U.

Definicién 8.1.4. Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff. Se dice que X
es paracompacto, si toda cubierta abierta posee un refinamiento localmente
finito.

Es facil ver que todos los espacios compactos, son espacios paracompactos.
Sin embargo, la clase de los espacios paracompactos es mucho mas amplia.

Ejemplo 8.1.2. La recta real es un espacio paracompacto.

En efecto, si U es una cubierta abierta de R. Para cada n € Z, escojamos
una cantidad finita de elementos de U que cubran al compacto [n,n + 1].
Sean U7, ..., U;! dichos elementos. Denotemos por U, la siguiente coleccion
de conjuntos

U, ={U'N(n—1,n+2)[i=1,... ,n4}.

Sea V = |J U,. Entonces V es una cubierta abierta y localmente finita de R
nez
que refina a U.

Ahora veremos algunas propiedades basicas de los espacios paracompac-
tos.

Lema 8.1.5. Sean X un espacio paracompacto y A y B dos subconjuntos
cerrados de X . Supongamos que para cada punto x € B, existen dos vecinda-
des V, y U,, de x y de A, respectivamente, tales que V, N U, = (). Entonces,
podemos encontrar dos abiertos ajenos U y V tales que ACU y BCV.

DEMOSTRACION. Para cada x € B, consideremos las vecindades V, y U,
como en las hipotesis del lema. Notemos que la familia

V:{‘/x}xGBU{X\B}

es una cubierta abierta del espacio paracompacto X. Consecuentemente, exis-
te un refinamiento localmente finito { W, }nec 4. Consideremos el siguiente con-
junto

B={acABNW, #0}.
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De esta manera, tenemos que

BcV=|]JW.
a€EB
Por otro lado, afirmamos que A N W, = (0 para cualquier a € B. Para

convencernos de ello, supongamos lo contrario; es decir, que existe § € B,
tal que AN Ws # 0. Como {W,}aca es refinamiento de V, existe un punto
x € B, tal que W3 C V,. Por hipétesis, también existe una vecindad U, de
A tal que V, NU, = (. Como A C U,, se tiene que

U, NV, #0.

Pero esto tltimo sélo sucede si y sélo si U, NV, # 0, lo cual es una contra-
diccién. Consecuentemente, A N W, = () para toda « € B. Sea

U=Xx\JW..
aEB
Entonces A C U. Ademés, por la proposicién 8.1.2, |J W, = |J W,, por

aEB aEB
lo que U es un conjunto abierto. Como UNV =@, U y V son las vecindades

buscadas. O
Proposicion 8.1.6. Todo espacio paracompacto es normal

DEMOSTRACION. Sean A y B dos subconjuntos cerrados de X y fijemos
un punto arbitrario b € B. Como X es Hausdorff, para cada a € A, existen
dos vecindades ajenas, U, y V,, de a y de b, respectivamente. Aplicando el
lema 8.1.5, podemos encontrar dos vecindades ajenas U, y V;, de A y de b.
Hagamos esto para todos los puntos b € B. En estas condiciones, podemos
aplicar nuevamente el lema 8.1.5 para encontrar dos vecindades ajenas de A
y de B, U y V. Consecuentemente, X es un espacio normal, como se queria
demostrar. O

La paracompacidad es una propiedad débilmente hereditaria, como lo
veremos en la siguiente proposicion.
Proposicion 8.1.7. Sea X un espacio topologico paracompacto y F C X un
subespacio cerrado. Entonces F' es paracompacto.

DEMOSTRACION. Seald = {U,}aca una cubierta abierta de F' con abier-
tos en F. Para cada o € A, sea V, abierto en X tal que

Uy =V,NF.

Entonces V = {V, }aea U{X \ F'} es una cubierta abierta de X. Consecuen-
temente, existe un refinamiento localmente finito, digamos O. Asi,

W ={0NF|OeW},
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es el refinamiento localmente finito de U que estamos buscando. O

Teorema 8.1.8. Sean X wun espacio paracompacto, y U = {Uy}taca una
cubierta abierta de X. Entonces existe una cubierta abierta localmente finita,
V ={V,}a, tal que V, C Uy, para toda o € A.

DEMOSTRACION. Seald = {U, }ac4 una cubierta abierta de X. Entonces
W = {W C X|W es abierto en X, W C U, para algiin o € A}

es un refinamiento de U.

Como X es un espacio regular, YV es una cubierta abierta de X, y debido
a que X es paracompacto, podemos encontrar un refinamiento localmente
finito de W, digamos O. Supongamos que O = {Og3}ep, para algin conjunto
de indices B. Como O es refinamiento de W, también es refinamiento de .
Asi, podemos encontrar por cada 5 € B, un indice f(f) € A, tal que

Op C Uya).

Asi, podemos definir la siguiente coleccién: B, = {8 € B|f(8) = a}. Sea

Vo = U Og. Claramente {V, },eca €s una cubierta abierta para X. Ademsds,
BEBa
como O es localmente finita, también lo es {Os}sep,. Consecuentemente,

Va: UOﬂz U567

BEBa BEBa

por lo que V, C U,,.

Para completar la prueba, falta demostrar que {V,}aca es localmente
finita. Para ello consideremos un punto arbitrario x € X. Como O es local-
mente finita, existe una vecindad W de x tal que W N Op # 0 si y sélo si
B € {b,..., 0.} Entonces WNV, #0siysélosiac{f(fi),...,f(Bn)},

lo cual prueba lo que se queria. [

8.2. Particiones de Unidad

Las particiones de unidad son una herramienta de gran importancia tanto
en topologia como en analisis. Como lo veremos mas adelante, las particio-
nes de unidad estan intimamente relacionadas con las cubiertas localmente
finitas y consecuentemente, aparecen con frecuencia en el estudio de espacios
paracompactos. Veamos de qué se trata.

Primero recordemos que el soporte de una funcién ¢ : X — R definida
en un espacio topolégico X, se define como el siguiente conjunto:

sop ¢ = {z € X|p(z) # 0}.
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Definicién 8.2.1. Sea X un espacio topolégico y {Yataca una familia de
funciones continuas g, : X — [0,1] que satisfacen las siguientes dos propie-
dades:

1. La familia {sop ©a}taca €s localmente finita.

2. > walz) =1 para todo x € X.
acA

Entonces la familia {pa}aca se llama particion de unidad.
Ademds, sild = {Uy}a € A es una cubierta de X, se dice que {@a}aca
es una particion de unidad subordinada a U, si sop p, C U, para toda

a e A.

Teorema 8.2.2. 57 X es un espacio topoldgico paracompacto, entonces cual-
quier cubierta abierta U admite una particion de unidad subordinada a U

DEMOSTRACION. Sea U = {U,}ac4 una cubierta abierta del espacio pa-
racompacto X . Por el teorema 8.1.8, podemos encontrar una cubierta abierta
localmente finita V = {V,}aea, tal que V, C U, para toda o € A. Apli-
cando nuevamente el teorema 8.1.8, podemos encontrar una nueva cubierta
localmente finita {W,}aea, tal que W, C V, para todo o € A.

Por el lema de Urysohn, existen funciones continuas p, : X — [0, 1],
a € A, tales que:

po(z) =0, paratodo z € X \ Vi, pa(x) =1 para todo x € W,.

Consideremos la funcién ¢ : X — R dada por q(z) = > . 4 pa(2).

Afirmacién 1 g es una funcién continua.

Sea x¢g € X. Como V es localmente finita, existe una vecindad O de x
tal que ONV, si ysélosi a € {ay,...a,}. Entonces, para todo z € O y para
todo o € A\ {a,...a,}, se cumple que

Pal(z) = 0.
Asi,

a(z) = D _pal2) = D _pa(2)

acA
Consecuentemente, ¢g|o es en realidad una suma finita de funciones con-
tinuas y por tanto, ¢ es continua en todo O, como se queria demostrar.
Como W es cubierta de X, para cada x € X existe al menos un o € A,
tal que = € W,,. De esta manera, p,(z) = 1y por lo tanto ¢(x) > p,(z) > 0.
Asi, podemos definir ¢, : X — [0, 1] de la siguiente manera

Pa(7)
o(x) = .
(@) q(z)
Afirmacién 2. La familia {¢, } ac4 €s una particién de unidad subordinada
al.




8.3. EL TEOREMA DE STONE 185

Primero notemos que ¢, es el cociente de dos funciones continuas y por
lo tanto ¢, es continua para toda o € A. Ademds, como p,(z) < ¢(x) para
todo x € X, se tiene que

= Spoz(x) <1,

por lo que p,(z) € [0,1] para todo o € A y para todo = € X.
Por otro lado, notemos que

S ¢ Palt) _ Zpa g(a) = 1

ae feh ale )"

Por tltimo, notemos que si z € X \ Va, entonces p, () = 0y por lo tanto
wa(r) = 0. Asi, ©;1((0,1]) C V, por lo que
sop o = p1((0,1]) C V4 C U,,

lo cual demuestra que {©,}aca estd subordinada a U.

Para completar la prueba, faltaria demostrar que {Sop@a }taca es local-
mente finita, pero esto se sigue del hecho de que {V,}aea €s una familia
localmente finita y que {S0p@a aca s un refinamiento de esta ultima. O

8.3. El teorema de Stone

Definicion 8.3.1. Sea X un espacio topolégico y B una familia de subcon-
juntos de X. Se dice que B es discreta si cualquier punto x € X, posee una
vecindad que intersecta a lo mas a un elemento de B.
[e.e]
Por otro lado, diremos que B es o-discreta, si B = |J B,, donde cada
n=1

B, es una familia discreta.

Teorema 8.3.2. Toda cubierta abierta de un espacio métrico posee un refi-
namiento que es localmente finito y o-discreto.

DEMOSTRACION. Sea U = {Ug}ses una cubierta abierta del espacio
métrico (X, d). Fijemos un buen orden < en S. Para cada ¢ € N, defina-
mos inductivamente familias V; = {V;;}ses por

Vii= |J Ble27),
ceEKs

donde Kj; es el conjunto de todos los puntos ¢ € X que satisfacen las si-
guientes tres condiciones:

(21) s es el minimo tal que ¢ € U;
(22) c¢V,;paratodaj <i, yteS.
(23) B(c,3/2") C U,
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Para cada z € X, sea s € § el elemento minimo tal que z € Uy, y sea
i € N, tal que B(z,3/2") C U,. Entonces, x € V;; 6 x € V;; para algin j < i

y para algin t € S. En ambos casos, podemos concluir que V = (J V; es un
i=1
refinamiento de {Us}ses ya que Vi, C Us y V es cubierta de X.

Afirmamos que para todo ¢ € N, se cumple la siguiente propiedad:

(24)  Sizy € Vi, w2 €V, cons; < sy, entonces d(xy,z2) > 1/2.

En efecto, por la definicién de Vj, ; y de Vs, ;, existen puntos ¢, co € X que
satisfacen las propiedades (21)-(23) y

T € B(Cb 1/22) C ‘/;1,1'7 y T2 S B<627 1/22) C ‘/;2,i~

De la propiedad (23), se sigue que B(ci, 3/2") C Uy,, y de la propiedad (21) se
sigue que ¢z ¢ Us,. Entonces c¢o & B(cy,3/2") y por lo tanto d(cy,ca) > 3/2°.
Consecuentemente,

d(ﬂfl,xz) > d(Cl,Cz) — d(Cl,.CC1> — d(CQ,ZL’Q) > 3/21 — 1/22 — 1/2Z = 1/217

por lo que la propiedad (24) estd demostrada. De aqui se sigue que V; es una
familia discreta ya que toda bola de radio 1/2/™! sélo puede intersectar a lo
mas un elemento de V;. Asi, la familia ) es una familia o-discreta.

Faltaria demostrar que V es localmente finita. Para esto, es suficiente
demostrar que para toda t € S, se cumple la siguiente propiedad:

(25) si B(w,1/2%) C V;;, entonces B(z,1/27*) NV, ; =0,
paratodoi > j+kyseS.

Sabemos que V,; = |J B(c,27"). Ademés, por (22) si ¢ € K, entonces
CEK&Z'

c ¢ V,; para todo j < i. En particular, si ¢ > j + k. Pero B(z, 1/2%) c Vi,
por lo que

d(z,c) > 1/2F.
Consecuentemente,

B, 1/2*%) N B(e,1/2) = 0, parai > j+ k.

Por lo tanto, podemos concluir que V es un refinamiento localmente finito,
como se queria demostrar. O

Corolario 8.3.3. Todo espacio métrico es paracompacto.



8.4. EL TEOREMA DE NAGATA-SMIRNOV 187

8.4. El teorema de Nagata-Smirnov

Definicién 8.4.1. Sea X un espacio topolégico. Se dice que un subconjunto
A C X es Gg, si existe {Up, }nen una familia numerable de conjuntos abiertos,
tales que A = () U,.

neN
Por otro lado, diremos que A es F,, si existe { B, }nen una familia nume-

rable de conjuntos cerrados, tales que A =, o Bn-

Ejemplo 8.4.1. Si (X, d) es un espacio métrico, entonces todo conjunto ce-
rrado es Gs.
En efecto, llamemos O,, = {z € X|d(A4,z) < 1/n}. Afirmamos que O, es

abierto y que A = () O,.
neN
Sean = € O, y n = d(z,A) < 1/n. Entonces ¢ = 1/n —n > 0. De esta

manera, podemos considerar B(z,¢), la bola abierta con centro en x y radio
e. Asi, si y € B(z,¢), entonces

d(y, A) <d(y,z) +d(z,A) <e+n=1/n—n+n=1/n.

De este modo, podemos concluir que y € O,, y por lo tanto B(z,e) C O,, lo
cual prueba que O,, es un conjunto abierto.

Ahora demostremos que A = () O,. Claramente A es subconjunto de
neN
O,,, para toda n € N, por lo que la contencién

AcC ﬂon

neN

es evidente. Por otro lado, si x € [ O,, entonces d(z, A) = 0, por lo que

neN
x € A. Pero A es un subconjunto cerrado, por lo que A = A. De aqui que
(JOnCc A=A,
neN

y por lo tanto A = () O,.
neN

Observemos que si un subconjunto A de un espacio topoldgico es G si
o0

y s6lo si su complemento es F,. En efecto, A = () U,, donde cada U, es
n=1

abierto, siy s6losi X \ A= |J (X \ U,), donde cada X \ U, es un conjunto
n=1

cerrado.
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Lema 8.4.2. Sea X wun espacio reqular con una base o-localmente finita.
Entonces X es normal y todo cerrado en X es Gs.

DEMOSTRACION. Afirmacién 1. Para cualquier abierto W C X, existe
una sucesion de abiertos U, tales que

:Gm:@ﬁ
n=1 n=1

En efecto, sea B una base para la topologia de X que sea o-localmente
oo

finita. Entonces B = |J B, donde cada B,, es una familia localmente finita.

Sea &, = {B € BilB € B,, B C B C W}. Definamos, U, = |J B.
BEE,
Entonces U, es abierto y U, C W. Como &, C B,, se tiene que &, es

una familia localmente finita. Asi, podemos aplicar la proposicién 8.1.2-3, y
concluir que

Entonces U U, C U U,cWw.

Por otro lado como X es regular, para cada x € W, existe B € B, tal
que x € B C B C W. Entonces, existe ny € N, tal que B € B, por lo
oo
que B € &,. Consecuentemente, x € U, y por lo tanto W C |J U,, lo cual
i=1
demuestra lo que queriamos.
Afirmacién 2. Todo conjunto cerrado es un Gj.
Sea C' un subconjunto cerrado en X. Si W = X \ C, entonces W es
un conjunto abierto. Por el paso 1, existe una sucesién U,, de subconjuntos
abiertos tales que

wW=|]JU.
n=1
Entonces, C = () (X \ U,). Como cada X \ U, es un conjunto abierto,

n=1
podemos concluir que C' es un conjunto Gj.
Afirmacién 3. X es normal.
Sean C'y D dos subconjuntos cerrados y disjuntos de X. Por el paso
1, existe una familia numerable de subconjuntos abiertos {U, }nen, tal que
X\D = | U, = U U,. Entonces {U,} cubre a C'y cada U, es disjunto con

= n=1
D. De manera similar, existe una familia numerable de conjuntos abiertos
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{V,}nen que cubre a D y tal que V,, N C = (). Definamos los siguientes
conjuntos:

Entonces los conjuntos U = U U yV= U V! son dos vecindades disjuntas

de C'y D, respectivamente, lo cual demuestra que X es un espacio normal.
O

Cabe senalar que un espacio en el que cada conjunto cerrado es un Gy
recibe el nombre de espacio perfectamente normal.

Lema 8.4.3. Sea A un conjunto normal y A un subconjunto Gs de X. En-
tonces existe una funcion f: X — [0,1], tal que A= f~1(0).

DEMOSTRACION. Como A es Gs, X \ A es F,. Entonces existe una fa-
milia numerable de subconjuntos cerrados, {B,}, tal que X \ A = |J B,.
=1

n—=
Consecuentemente, para cada natural n, A y B, son conjuntos disjuntos,
por lo que podemos aplicar el lema de Urysohn para encontras una funcién
fn: X —[0,1], tal que

fn(a) =0, paratodoa € A, f,(x)=1, paratodoz € B,.

Construyamos f : X — [0,1] de la siguiente manera

— 1
= Z 2—nfn(ac)7 para todo x € X.
n=1

Por el criterio de Weierstrass, f es una funcion continua. Ademas, para todo
a € A, f(a) = 0. Por otro lado, si x € X \ A, entonces existe ng € N, tal que
x € B,,. Consecuentemente, f,,(x) =1,y por lo tanto

flz) > 1/2™ f, (x) =1/2" > 0.
Asi, podemos concluir que A = f71(0), lo cual prueba el lema. |

Teorema 8.4.4 (Nagata-Smirnov). Un espacio X es metrizable si y solo si
X es reqular y tiene una base o-localmente finita.

DEMOSTRACION. Primero supongamos que X es un espacio regular y
(o.9]
que posee una base B, o-localmente finita. Entonces, B = |J B,, donde cada

n=1
B,, es una familia localmente finita. Para cada B € B,,, usemos el lema 8.4.3

para encontrar una funcién f, g : X — [0,1/n] tal que
fnp(z) >0, paratodo z € B,
fnp(x) =0 paratodoz € X \ B.
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Afirmacién. La familia {f,, g} separa puntos de cerrados en X.

En efecto, sea D un subconjunto cerrado en X y x € X \ D. Entonces
existe una vecindad U de z disjunta de D. Luego, podemos encontrar un
abierto basico, B € B, tal que v € B C U. Ademas, existe ng € N, tal que
B € B,,. Consecuentemente, f,,, g(x) >0,y fu,.5(D) C fny.5(X\ B) = {0}.
De aqui se sigue inmediatamente que f(z) ¢ f(D). Por lo tanto { f,, g} separa
puntos de cerrados.

Sea J = {(n,B)|n € N, B € B,}. Por el teorema del encaje de Tychonoff,
la funcién F : X — [0,1]7 dada por

F(z) ={fn5(®)}mnpes

define un encaje topolégico, donde el producto topolégico [0,1]7 tiene la
topologia de Tychonoff, 7.

Ahora dotemos al conjunto [0, 1]7 con la topologfa uniforme, 7,. Es decir,
la topologia inducida por la métrica

d(z,y) = sup |2; — y;], donde z = {z;}, y = {y;}-
J

La topologia uniforme es mas fina que la de Tychonoff, por lo que la funcion
identidad

Id: ([0,1)7,7) = ([0,1)7, 7,)
es una funcién abierta. Asi, la funcién g : X — ([0, 1]7,7,), dada por g(x) =
F(x) es una funcién abierta. Para completar la prueba es suficiente demostrar
que g es continua.
Sea zp € X y € > 0. Para cada n € N, elijamos una vecindad U,, de z
que intersecte solo a un numero finito de elementos de B,,. Sean By, ... By,
dichos elementos. Entonces, si B # B,; (con i =1,...k,), se cumple que

fop(x) =0, para todo z € U,.

Por la continuidad de las funciones f, p,, (con i = 1,...k,), existe una
vecindad V,, de z( tal que

\fuB,: () — fup,.(x0)| < €/2, paratodoz €V, i=1,...k,.

Ademas, podemos suponer sin pérdida de generalidad que V,, C U,. Sea
p € N tal que 1/p < €/2. Definamos V' por

Entonces V' es una vecindad de xy. Notemos que para todo x € V,

d(g(), g(x0)) < €.
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En efecto, si n < p, entonces para toda x € V' y para todo B € B, se tiene
que

| fn,8(x) = fnB(70)] < /2.

Por otro lado, si n > p, entonces para todo x € X, y para todo B € B, se
tiene que

|fap(x) = fup(zo) <1/n<1/p<e/2

esto ultimo debido al hecho de que f,, p toma valores en el intervalo [0, 1/n].
Consecuentemente, podemos concluir que para todo = € V, se cumple que
d(g(x), 9(x0)) = sup |fup(x) — fup(zo)| <€/2 <e.
(n,B)eJ
Asi, podemos concluir que g es una funcién continua y por lo tanto X es
homeomorfo a un subespacio del espacio métrico ([0,1]7,7,), lo cual prueba
que X es metrizable.

Ahora supongamos que X es metrizable. Claramente X es un espacio re-
gular, por lo que sélo nos falta demostrar que X tiene una base c—localmente
finita. Para ello consideremos los siguientes conjuntos

U, ={B(z,1/n)}sex,

donde B(z,1/n) denota la bola abierta de centro en x y radio 1/n. Por el
teorema de Stone, X es paracompacto, por lo que podemos encontrar por
cada n € N un refinamiento localmente finito, B,,, de U,,.

o
Afirmamos que B = |J B, es base para la topologia de X. Primero
n=1
notemos que cada B € B, satisface que

d(x,y) < 2/n, para cualesquiera puntos z,y € B.

Por otro lado, dados x € X y ¢ > 0, existe m € N, tal que 2/m < e. Como
B,, cubre a X, existe B € B,, tal que x € B. Asi, para cualquier y € B, se
tiene que

d(z,y) <2/m <e.

Consecuentemente, © € B C B(x,¢), lo cual prueba que B es una base
o-localmente finita. O

Teorema 8.4.5. Sea X un espacio reqular. Entonces, las siguientes condi-
ciones son equivalentes:
Toda cubierta abierta de X tiene un refinamiento que es:

1. Clubierta abierta o-localmente finita.
2. Cubierta localmente finita.

3. Cubierta cerrada localmente finita.
4. Cubierta abierta localmente finita.
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DEMOSTRACION. (4 = 1). Es evidente.
(1 = 2). Sea U una cubierta abierta de X. Aplicando (1), encontremos
un refinamiento abierto V de U que sea o-localmente finito. Entonces

V=_JV.
n=1
donde cada V,, es una familia localmente finita. Para cada k£ € N, sea

Vi = U U.

UeBy

Luego, definamos para cada n € Ny para cada U € B, el siguiente conjunto:

S(U)=U\ |J V.

k<n
Notemos que S, (U) C U, para toda U € B,,. Asi, la coleccién

Cn, ={S.(U)|U € B,},

[e.9]

es un refinamiento de B,,. Consideremos C = |J C,. Afirmamos que C es
n=1

el refinamiento buscado. Para probarlo, necesitamos demostrar que C es una

cubierta localmente finita de X y que refina a /. Esto ultimo es consecuencia
inmediata del hecho de que C es refinamiento de V), el cual a su vez refina a
U.

Sea x € X. Necesitamos demostrar que x pertenece a algin elemento de
C y que existe una vecindad de x que sélo intersecta una cantidad finita de

oo
elementos de C. Como V = |J V, cubre a X, podemos encontrar un natural

n=1
ng con la propiedad de ser el minimo natural para el cual x pertenece a
algin elemento de V,,. Entonces x no pertenece a ningin elemento de de
Vi, 81 k < ng. Consecuentemente, z ¢ Vi, para toda k < ng. Ademds, existe
U eV, tal que z € U. Asi, podemos asegurar que

z e S, (U)— U Vi € C.
k<n
Por otro lado, como V), es localmente finita, para cada k = 1,...no,
podemos encontrar una vecindad Wj de x, que intersecte tinicamente una
cantidad finita de elementos de V. Si W, intersectara a un elemento S(V') €
Cy, entonces W, intersectaria a V' € Vy, puesto que Si(V') C V. Pero W}, sélo
intersecta una cantidad finita de elementos de Vj, por lo que sélo puede
intersectar una cantidad finita de elementos de Cy.
Ademaés, como U € V,,, U no puede intersectar a ningtn elemento de V,,
para toda n > ng. Consecuentemente, la vecinad

O=UNWiN--NW,,



8.4. EL TEOREMA DE NAGATA-SMIRNOV 193

intersecta sélo una cantidad finita de elementos de C, lo cual completa la
prueba de (1 = 2).

(2 = 3). Sean U una cubierta abierta de X y V la coleccién de todos
los conjuntos abiertos V, tales que V C U para algtin U € U. Por la regu-
laridad de X, la familia V es cubierta de X y por (2), podemos encontrar
un refiamiento localmente finito W, de V. Entonces, D = {W|W € W} es
un refinamiento cerrado de U, y por la proposicién 8.1.2-2, D es localmente
finito.

(3 = 4). Sea U una cubierta abierta de X. Por (3), podemos encontrar un
refinamiento cerrado B de U localmente finito. Para cada x € X, sea U, una
vecindad de x que intersecte inicamente una cantidad finita de elementos de
B. Entonces, la familia {U, },cx constituye una cubierta abierta de X.

Aplicando nuevamente (3), podemos encontrar C, un refinamiento cerra-
do y localmente finito de {U,},cx. Consecuentemente, cada elemento de C
intersecta unicamente una cantidad finita de elementos de B.

Para cada elemento B € B, sea

C(B)y={C|CecC, CcCcX\B}

Como la familia C es localmente finita, también lo es C(B) para cada B €

B. Aplicando la proposicién 8.1.2-3, podemos asegurar que [|J C es un
CeC(B)
conjunto cerrado para cada B € B. De aqui que el conjunto

E(B):X\( U)C)

cec(B

es abierto en X. Ademas, B C E(B) para toda B € B.

Por otro lado, recordemos que B es refinamiento de U, por lo que podemos
escoger para cada B € BB, un elemento U(B) € U, tal que B C U(B). Asi, si
definimos V(B) = E(B) N U(B), tenemos que B C V(B) para toda B € B,
por lo que la familia

V ={V(B)}pes

es una cubierta abierta de X. Ademds, como V(B) C U(B) € U, se tiene que
V es un refinamiento de /. Para completar la prueba sélo falta demostrar
que V es una familia localmente finita.

Primero observemos que cada elemento C' € C intersecta inicamente una
cantidad finita de elementos de V. Para ello notemos que si C' N E(B) # (),
entonces C' ¢ X \ B y consecuentemente B N C' # (). Pero recordemos que
cada elemento de C, sélo puede intersectar una cantidad finita de elementos
de B (por la construccién de C). Asi, C' intersecta tnicamente una cantidad
finita de F(B)’s y por lo tanto C' sélo puede intersectar un nimero finito de
elementos V(B) € V.
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Ahora consideremos un punto x € X y W una vecindad de x que inter-
secte unicamente una cantidad finita de elementos de C, digamos C', ... C,.
Entonces, se tiene que

el
=1

Como cada C; intersecta una cantidad finita de elementos de V, digamos
V(Bi1)...V(Biyg,), se sigue que si W NV(B) # 0, entonces B = B, ;, con
t=1,...n, 7 = 1,...k;. Es decir, W intersecta inicamente una cantidad
finita de elementos de V, como se queria demostrar. O

8.5. Ejercicios

1. Sea X un espacio de Hausdorff. Supongamos que existe una cubierta
abierta numerable, {U,},en, tal que U, es compacto, y U, C U,y
para toda n € N. Demuestra que X es paracompacto.

2. Sea X un espacio regular. Supongamos que existe una cubierta abierta
numerable, {U, }nen, tal que U, es paracompacto. Demuestra que X
es paracompacto.

3. Demuestra que en un espacio métrico, todos los subconjuntos abiertos
son F.

4. Considera el conjunto de los irracionales con la topologia heredada
de la recta real. Demuestra que éstos constituyen un conjunto Gy.

5. Demuestra que un espacio es metrizable si y sélo si es regular y tiene
una base o discreta.



Capitulo 9

Espacio de Funciones

Consideremos dos espacios topolégicos X, Y, v denotemos por YX al

conjunto de todas las funciones f : X — Y. Esto es, YX = [] Y, donde
zeX
Y, =Y para todo z € X.

Llamemos C(X,Y), al subconjunto de YX que consta de todas las fun-
ciones continuas f : X — Y. Existen muchas maneras de dotar al conjunto
C(X,Y) de una topologia, en este capitulo se estudiaran las mas usuales, sus
caracteristicas, ventajas y relaciones.

9.1. Topologia punto-abierta

Si X y Y son dos espacios topoldgicos, para cada punto x € X y para
cada abierto U C Y denotaremos por M (z,U) al siguiente subconjunto de

C(X,Y):
M(z,U)={f e C(X,Y)| f(z) eU}.
Definicién 9.1.1. Sean X y Y espacios topoldgicos. Llamemos I a la colec-
ciLon
I'={M(z,U)|x € X,U abierto en Y} .
Como I" cubre al espacio C(X,Y) (De hecho C(X,Y) € I" ya que C(X,Y) =
M(z,Y) para cualquier x € X ), existe una unica topologia en C(X,Y) para

la cual T' es sub-base. Esta topologia recibe el nombre de topologia punto-
abierta.

En lo sucesivo, al conjunto C(X,Y’) dotado de la topologia punto-abierta,
lo denotaremos por C,(X,Y).

Ejemplo 9.1.1. Sean X un espacio topoldgico discreto y Y un espacio ar-
bitrario. Ya que cualquier funciéon f : X — Y resulta continua, los conjuntos
C(X,Y) y YX coinciden. Ademds, para cada abierto U C Y y para cada
punto x € X, se tiene que M (z,U) = ;1 (U), donde 7, : Y¥ — Y denota
la proyeccién en la x—ésima coordenada. Por lo tanto el espacio C,(X,Y)

coincide con Y¥ dotado de la topologia producto.

195
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Recordemos que una sucesion de funciones (f,),cn, fo 1 X — Y con-
verge puntualmente a una funcién f : X — Y, si la sucesion (f,.(2)),cn
converge a f(x) para cada punto z € X. La topologia punto-abierta tam-
bién suele llamarse topologia de la convergencia puntual. La siguiente
proposicién esclarece porqué:

Proposicién 9.1.2. Sean (f,), oy una sucesion en C,(X,Y) y f € Cp(X,Y).
Entonces (fn), ey converge a f en C,(X,Y) siy solo si(fn),cn converge pun-
tualmente a f.

DEMOSTRACION. Supongamos que (f,),cy converge a f en Cy(X,Y).
Consideremos € X y U C Y una vecindad de f(x). Entonces M(x,U) es
una vecindad de f en Cp(X,Y). Como (f,),cy converge a f en C,(X,Y),
existe Ny € N tal que para todo n > Ny, f, € M(z,U). Consecuentemente,
para todo n > Ny, fn(x) € U, lo cual prueba que la sucesién (f,(z))
converge a f(x), como se queria demostrar.

Ahora supongamos que (fy),cy converge puntualmente a f. Sea W =

neN

quier i = 1,...,k, se tiene que f(x;) € U;, por lo que U; es una vecindad de
f(@i).

Como (fy(2i)),cn converge a f(x;) para todo i =1,...,k, existe N; € N
tal que para todo n > N;, se cumple que f,(x;) € U;. Sea

k
M (z;,U;) una vecindad bésica de f en C,(X,Y’). Notemos que para cual-
=1

k

Entonces, si n > Ny, se tiene que f,(z;) € U; para todo i = 1,..., k. Luego,
fn € M(x;,U;) para todoi =1,...,k y con ello, f, € W para todo n > Nj.
Asi, queda demostrado que (f,),cy converge a f en Cp(X,Y). O

Teorema 9.1.3. Sean X y Y espacios topologicos. Entonces Cp(X,Y) es

homeomorfo a un subespacio del producto Y* = ] Y.
reX

DEMOSTRACION. Consideremos la funcién ¢ : C,(X,Y) — [] Vi, dada

zeX
por

O(f) = (f(2))pex -

Demostremos que ¢ es un encaje.
Si f # g, entonces existe zo € X tal que f(zg) # g(xo), por lo que
o(f) = (f(2)),ex # (9(2)),ex = ¢(g). Asi queda demostrado que ¢ es

inyectiva.
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Veamos que si (U,) = 7, 1(U) es un abierto subbésico de YX, entonces

¢ ((Un) = {f € Co(X,Y) | 6(f) € (Un)}
={feGX.Y)]| f(z) eU}
= M(z,U),

con lo que hemos probado que ¢ es continua.
n
Por otro lado, si O = [ M(z;,U;) es un abierto bésico en C,(X,Y),
i=1

entonces f € O siysélosi f(z;) € U; paratodai=1,...,n. Esdecir, f € O
siy sélo si ¢(f) € (Uy,...,U,). Por lo tanto,

¢(O) = <U17 ey Un> N ¢(CP(X7 Y))a

lo cual prueba que ¢ es una funcién abierta (sobre su imagen) y por lo tanto
es un encaje. O

La proposicién anterior evidencia que en la topologia de la convergencia
puntual para C'(X,Y) la topologia de X cobra relativamente poca impor-
tancia en la estructura de C,(X,Y’) (tan sélo toma parte en determinar el
conjunto subyacente). La topologia punto-abierta presenta més desventajas,
una de ellas el hecho de que una sucesion de funciones continuas puede con-
verger puntualmente a una funcion discontinua. El siguiente ejemplo nos
ilustra este hecho.

Ejemplo 9.1.2. Sea X =Y = [0, 1]. Para cada entero positivo n, denote-
mos por f, : X — Y ala funcién dada por f,(z) = =". Entonces la sucesién
(fn)nen converge puntualmente a la funcién discontinua f : X — Y, dada

por
0 si0<r<l,
f(z) = .
1 six=1.

Por esta razon, en la siguiente secciéon buscaremos otra topologia para
C(X,Y) en la que no ocurra lo anterior.

9.2. Topologia de la Convergencia Uniforme de funciones

Si Z es un espacio metrizable y d es una métrica que define la topologia
de Z, diremos que d es acotada si

sup{d (z1,22) |21 € Z, 20 € Z} < 00.
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Notemos que un mismo espacio metrizable puede tener distintas métricas que
definan su topologia, algunas de las cuales pueden ser acotadas y otras no.
Por ejemplo, si Z = R, podemos considerar las métricas d; y do definidas por

dl (:E,y)=|x—y|, dg(x,y)zmin{1,|x—y|}

Ambas métricas generan la topologia euclidiana en R. Sin embargo, la métrica
dy es acotada mientras que la métrica d; no lo es.

Definicién 9.2.1. Sean X un espacio topologico y'Y un espacio metrizable.
Supongamos que d es una métrica que define la topologia de Y. Diremos que
una funcion f: X — 'Y es d-acotada, si

sup{d (f(z1), f(x2)) | 1,22 € X} < 00

El conjunto de todas las funciones f : X — Y continuas y d-acotadas
serd denotado por BC(X,Y,d) y cuando no haya riesgo de confusion lo lla-
maremos simplemente BC(X,Y).

Podemos hacer notar que si Y es un espacio métrico y d; # ds son dos
métricas distintas, en general los conjuntos BC(X,Y;d;) v BC(X,Y;ds)
pueden ser distintos.

Por otro lado, si d es una métrica acotada, entonces BC(X,Y;d) =
C(X,Y). También se puede observar que si X es un espacio compacto y
Y es un espacio metrizable, entonces por el teorema de Weierstrass toda fun-
cién continua f : X — Y es d-acotada, para cualquier métrica d que defina la
topologia de Y. Asi, en este caso, los conjuntos BC(X,Y) y C(X,Y’) también
coinciden.

Proposicion 9.2.2. Sean X un espacio topoldgico, Y un espacio metrizable
y d una métrica que defina la topologia de Y. Consideremos la funcion

d*: BC(X,Y,d) x BC(X,Y,d) >R

dada por
d* (f,g) = sup{d (f(z),9(x)) | € X}.

Entonces d* define una métrica en BC(X,Y,d) la cual llamaremos métrica
del supremo. La topologia en BC(X,Y,d) generada por d* recibe el nombre
de topologia de la convergencia uniforme.

La demostracion es muy simple y la dejamos como ejercicio al lector.

Asi, si d es una métrica que define la topologia de un espacio Y y X es
cualquier espacio topolégico, el par (BC(X,Y,d),d*) es un espacio métrico.
Si la métrica d es acotada, tendriamos que d* define una métrica en C'(X,Y).
En este caso, denotaremos a dicho espacio por C,(X,Y,d) y cuando no haya
riesgo de confundirnos sobre qué métrica d se esta considerando, lo denota-
remos simplemente por C,(X,Y).
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En el siguiente ejemplo veremos que dos métricas equivalentes en Y, pue-
den definir distintas topologias en C(X,Y).

Ejemplo 9.2.1. Sea X =Y = R. Consideremos las métricas d; y dy en R,
dadas por

T Yy
T+ x| 1+1yl|

Ambas métricas generan la topologia euclidiana en R. Ademds, como las
dos métricas son acotadas, los siguientes conjuntos coinciden:

BC(X,Y,d) = BC(X,Y,dy) = C(X,Y)

Sin embargo, la topologia generada por di es distinta a la generada por
ds. Para convencernos de ello, consideremos para cada n € N, la funcién
fn: X — Y dada por

dl (m,y) = min{lv ‘.’17 - y‘}a d2 (x,y) -

f(w):{x’ sixz <n,

n, six>n.

Entonces (fy),cy € una sucesion contenida en C(X,Y). Sea f: X — Y la
funcién identidad. Notemos que

dy (fn, f) = sup{dy (fu(2), f(2)) |2 € X} = sup{dy (fu(2),2) |2 € X} =1,

por lo que la sucesién (fy), oy no converge a f en Cy(X,Y;d;).
Sin embargo, si © < n entonces ds (f,(x), f(x)) = 0. Por lo tanto,

n x
ds ny = d n ) - - .
5 (far f) sup 2 (ful2), f(2)) A d el g
Pero i es creciente, por lo que
< n T n x n 1
u —_ = —_ = —_ = .
zZIZ 14+n 14z z=oo |1l +n 1+2x 1+n n—+1

Consecuentemente, d; (f, f) < %, lo cual nos permite concluir que (f,,), oy
converge a f en C,(X,Y;dy). Asi, podemos observar que la topologia gene-
rada por dj no coincide con la topologia generada por dj.

Dados dos espacios topolégicos X y Y, denotemos por
C*"(X,Y) = {f e C(X,Y) | f(X) es compacto}.

Teorema 9.2.3. SiY es metrizable, la topologia de la convergencia uniforme
en C*(X,Y) depende tinicamente de la topologia de Y y no depende de la
métrica de Y .
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DEMOSTRACION. Sean d; y do dos métricas equivalentes en Y (es decir,
la topologia generada por d; coincide con la generada por dy). Para demostrar
el teorema, hace falta probar que las métricas dj y d; son equivalentes. Para
ello, es suficiente mostrar que si una sucesion (f,),cy € C*(X,Y’) converge a
una funcién f en la métrica dj entonces también converge a f en la métrica
d} y viceversa.

Supongamos que (f,)nen converge a f con la métrica df. Entonces

dy (fn, f) ~ 0.

Supongamos que (f,),cy DO converge a f con la métrica d;. Entonces existe
€ > 0 y una subsucesion (fy, ).cy tal que

dy (fn,, f) > € para todo k € N.

Pero di (fn,, f) = sup {dz (fn(x), f(x)) | x € X}. Por esta razén, existe una
sucesion
(k) peny C X, tal que

dy (fri (2k), f(21)) > €.

Pero (f(xx)),en C f(X) y por hipétesis f(X) es compacto. Por consiguiente,

existe una subsucesion de (f(xx)),cy que converge a un punto z € f(X).
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que la sucesién misma (f(zx)),cy
converge a z en Y. Mas atin, como las métricas d; y do son equivalentes,
podemos asegurar que las sucesiones dy (f(x),2) y do (f(zx), 2z) convergen
ambas a 0. Por otro lado, como (f,,),cy converge a f en la métrica df, y
como

dy (fy (@), f (1)) < dy (s 1)

podemos concluir que la sucesion (fy, (7x)),cy converge a z en la métrica di;
es decir,

Recordemos que las métricas d; y dy son equivalentes, entonces la sucesién
ds (fn, (z1), 2) también converge a 0. Como consecuencia, existe k suficiente-
mente grande para asegurar que

dy (i (), 2) <€/2y da (2, f(2x)) <e/2.
Luego,

e < dy (fag (wr), f(z1)) < do (frg(Tr), 2) +da (2, fz1)) <€/2+¢e/2=¢,

lo cual es una contradiccion. Esta contradiccion nos permite concluir que
(fn)nen también converge a f en la métrica d5. Analogamente podemos mos-
trar que la convergencia en la métrica dj implica convergencia en la métrica
di, asi que dj y dj son métricas equivalentes. 0J
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Observemos que si X o Y es compacto, entonces los conjuntos C*(X,Y)
y C(X,Y) coinciden. De aqui podemos concluir que C*(X,Y) = C,(X,Y)

En otras palabras, si X oY es compacto, entonces la topologia en C,, (X, Y)
depende tnicamente de la topologia en Y y no de la métrica que le demos a
éste.

9.2.1. Convergencia Uniforme.

Definicién 9.2.4. Sea X un espacio topoldgico y (Y, d) un espacio métrico.
Diremos que una sucesion de funciones continuas, (fy),cy € C(X,Y) con-
verge uniformemente a una funcion f : X — Y si para todo € > 0 existe
Ny € N tal que si n > Ny, entonces d (fn(z), f(z)) < e para todo z € X.

El siguiente teorema nos muestra por qué la topologia de la convergencia
uniforme recibe este nombre.

Teorema 9.2.5. Sea X un espacio topoldgico y (Y,d) un espacio métrico.

Entonces los siguientes enunciados se cumplen:

a) Si (fn)pen €5 una sucesion en BC(X,Y') que converge uniformemente a
una funcion f: X — Y, entonces f € BC(X,Y).

b) La sucesion (fn), ey converge uniformemente a f en X siy sélo si (fp),cn
converge a f en la topologia de la convergencia uniforme en BC(X,Y).

DEMOSTRACION.

a) Sean xyp € X y € > 0. Como (f,),cy converge uniformemente a f,
podemos encontrar Ny € N tal que para todo x € X y n > Ny, se cumpla
que

d(fu(2), f(x)) < /3.

Sea n > Ny. Como f, es continua, existe una vecindad U de x, tal que para
todo x € U, se tiene

d (fu(wo), fu(x)) < /3.

Asi, si x € U podemos concluir que

d(f (o), f(x)) < d(f(0), fu(20)) + d(ful20), fu()) + d(fnl(2), f())
<e/3+¢/3+¢/3

= £

y por lo tanto f es continua.
Ahora veamos que f es d—acotada. Para ello, notemos que para todo
n € N existe M,, € N tal que
sup d (fn(2), fa(y)) < M.

z,yeX
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Asi, para cualquier par de puntos z,y € X, se tiene que

d(f(x), [(y)) < d(f(2), fu(@)) + d(fu(2), fu(y)) + d(fa(y), [ ()
<e/3+M,+¢/3
=M,+2/3=M

Luego,
sup d (f(x), f(y)) < M < oo,

z,yeX

por lo que podemos concluir que f es d—acotada, como se queria demostrar.

b) Supongamos que (f,,) converge uniformemente a f en X. Entonces,
dada ¢ > 0, existe Ny € N tal que para todo n > Ny y para todo z € X se
cumple que

d(fnlx), f(2)) < /2.

Asi, si n > Ny, tendriamos que

d* (fn, f) = Sg}gd(fn(% f(x)) <ef2<e.

De esta manera podemos concluir que (fy), oy converge a f en BC(X,Y).
Por otro lado, si (fy),cy converge a f en BC(X,Y), dada ¢ > 0, existe
Ny € N, tal que para todo n > Ny, se cumple que

d* (fu, ) <€

Pero d* (f,, f) > d(f.(2), f(x)) para todo z € X. Asi, si n > Ny, tendriamos
que para todo x € X, d(f.(z), f(x)) < &, 1o cual demuestra que (f,,) converge
uniformemente a f en X. [

Definicién 9.2.6. Sean X yY espacios topoldgicos. La funcion 2 : C(X,Y)x
X — Y dada por

Qf,z) = flz)
recibe el nombre de funcion evaluacion.

Ademas, diremos que una topologia T para C(X,Y) es admisible si la
funcion evaluacion es continua.

Una de las ventajas de la topologia de la convergencia uniforme, es que
resulta admisible como veremos a continuacién.
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Teorema 9.2.7. Sean X un espacio topolégico y (Y, d) un espacio métrico.
Entonces la topologia de la convergencia uniforme en BC(X,Y;d) es admi-
sible.

DEMOSTRACION. Sean (fy, 7o) € C(X,Y;d) x X y € > 0. Llamemos
U = B(f(x0),g/2). Por la continuidad de fy, el conjunto V = f; *(U) es una
vecindad de zg. Sea O = B(fy,¢/2) C C(X,Y;d). Consideremos (f,z) €
O x V. Entonces d* (f, fo) < €/2, por lo que

d(f(x), fo(x)) < /2.

Por otro lado, como x € V, se tiene que

d (fo(), fo(zo)) < e/2.

Asi,
d(Q(f,z), 2 fo, w0)) = d (f(z), fo(wo))
< d(f(x), folz)) +d(fo(x), fo(xo))
<e/2+¢e/2=c¢,
lo cual prueba que {2 es continua. O

Como consecuencia del teorema anterior se tiene el siguiente corolario.

Corolario 9.2.8. Sean X un espacio topoldgico y (Y,d) un espacio métri-
co. Consideremos el espacio BC(X,Y') con la topologia de la convergencia
uniforme. Si (fn),en €5 una sucesion en BC(X,Y) que converge a f en
BC(X,Y), y si(xn),cy €5 una sucesion en X que converge a un punto x € X,
entonces la sucesion (f,(7,)),cy converge a f(x).

DEMOSTRACION. Consideremos la sucesion (f,,z,) en BC(X,Y) x X.
Por hipétesis, dicha sucesién converge a (f, ). Por otro lado, como la funcién
evaluacion {2 es continua, se tiene que

Tim (. 70)) = QU 2).

Pero Q(fn, xn) = fulzn) v Q(f,z) = f(x). Consecuentemente, la sucesién
(fu(zn)),en converge a f(x), como se querfa demostrar. O

La admisibilidad de la topologia de la convergencia uniforme es una ven-
taja mas sobre la topologia de la convergencia puntual, ya que esta ultima
no siempre es admisible. Veamos un ejemplo.
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Ejemplo 9.2.2. Consideremos el espacio C,(I,R) donde I denota el inter-
valo [0, 1]. Para cada n > 1, llamemos f, : I — R a la funcién continua dada
por

1—nx, si0<zx
f”('x> = {nw—l 1

n—1" n —
Entonces la sucesion (fy), oy converge puntualmente a la funcién cons-
_ sz 1
tante f dada por f(x) = 1Vx € I. Por otro lado la sucesién (%)%N
en I a 0. Si la funcién evaluacion fuera continua, tendriamos que

converge

lim f(1/2n) = lim Q(fy,1/2n) = Q(f,0) = 1.

Sin embargo, para cada n > 1 tenemos f,(1/2n) =1 —n(1/2n) = 1/2,
por lo que la sucesién f,,(1/2n) converge a 1/2, lo cual contradice la igualdad

anterior. Asi, podemos concluir que la topologia de la convergencia puntual
en C,(1,R) no es admisible.

9.3. La topologia compacto-abierta

Definicién 9.3.1. Sean X y Y dos espacios topologicos. Para cada par de
conjuntos K C X yU CY, definamos

MK, U)={feC(X,Y)| f(K)CU}.

Llamemos 7. a la topologia en C(X,Y") generada por la siguiente sub-base:

{M(K,U) | K es compacto en X y U es abierto en Y} .



9.3. LA TOPOLOGIA COMPACTO-ABIERTA 205
T. recibe el nombre de topologia compacto-abierta, y el espacio topoldgico
(C(X,Y),7.) se denota por C.(X,Y).

De la definicién anterior, se sigue inmediatamente que la topologia de la
convergencia puntual es mas débil que la topologia compacto-abierta. Veamos
algunas propiedades elementales de esta ultima topologia.

Proposicion 9.3.2. Sean X y Y espacios topologicos, K, Ky, Ko, ..., K,
subconguntos de X y W, Wy, Wy, ..., W, subconjuntos de Y. Entonces los
siguientes enunciados se cumplen:

(a) i(:]lM(KZ-,W) - M( U Ki,W>.
0 fp o = (o ).

(c) i(:]lM(Ki,Wi) c M( L;j Lnj )

DEMOSTRACION. (a) Sea f € ﬂ M(K;,W). Entonces f(K;) C W para
i=1
todoi=1,...,n,y por lo tanto,

f(OK@) cW.

i=1
Asi, f e M( U Ki,W> por lo que (| M(K;,W) C M( U Ki,W>
i=1 i=1 i=1
Por otro lado, si f € M( U Ki,W>, entonces f(K;) C f (U KZ-) cWwW
i=1 i=1

para todo ¢ = 1,...,n, con lo que f € [ M(K;, W), lo cual prueba que
i=1
m M(EK;, W) = ( U Ki,W>.
(b) Si f € ﬂ M(K,W;), entonces f(K) C W; para todo i = 1,...,n

Asi, f € M(K N I/VZ), y por lo tanto,
i=1

(M M(K,W;) C M(K, ﬂW)
i=1 i=1
Por otro lado, si f € M(K, N Wi>, entonces

=1

f(K) C (]VVZ C Wy, paratodok=1,...,n.

=1
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Luego, f € (| M(K,W;), por lo que (| M(K,W;) = M(K, N I/VZ)

=1 =1 =1
(c) Sea f € (| M(K;,W;). Entonces, para cada i = 1,...,n, se tiene que
i=1

n

f<£J1Ki> C UWi,

i=1
por lo que f € M ( UK, U Wi>, como se queria demostrar. [

i=1 =1
Proposicion 9.3.3. Sean X y Y espacios topoldgicos, K C X un subcon-

Junto compacto y W C Y un subconjunto abierto. Entonces M(K,W) C
M(K,W).

DEMOSTRACION. Sea g € YX \ M(K,W). Basta demostrar que g ¢
M(K,W). Como g(K) ¢ W, existe a € K tal que g(a) € Y \ W. Llamemos
V = Y \ W. Entonces V es abierto en Y y g € M({a},V), por lo que
M ({a},V) es una vecindad abierta de g en C.(X,Y).

Notemos que para todo f € M({a},V), f(a) € V C Y\ W, y por lo
tanto f ¢ M(K,W). De esta manera M ({a},V) N M(K,W) = 0, lo cual
prueba que g ¢ M (K, W), como se queria demostrar. O

Veamos un ejemplo sencillo que ilustre los sub-bésicos de la topologia
compacto-abierta.

Ejemplo 9.3.1. Consideremos X =Y =R, K =[1/2,1] y W = (1/5,1+
1/5). Sean f,g,h € YX donde:

f(z) =2?% g(x) ==, h(x) =e" paratodoz € R
Entonces f,g € M(K,W) pero h ¢ M(K,W).

Proposicién 9.3.4. Sean X y Y espacios topologicos. Entonces Y se puede
encajar en Co(X,Y).

DEMOSTRACION. Para cada punto y € Y, definamos la funcién constante
¢y : X — Y mediante

¢y(x) =y para todo z € X

Notemos que ¢, € C(X,Y) y demostremos que el conjuntoC = {¢, |y € Y}
dotado de la topologia inducida por C.(X,Y’) es homeomorfo a Y.
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A

flx) =22
h(x) =e
11/5
agx) =x
1

1/5

v

172 1

Afirmamos que para cualesquiera subconjuntos A ¢ X y V C Y, ¢, €
M(A,V)siysélosiyeV.

En efecto, si ¢, € M(A,V), entonces ¢,(A) = {y} C V. Por otro lado,
si y € V para cualquier subconjunto A C X, {y} = ¢,(4) C V, por lo que
¢, € M(A,V), como se queria demostrar.

Definamos h : Y — {¢, |y € Y} C C.(X,Y) por h(y) = ¢,. Es claro que
h es biyectiva. Para demostrar la continuidad de h consideremos yy € Y y
una vecindad sub-bésica M (A, V') de ¢,,. Como ¢,, € M(A,V), se tiene que
yo € V. Ademas, si z € V, por la afirmacion ¢, € M(A, V). Asi

h(V)C M(A,V),

lo cual demuestra la continuidad de h.

Ahora demostremos que h es abierta. Sea V' C Y abierto en Y y h(yg) =
¢y, € h(V). Consideremos cualquier conjunto compacto A C X. Por la afir-
macién anterior, ¢,, € M(A,V). Por otro lado, si ¢, = h(z) € M(A, V),
entonces z € V' y por lo tanto h(z) € h(V). Asi, llegamos a que

h(yo) € M(A,V)NC C h(V),
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de donde podemos concluir que h(V') es abierto en C. Por consiguiente,
h es abierta y por lo tanto es un homeomorfismo entre Y y C C C.(X,Y), lo
cual completa la prueba. [

Se demostro en la proposicion anterior que Y es homeomorfo al subespacio
de C.(X,Y) compuesto por las funciones constantes. Cabe observar aqui que
la topologfa relativa que induce la topologia compacto-abierta en C = {c¢, |
y € Y} de hecho coincide con la topologia relativa inducida por la topologia
punto-abierta. Esto ya que para todo A C X, z € X, y V abierto en Y,

M(AV)NC=M({z},V)NC={c,eC|yeV}

Ademsds si Y es un espacio métrico, M (A, B:(y)) N C = B.(¢,) = {c, €
C | z € B:(y)}, asi que la topologia relativa en C inducida por la topologia
de convergencia uniforme también coincide con la que induce la compacto-
abierta.

Proposicién 9.3.5. Sean X y Y espacios topolégicos. Si Yy es un subespacio
de Y, entonces C.(X,Yy) es homemorfo a un subespacio de C.(X,Y).

DEMOSTRACION. Notemos que

C(X,Yy) ={f:X = Yy| f es continua}

={f: X =Y |f(X)CYyy f escontinua} C C(X,Y).

Asi, C'(X,Yp) es un subconjunto de C'(X,Y). Para terminar la prueba,
demostraremos que la topologia compacto-abierta en C(X,Yy) coincide con
la topologia del subespacio inducida por C.(X,Y’). Para esto bastard probar
que cada subbdésico en una topologia es un abierto en la otra, o mas ain, que
estas familias de hecho coinciden. Recordemos que V' C Y| es abierto en Yj
si y solo si existe V' C Y, abierto en Y, tal que V =V'NY,.

Sea A C X un subconjunto compacto y V C Y abierto. Entonces
M(A,V) es sub-basico de C.(X,Yp). Pero, si f € M(A, V) C C(X,Y),
entonces f(A) CV =V'NY, C V', porlo que f € M(A,V')NC(X,Y).

Andlogamente, si f € M(A,V')NC(X,Yy), entonces f(A) C V'y f(A) C
f(X) C Yy, por lo que f(A) € V' NY, = V. Consecuentemente, f €
M(A, V) C C(X,Yy), lo cual demuestra que

M(A, V) = M(A, V') N C(X, Yp).

De esta forma, podemos concluir que los sub-bésicos de C.(X,Yp) en la
topologia compacto-abierta coinciden con los sub-basicos de C'(X,Y}) con la
topologia inducida de C.(X,Y), lo cual completa la prueba. O
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Si X es un subespacio del espacio topoldgico X, no necesariamente sucede
que C.(Xo,Y) sea subespacio de C.(X,Y"). Para convencernos de ello veamos
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9.3.2. Sea X =[0,1], Xo = (0,1] y Y = R. Consideremos la fun-
cién f € C.(Xo,Y) dada por
f(z) =sin(1/x).

Como f no se puede extender continuamente a todo X, f ¢ C(X,Y), y por
lo tanto C.(Xo,Y) ¢ C.(X,Y).

Teorema 9.3.6. Sean X yY dos espacios topoldgicos. Entonces los siguien-
tes enunciados se cumplen:

(a) Y es Hausdorff si y sélo si Co(X,Y) es Hausdorff.
(b) Y es reqular si y solo si Co(X,Y) es regular.

DEMOSTRACION. Por la proposicién 9.3.4, se tiene que Y es homeomor-
fo a un subespacio de C.(X,Y). De este modo, si C.(X,Y) es Hausdorff o
regular, cualquier subespacio Z C C.(X,Y’) serd Hausdorff o regular, res-
pectivamente. En particular, el subespacio homeomorfo a Y es Hausdorff o
regular, y por lo tanto Y es Hausdorff o regular, respectivamente.

Demostremos las otras implicaciones.

(a) Supongamos que Y es Hausdorff. Considermos f,g € C.(X,Y), tal
que f # g. Entonces existe xy € X tal que f(xg) # g(zg). Como Y es
Hausdorff, existen dos vecindades ajenas U y V, tales que f(zg) € U 'y
g(xg) € V. Luego, M({xo},U) y M({zo},V) son vecindades de f y de g en
Ce(X,Y). Si M({z0},U) N M({xo},V) # 0, existirfa h € C.(X,Y) tal que
h(zg) € Uy h(zo) € V, con lo que U y V no serian ajenas. Este hecho, nos
permite concluir que

y por lo tanto C.(X,Y) es de Hausdorft.

(b) Supongamos que Y es regular. Sean f € C.(X,Y) y M(A,V) una
vecindad de f. Entonces f(A) C V. Como f(A) es compacto y Y es regular,
podemos encontrar una vecindad W tal que

flAycwcwcV.
Luego, aplicando la proposicién 9.3.2, podemos concluir que

feMAW)C MAW)C M(A W) C M(A,V),
lo cual prueba que C.(X,Y) es regular. O
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Teorema 9.3.7. Sean X y Y espacios topologicos. Si X es reqular, entonces
los siguientes dos enunciados se cumplen:

a) Si T es sub-base para la topologia de Y, entonces la coleccion
{M(A,G)| AC X compacto, G € '}

es sub-base para C.(X,Y).

b) Sea C una familia de subconjuntos compactos de X. Supongamos que pa-
ra cada compacto A C X y para cada vecindad U de A en X, existen
compactos C1,...,C, € C tales que

AC Lnj C; cU.
i=1
Entonces la coleccion
{M(C,G)|CelC,GeTl}
es sub-base para C.(X,Y).
DEMOSTRACION.
(a) Es suficiente probar que dados f € M(A,V) C C.(X,Y), con A C X

compacto y V' C Y abierto, existen compactos A; C X y abiertos G; € T’
i€ {l,...,n}, tales que

feﬁMMMMCMMM)

i=1

Como V' es abierto en Y, podemos expresar V = |[J V, donde cada
acA

k(o)

Vo= () G, con G¥ € T'. Ademas, f(A) C |J Vo y como A es compacto su
i=1 acA

imagen f(A) también lo es. En consecuencia, existen aq, ..., a,, tales que

Asf, Ac U fH (Vo).

i=1
Afirmacién. Existen compactos Ay, ..., Ay, tales que A = |J A; y 4; C
i=1
1 (Va,)-

Para cada a € A existe oy, i = 1,...,n, tal que a € f~1(V,,,). Como X es
regular, podemos encontrar una vecindad U, de a tal que

acU,cU,C f V).
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Asi, la familia {U, },ca es una cubierta abierta del compacto A y por lo tanto
podemos extraer una subcubierta finita, digamos {U,,, ..., U,, }. Notemos
que

AcC OUM C OU%-
=1 =1

Ademés, para cada i = 1,...,m, existe j € {1,...,n}, tal que U,, C
f7*(Va,)- Definamos

A= J{Ua, N AT, C 7 (Vo) }-
Como A es compacto cada subconjunto cerrado de A U,_; N A también lo
es. Entonces A; es compacto para todo i € {1,...,m} y ademds A = [J 4;
j=1
y A; € f71(V4,), lo cual demuestra la afirmacién.
Como f(A;) C V,, paratodoj € {1,...,n},setiene que f € (| M(A;, Va,).
j=1

k(o)
Pero V,, = (| G¥, por lo que
i=1

k(o) k(e)
fe M(Aj, ﬂ Gf‘j> = ﬂ M(A;,G;?) paratodo j € {1,...,n}.
i=1 i=1

Entonces, tomando en cuenta las formulas de la proposicién 9.3.2, se obtiene

n k(aj) n () n
re () (N mene) = () (w0 (] ) = (a0, v

c m( O A;, Lnj G;) € M(A,V),

J=1 Jj=1

como se queria demostrar.

(b) Por el inciso anterior, tenemos que la coleccion {M (A, G) | A C X compacto, G € I'}
es sub-base para C.(X,Y). Para demostrar (b) consideremos f € C.(X,Y) y
un abierto M (A, G), con G € T, tal que f € M(A, G). Por hipétesis, existen
compactos C,...,C, € C, tales que

AclJGic G
i=1
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Luego, una vez mas por las férmulas de la proposicién 9.3.2, f € M( U ¢, G) =
i=1

ﬂ M(C;,G) € M(A,G). Como cada M(C;,G) e {M(C,G)| CeC,GeT},

podemos concluir que {M(C,G)|C € C,G € I'} es sub-base para la topologia
compacto-abierta en C.(X,Y). O]

Corolario 9.3.8. Sean X y Y espacios seqgundo numerables. Si X es local-
mente compacto entonces C.(X,Y) es seqgundo numerable.

DEMOSTRACION. Sea B; una base numerable de X. Como X es local-
mente compacto también posee una base By de vecindades de cerradura com-
pacta.

Tomando By = {B € B;|B C V para algin V' € By}, es claro que By es
base de X, es numerable y U es compacto para todo U € By.

Si A C X es compacto y W C X es una vecindad de A, entonces para
cada punto a € A existe U, € By tal que a € U, ¢ U, C W. Por lo
tanto la coleccion {U,}qca es una cubierta del compacto A. Asi, existen
ay,as, ..., a, € A, tales que

AcC U U, C U U,, C W.
=1
Por otro lado, como Y es segundo numerable, existe una base numerable
By . Luego, en virtud del teorema 9.3.7 (b), el conjunto

I={MU,V)|Uce€Bx,V €By},

es sub-base para la topologia compacto-abierta en C'(X,Y). Ademés, I' es
numerable y por lo tanto la base que genera también lo es. De esta manera,
podemos concluir que C.(X,Y") es segundo numerable. [

9.3.1. La Funcidén evaluacion en la topologia compacto-abierta.
Consideremos tres espacios topologicos X, Y y Z. Notemos quesi f : X = Y
y g : Y — Z son funciones continuas, entonces su composicion go f lo es. Asi,
podemos definir la funcién composicién T': Co(X,Y) x C.(Y, Z) — C.(X, Z)
por

(26) T(f,g)=gof.

En las siguientes proposiciones impondremos condiciones a los espacios X,
Y y Z para garantizar que la funcion 7' sea continua.

Proposicion 9.3.9. Sean X, Y y Z espacios topoldgicos y T la funcion
definida en (26). Consideremos fy € C.(X,Y) y go € C.(Y, Z). Entonces los
siguientes enunciados se cumplen:
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(a) La funcién Ty, : C.(Y,Z) — C.(X,Z) dada por Ty,(g9) = T(fo,9) es
continua.
(b) La funcién Ty, : Co(X,Y) — C.(X,Z) dada por Ty (f) = T(f,g0) es

continua.

DEMOSTRACION. (a) Sea M(A,V) C C.(X, Z) un abierto sub-bdsico en
C.(X, Z). Notemos que Ty, (g) = go fo € M(A,V) siy sélosi g(fo(A)) C V.
Pero lo anterior sucede si y sélo si g € M(fo(A), V). Luego,

Tf_ol(M<A’ V)) = M(fO(A)7 V)

Pero por la continuidad de fy, fo(A) es compacto en Y, y por lo tanto
M(fo(A),V) es un abierto sub-bésico en C.(Y,Z), y por consiguiente po-
demos concluir que 7Y, es continua.

(b) Sea M (A, V) C C.(X, Z) un abierto sub-bésico en C.(X, Z). Entonces
Ty (f) =goo f e M(A, V) siysélosigo(f(A)) C V. Pero lo anterior sucede
si y solo si f(A) C gy (V), es decir, siempre y cuando f € M(A, gy (V)).
Consecuentemente,

T, (M(A, V) = M(A, gy ' (V)),

y como g es continua, gy (V) es abierto en X, lo cual prueba que M (A4, g; ' (V))
es un abierto sub-bésico en C.(X,Y’) y por lo tanto Ty, es continua. O

Proposicion 9.3.10. Sean X y Z espacios de Hausdorff y Y un espacio
localmente compacto. Entonces la funcion composicion T' definida en (26) es
continua.

DEMOSTRACION. Sea (fo,g0) € Co(X,Y)xCu(Y, Z)y M(A,V) C C(X, Z)
una vecindad sub-bésica de T'(fo, go) = go © fo en C.(X, Z).

Entonces, go(fo(A)) C V, por lo que fo(A) C gy*(V). Por otro lado,
como Y es localmente compacto, por el corolario 6.4.4, podemos encontrar
un abierto W en Y con cerradura compacta, tal que

folAy cW CW Cgy'(V).

Ast, fo € M(A, W)y go € M(W,V), por lo que el conjunto O = M (A, W) x
M(W,V) C CX,Y) x C.(Y,Z) es una vecindad de (fo, go) en Co(X,Y) x
C.(Y, Z). Para completar la prueba, demostremos que 7(0) C M(A,V).
Sea (f,g) € O. Entonces f(A) C Wy g(W) C V, porloque g(f(A)) C V,
y por lo tanto, go f € M(A, V), como se queria demostrar.

v
)

O

En las siguientes proposiciones, veremos qué condiciones en X nos garan-
tizan que la funcion evaluacién definida anteriormente, €2, sea continua.

Proposicion 9.3.11. Sean X y Y espacios topoldgicos y xg € X. Defina-
mos Qq, @ Co(X,Y) = Y por Q. (f) = Qf,z0), donde Q2 es la funcion

evaluacion. Entonces (), es continua.
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DEMOSTRACION. Para verificar este hecho es suficiente observar que pa-
ra cada abierto U C Y, Q 1(U) = M(xo,U). Efectivamente, si U es un
abierto en Y y f € Q(U), entonces f(xg) = Qu(f) € U, por lo que
f e M({xo},U). Asimismo, si g € M({zo},U), entonces g(x¢) € U, por lo
que €,,(g) € U, como se queria probar. O

Proposicion 9.3.12. Sean X y Y espacios topologicos. Si X es localmente
compacto, entonces la funcion evaluacion es continua; es decir, la topologia
compacto-abierta es admisible.

DEMOSTRACION. Sea (f,z) € C.(X,Y) x X y V C Y una vecindad de
Q(f,x) = f(z). Como f es continua y X es localmente compacto, existe un
abierto W C X tal que W es compacto y

reWCWcCfHV).
Entonces ]\4_(W, V') es una vecindad sub-bésica de f en C.(X,Y) y por lo
tanto O = M (W, V) x W es una vecindad de (f,z) en C.(X,Y) x X. Para
completar la prueba demostremos que Q(O) C V.

Sea (g,2) € O. Entonces z € W C W y g(W) C V, por lo que Q(g,2) =
g(z) € V, como se querfa demostrar. O

Si X no es localmente compacto, la proposiciéon anterior es falsa, como
veremos a continuacion.

Ejemplo 9.3.3. Sean Y = [0,1] y X = Q. Consideremos la funcién
f € C.X,Y) dada por f(q) = 0 para todo ¢ € Q. Demostraremos que
la funcién evaluacién €2 no es continua en (f,r) para cualquier punto r € Q.
Supongamos lo contrario, entonces existe una vecindad U de r en Q y una

vecindad bésica O = (| M(A;,U;) de f en C.(X,Y), tal que
i=1
Q0 x U) € [0,1).

Como U A; C Q es compacto y U es abierto en Q, se tiene que U ¢ U A;
i=1
y por lo tanto existe p € Q tal que

=1

Pero Q es un espacio de Tychonoff, por lo que podemos encontrar una funcién
g:Q —[0,1] tal que

g9(p) =1, y g(q) = 0 para todo ¢ € _J A:.

=1
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Como U; es vecindad de 0, (ya que {0} = f(A4;) C U;) concluimos que
g(A;)) = 0 € U, es decir, g € M(A;,U;), para todo i = 1,...,n. Luego,
(9,p) € O x U, pero

g, p) = 9(p) =1 ¢[0,1),

lo cual contradice nuestra elecciéon de O x U.

9.3.2. Comparacion de la topologia compacto-abierta con la
topologia de convergencia uniforme. Ya hemos observado que la to-
pologia compacto-abierta es més fuerte que la topologia de la convergencia
puntual. Ahora veremos que relaciéon guarda la topologia compacto-abierta
con la topologia de convergencia uniforme. Para esto resultard sumamente
util aprovechar la metrizabilidad del codominio Y para construir una nueva
base para C.(X,Y).

Definicién 9.3.13. Sean X un espacio topoldgico y (Y, d) un espacio métri-
co. Consideremos K C X wun subconjunto compacto y definamos para cada
feC(X,Y) y cada e > 0 el conjunto

B(K, f,e) ={9g € C(X,Y)|d(f(k),g(k)) < e para todo k € K}.

Teorema 9.3.14. La familia
B={B(K, f,e)| K C X compacto, f € C(X,Y), e >0}

es una base para la topologia compacto-abierta en C(X,Y).
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DEMOSTRACION. Sean K C X compacto, f € C(X,Y) y € > 0. Demos-
traremos que el conjunto B(K, f,¢) es abierto en C.(X,Y).
Sea g € B(K, f,¢). Definimos r = sup,x d(f(k), g(k)). Ya que K es com-
pacto y tanto f como g son continuas, existe algun ky € K tal que r =
d(f(ko), g(ko)), lo que nos permite concluir que r < €. De esta forma, hacien-
do § = e —r > 0 tendremos que B(K,g,0) C B(K, f,¢).

Para todo y € Y definamos V,, = B(y,4/8) y U, = g *(V,). La continui-
dad de g nos garantiza que U, es abierto y gil(vy) es cerrado. Asi,

U, C Uy - g71(vy)7

de donde g(U,) C V. Observemos también que para cualquier par de puntos
z, wen g(U,) se tiene que d(z.w) < §/4.

Notemos que {U,},ey es una cubierta abierta para X y en particular
para el compacto K, por lo que podemos extraer una subcubierta finita

Uy,...,U,, para K. Para cadai € {1,...,n} sean

Kz' :inﬂK,

Wi={yeY |dly,g(Uy)) <d/4}.

Entonces W; es una vecindad de ¢g(U,,), y en particular del compacto

i

g(K;). Ademds, para cualquier par de puntos z,w € W; tendremos que

d(z,w) < 35/4.
Por construccién, g € (| M (K;, W;). Por otro lado, si h € (M (K;, W;),

i=1 i=1
dado k € K existe algin i € {1,...,n} tal que k € U;. Asi, k € K; y
h(k) € W;. Como g(k) € W;, ocurre que d(g(k),h(k)) < 35/4 < §. Esto es
cierto para cualquier k € K, lo que nos permite deducir que h € B(K, g,0).
Asi,

g€ (M (K., Wi) C B(K,g.6) C B(K, f.¢),
i=1
por lo que g es un punto interior de B(K, f,e). Como la eleccién de g
fue indiscriminada, esto prueba que B(K, f,¢) es abierto. Ya que K, f, y ¢
también fueron elegidos arbitrariamente, concluimos que todos los elementos
de la familia B son abiertos.

Ahora consideremos una funcién arbitraria f € C(X,Y)y (M (K;,U;)
i=1
una vecindad bésica de f. Tenemos que para todo i € {1....,n}, en vir-

tud de la compacidad de f(K;) C U;, podemos encontrar ¢; > 0 tal que
si d(z, f(K;)) < e, entonces x € U;. Definiendo ¢ = min{ey,...,e,} y
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K = |JK; tendremos que si g € B(K, f,¢),y k € K;, entonces f(k) € f(K;),

=1
por lo que d(g(k), f(K;)) < d(g(k), f(k)) < e < &;, de donde inferimos que
g(k) € U;. Con esto tenemos que

f € B(K, fe) C (\M(K;, Uy),
i=1
lo que nos permite concluir que la colecciéon de abiertos B en efecto cons-
tituye una base para C.(X,Y).
O

Se deriva de esto es que la topologia compacto-abierta es en general més
burda que la topologia de convergencia uniforme, y més atin, cuando el domi-
nio es compacto las topologias de hecho coinciden. Esta tultima consecuencia
la enunciamos como teorema por su importancia.

Corolario 9.3.15. Sean X un espacio topoldgico y (Y, d) un espacio métrico
con d una métrica acotada. Entonces la topologia de la convergencia uniforme

generada por d en C(X,Y) es mds fina que la topologia compacto-abierta en
C(X.Y).

DEMOSTRACION. Sean B(K, f,¢) un abierto bdsico en C.(X,Y), y g €
B(K, f,e). Como en la prueba del teorema anterior, es posible hallar 6 > 0
tal que g € B(K,g,0) C B(K, f,e),y como K C X, es claro que B(X, g,0) C
B(K,g,9). Asi,

{h|d.(h,g) <6} = B(X,g9,0) C B(K,g,0) C B(K, [.e).
Esto prueba que g es punto interior de B(K, f,e) en la topologia de
convergencia uniforme, lo que queriamos demostrar. [

Teorema 9.3.16. Sean X un espacio compacto y (Y,d) un espacio métri-
co. Entonces C.(X,Y) = Cu(X,Y), es decir la topologia compacto abierta
coincide con la uniforme en C(X,Y).

Del teorema anterior, podemos concluir que si X es compacto y Y es
metrizable, entonces la topologia compacto-abierta en C'(X,Y’) también es
metrizable. Cabe notar que si X no es compacto, la topologia compacto-
abierta y la de la convergencia uniforme no necesariamente coinciden. Veamos
un ejemplo.

Ejemplo 9.3.4. Sea X =Ny Y = {0, 1}, ambos con la topologia discreta.
Por el teorema 9.3.8, C.(X,Y") es un espacio segundo numerable.

Por otro lado, C(X,Y) es un espacio discreto. En efecto, dada f €
Cu(X,Y) se tiene que d*(f, g) < 1/2siysélosid(f(n),g(n)) < 1/2 para todo
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n € N. Pero tanto f como g, sélo pueden tomar valores en {0, 1}, por lo que
d(f(n),g(n)) < 1/2siysoélosi f(n) = g(n). Es decir, d*(f,g) < 1/2 siy sélo
si f = g. En consecuencia, {f} es abierto en C,(X,Y), por lo que C,(X,Y)
es discreto. Entonces toda base de C,,(X,Y") debe contener a C, (X, Y’) mismo
visto como la familia de todos sus subconjuntos unipuntuales.

Pero |C(X,Y)| = |YX| = 2N = 2% por lo que C,(X,Y) no tiene una
base numerable. Esto demuestra que la topologia compacto-abierta y la to-
pologia discreta en C'(X,Y’) no coinciden.

Teorema 9.3.17. Toda topologia admisible es mas fina que la topologia
compacto-abierta

DEMOSTRACION. Sea 7 una topologfa admisible en C'(X,Y) donde X y
Y son espacios topoldgicos. Basta demostrar que todo abierto sub-basico de
la topologia compacto-abierta esta contenido en 7.

Consideremos A C X compacto y V' C Y abierto. Sea f € M(A,V).
Entonces f(A) C V, por lo que Q({f} x A) C V. Como 7 es admisible, y
en virtud del lema 9.3.23, podemos encontrar una vecindad Uy € 7 de f, tal
que QUy x A) C V.

Claramente, para todo g € Uy, g(A) = Q({g} x A) C V, por lo que
Ur C M(A,V). Por lo tanto,

lo cual prueba lo que queriamos. [

Sabemos ya que la topologia de la convergencia uniforme es admisible,
asi que este ultimo teorema nos brinda una prueba alternativa de que la
topologia de la convergencia uniforme es méas fina que la topologia compacto-
abierta.

9.3.3. Convergencia en la topologia compacto-abierta. Hemos
visto que en la topologia punto-abierta, una sucesion de funciones converge
si y so6lo si converge puntualmente. También comprobamos que en la topo-
logia de la convergencia uniforme, una sucesién de funciones converge si y
sOlo si converge uniformemente. Enseguida estudiaremos que convergencia le
corresponde a la topologia compacto-abierta.

Definicién 9.3.18. Sean X un espacio topoldgico y Y un espacio métrico
con métrica d. Si (fn)nen €s una sucesion en C(X,Y) y f € C(X,Y), diremos
que (fn)nen converge uniformemente en compactos a f, si para todo conjunto
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compacto K C X y para todo € > 0, existe N € N, tal que
d(fu(z), f(x)) < e para todo n > N y para todo x € K.

Como corolario inmediato del teorema 9.3.14 obtenemos la siguiente ca-
racterizacion:

Teorema 9.3.19. Sean X un espacio de Hausdorff, (Y, d) un espacio métrico
Y (fn)nen una sucesion en C(X,Y), y f € C(X,Y). Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

(a) (fn)nen converge uniformemente en compactos a f.

(b) (fn)nen converge a f en C.(X,Y).

Definicién 9.3.20. Sean X y Y espacios topologicos. Diremos que una su-
cesion (fn)nen contenida en C(X,Y) converge continuamente a una funcion
f, st para toda sucesion convergente en X, x, ~ x, la sucesion (fn(z,))nen
converge a f(x).

Teorema 9.3.21. Sean X un espacio I-numerable de Hausdorff, (Y,d) un
espacio métrico, (fn)nen una sucesion en C(X,Y) y f € C(X,Y). Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) (fu)nen converge uniformemente en compactos a f.
(b) (fn)nen converge continuamente a f.

DEMOSTRACION.
(b) = (a). Supongamos que (f,)neny no converge uniformemente en algin
compacto K C X. Entonces existe € > 0 tal que para todo k € N, existe
n>kyaxe K tal que d(f,(x), f(z)) > €. De esta forma podemos encontrar
una sucesion estrictamente creciente de nimeros naturales, (ng)ren, v una
sucesion (xy)keny de puntos en K tal que

d(fox (k) (1)) = €.

Como K es compacto y X I-numerable, podemos encontrar un punto zg € K
y una subsucesion (zy, Jmen que converja a xg. Supongamos, sin pérdida de
generalidad, que (zj)gen converge a xy. Por hipdtesis (f,,, (zx))nen converge
a f(xg), entonces existe Ny € N tal que para todo k > Nj, se cumple que

d(fnk (xk)’ f(l’o)) < 8/2

Por otro lado, como f es continua, existe Ny € N tal que si k& > N, entonces

d(f(xo), f(zr)) < e/2.
Sea N = max{N;, No} y k > N. Entonces

e < d(fu,(xx), f(2r)) < d(fuy (1), [ (20)) + d(f(20), f(2r)) </2+€/2 = ¢,
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lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, ( f,,)nen converge uniformemen-
te en compactos a f.
(a) = (b). Sean (z,)nen una sucesion en X que converja a un punto o € X
y € > 0. Entonces K = {x,}nen U {x0} es un compacto en X, por lo que
existe NV; € N tal que para todo n > N; se cumple que

d(fu(z), f(z)) < /2 para todo z € K.

Particularmente, tomando x = x,, con n > Ny, obtendremos que d( falzn), f (xn)) <
£/2 para todo n > Nj. Por otro lado, como f es continua, existe Ny € N tal
que si n > N,, entonces

d(f<mn)v f(ZL‘[))) < 5/2
Sea N = méax{Ny, No}. Entonces, si n > N,
d(fu(zn), f(20)) < d(fu(xn), f(2n)) + d(f(zn), f(20)) <€/2+€/2=¢,
lo cual prueba que (f,,)nen converge continuamente a f. 0

Hemos visto que, por la continuidad de la funcién evaluacién en la topo-
logia de la convergencia uniforme, la convergencia uniforme implica conver-
gencia continua. El reciproco no se da, como demuestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 9.3.5. Sean X =Y = R? {0,},en C (0,7) tal que 6,, — 0. Si I
para cada n € N ¢, es la rotacién en torno a (0,0) por angulo 6,,, entonces
¢, converge continuamente a la identidad, pero no uniformemente.

El que pueda ser definida en dmbitos mas generales, y que su conver-
gencia quede completamente caracterizada por la convergencia continua de
funciones (cuando tiene sentido hablar de esto), son ventajas indiscutibles de
la topologia compacto-abierta sobre la topologia uniforme que es, en general,
demasiado fina para nuestros propositos.

9.3.4. La funcion asociada.

Definicién 9.3.22. Sean X, Y y Z espacios topolégicos y o : X XY — Z
una funcion continua. Consideremos ahora la funcion & : X — C.(Y,Z)
dada por

[a(2)](y) = a(z,y), para todoy €Y.
Entonces diremos que o y & son funciones asociadas.

Lema 9.3.23. Sean X y Y espacios topolégicos, o € X y A CY compacto.
SiW C X XY es una vecindad de {xo} x A, entonces existe una vecindad
de xg, U C X, tal que U x ACW
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DEMOSTRACION. Para cada a € A, existen vecindades U, C X yV, C Y
de zy y de a, respectivamente, tales que U, x V, C V. Entonces la coleccion
{Va}aca es una cubierta abierta para el compacto A, y por lo tanto podemos
extraer una subcubierta finita, digamos V,,,...,V,, . Consideremos

Entonces U es una vecindad de xg en X. Ademas, para todoa € A, U x a C
W, por lo que U x A C W, como se queria demostrar. O

Teorema 9.3.24. Sean X, Y y Z espacios topologicos y o : X XY — Z
una funcion. Entonces los siguientes enunciados se cumplen.

(a) Si « es continua, entonces @ es continua.
(b) Sia: X — C.Y,Z) es continua y Y es localmente compacto, entonces
a: X XY — Z es continua.

DEMOSTRACION. (a) Sea M(A,V) C C.(Y,Z) un abierto sub-bdsico.
Para demostrar la continuidad de @ es suficiente demotrar que @ (M (A, V))
es abierto en X. Sea xyp € @ ' (M(A,V)), entonces a(zy) € M(A,V) por lo
que

[@(x0)](A) = a(xg, A) C V.
Como « es continua, podemos concluir que a (V) es una vecindad del

compacto {zo} x Aen X xY. Asi, aplicando el lema 9.3.23 podemos encontrar
una vecindad U C X de xq tal que

UxAcCa (V).

Para concluir la prueba, basta demostrar que U C @~} (M (A,V)). En efecto,
si z € U, entonces {x} x A C a~!(V), por lo que

[a(x)](A) = a(x,A) CV

y por lo tanto a(x) € M(A, V'), como se queria demostrar.

(b) Como @ es continua, también lo es el producto a x Iy : X x Y —
C.(Y,Z)xY,donde Iy : Y — Y denota la funcién identidad de Y. Ademas,
como Y es localmente compacto, por la proposicion 9.3.12 la funcién evalua-
cién Q: C(Y,Z) x Y — Z es continua. Luego, Qo (@ x Iy): X XY — Z es
una funcién continua. Pero

Qo (ax Iy)(z,y) = Qa(r),y) = [a@)](y) = alz,y)

para todo par (z,y) € X XY, es decir a = Qo (a x Iy), por lo cual podemos
concluir que la funciéon « es continua. O
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Dados tres espacios topoldgicos X, Y v Z, podemos definir la funcién
AN:C(X xY,Z) = CX, (CY, Z))

Af) =1
Investiguemos la continuidad de esta funcién.

Lema 9.3.25. 57 X y Y son espacios de Hausdorff y Z es un espacio to-
poldgico arbitrario, entonces la familia

'={M(Kx K U)|KcCX, K'CY compactos, U C Z abierto}
es una sub-base para la topologia compacto-abierta en C(X XY, Z).

DEMOSTRACION. Por el teorema 9.3.7 es suficiente demostrar que si
L C X xY es compacto, y O es una vecindad de L, entonces existen
K, K,, ..., K, subconjuntos compactos de X y K1, K}, ..., K/ subconjuntos
compactos de Y tales que

n
Lc|JK x K co.
i=1
Sea O una vecindad de Ly m; : X XY - X ym: X XY — Y las
proyecciones en la primera y segunda coordenada, respectivamente. Entonces
Ly = m(L) y Lams(L) son subconjuntos compactos, por lo que el producto
Ly x Ly es compacto y Hausdorff, y en consecuencia regular.
Asi, para cada punto (z,y) € Ly x Ly, existe un conjunto canénico U, x V,
abierto en L; X Ls tal que

(z,9) €U, xV, CU,xV, CONLy x Lo,

donde U, y overlineV, denotan las cerraduras de U, y V, en L; y Ly, res-
pectivamente. Como L es compacto, podemos suponer que

LCOUmxmcCﬁ@xV%cQ

i=1 i=1

para un numero finito de puntos z1,...,x, € X vy y1,...,y, € Y. Para caca
i€ {l,...,n} los conjuntos
Y _

Kz/ =Vy

son subconjuntos compactos de X y Y respectivamente. Ademas, es claro
que

LCOKixKch,

=1
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como se queria demostrar. O

Teorema 9.3.26 (Ley exponencial). Sean X y Y espacios de Hausdorff y
Z un espacio topologico arbitrario. Entonces
1.A:C (X XY = Z) = C(X,(C.(Y,Z)) es un encaje.
2. St ademds Y es localmente compacto, entonces A es un homeomor-
fismo.

DEMOSTRACION. 1. Primero demostremos que la funcién A es inyectiva.
En efecto, si f,g € Co(X XY, Z) y J/‘"\: g, entonces para todo x € X se tiene
que

f(@) =g().
Esto quiere decir que para todo y € Y, [f(z)](y) = [9(x)](y). Equivalente-
mente, tendriamos que

f(z,y) = g(z,y) para todo (v,y) € X x Y.

Asi, podemos concluir que f = g, y por lo tanto, la funcién A es inyectiva.

Ahora demostremos que A es continua. Sean K C X y K’ C Y subcon-
juntos compactos y U C Z un subconjunto abierto. Por la proposicion 9.3.7
el conjunto O = M (K, M(K’,U)) es un sub-basico de C.(X, C.(Y, Z)). Asi,
basta probar que A7'(O) es abierto en C.(X x Y, Z). Pero

ATNO) = {f € CUX x Y, Z)| f € M(K, M(K",U))}

—{f € CUX x Y, 2) | JUK) € M(K',U)}
={f e C(X xY,Z) |
={fe (X xY,Z) |
= M(K x K',U).

Como K x K’ es compacto el conjunto M (K x K’ U) es abierto en

C.(X xY,Z),y por lo tanto, la funcién A es continua.
Por ultimo demostremos que A es abierta. Para ello, dado que A es in-

yectiva basta que consideremos un sub-bésico de la forma M (K x K',U) C
C.(X x Y, Z). Denotemos por ImgA = A(CC(X xY, Z)) Entonces

A(M(K x K',U)) = Imghn M (K, M(K',U)).

Pero por el lemma 9.3.25, los abiertos de la forma M (K x K’ U) forman
una sub-base para C.(X x Y, Z). En consecuencia, podemos concluir que la
funcién A : C.(X x Y, Z) — ImgA es abierta y por lo tanto es un homeo-
morfismo. Entonces A : C.(X XY, Z) — C.(X,C.(Y,Z)) es un encaje.

~

[FE)IK) C U}
fIK X K') CU}

2. Sea Y localmente compacto. Para demostrar que A es un homeomor-
fismo, es suficiente probar que A es suprayectiva. Si ¢ € C.(X,C.(Y,Z))
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definimos f: X XY — Z por
f(@,y) = [o()](y).

Se sigue de la definicién que ¢ y f son funciones asociadas. Ademas, como
Y es localmente compacto, por el teorema 9.3.24, se tiene que f es continua.
Luego,

f=0
por lo que A es suprayectiva, como se queria demostrar. |

Corolario 9.3.27. 5@ X y Y son espacios de Hausdorff localmente com-
pactos y Z es un espacio topoldgico arbitrario, entonces Co(X,Co(Y,Z)) y
C.(Y,Cu(X, Z)) son espacios homeomorfos.

DEMOSTRACION. Simplemente notemos que como X x Y es homeomorfo
aY x X, los espacios C.(X XY, Z) y C.(Y x X, Z) también son homeomorfos.
Pero por el teorema 9.3.26, C.(X x Y, Z) es homeomorfo a C.(X,C.(Y, Z)) y
C.(Y x X, Z) es homeomorfo a C.(Y,C.(X, Z)). Asi, podemos concluir que
los espacios Co(X, C.(Y, Z)) y Ce(Y, C.(X, Z)) son homeomorfos entre si. [

Este resultado puede extenderse a una clase mas general de espacios,
como veremos a continuacién.

9.4. k-espacios

Definicion 9.4.1. Un espacio X se llama k-espacio si un conjunto A C X
es cerrado si y solo si AN K es cerrado en K para todo conjunto compacto
K CX.

De la definicién se sigue que X es k-espacio si satisface: un conjunto
U C X es abierto si y s6lo si U N K es abierto en K para todo subconjunto
compacto K C X.

Proposicion 9.4.2. Todo espacio localmente compacto es un k-espacio.

DEMOSTRACION. Sea U C X tal que U N K es abierto en K para cada
compacto K C X. Mostremos que todo punto u C U es punto interior de U.
Escojamos una vecindad V,, de u tal que V., es compacto. Como U NV,
es abierto en V,,, inferimos que U NV, es abierto en V, y por lo tanto en X.
Entonces U NV, es una vecindad del punto u en X contenida en U, probando
que u es punto interior de U. O

Proposicion 9.4.3. Todo espacio de Hausdorff I-numerable es un k-espacio.

DEMOSTRACION. Sea A C X tal que AN K es cerrado en K para todo
subconjunto compacto K C X. Mostremos que A C A. Sea z € A. Como X
es I-numerable, existe una sucesién {a, fneny C A convergente a x. Entonces
el conjunto C' = {ay,as,...} U{zx} es compacto y es claro que z € ANC.
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Pero AN C es cerrado en C' 'y como C' es cerrado en X, concluimos qie
ANC es cerrado en X. De aqui ANC = ANC y por lo tanto z € ANC,
implicando que = € A. O

Corolario 9.4.4. Todo espacio metrizable es k-espacio.

Proposicion 9.4.5. Sean X un k-espacio, y Y cualquier espacio. Entonces
una funcion f: X — Y es continua si y sélo si la restriccion flg : K =Y
es continua para todo compacto K C X.

DEMOSTRACION. Sea A C Y cerrado. Entonces f 1 (A)NK = (f|x) ' (A)
es cerrado en K. O

Proposicién 9.4.6. Sia : X — C(Y,Z) es continua y X XY es un k-
espacio, entonces a: X XY — Z es continua.

DEMOSTRACION. Sea B C Y un conjunto compacto. Demostremos que «
es continua en X x B. En efecto, es facil ver que « es la siguiente composicion:

XxB™' 0, z)x B*¥ ¢(B,Z2)x B3 2z,
dondei : C(Y, Z) — C(B, Z) es la funcién restriccién en B, estoesi(f) = f|p
para cada f € C(Y, Z).

Todas estas funciones son continuas, implicando que o« : X x B — Z
también lo es. Esto a su vez implica que « es continua en todo compacto
C C X xY. En efecto, sea p: X x Y — Y la proyeccién. Entonces p(C') es
compacto, y C' C X x p(C'). Pero a es continua en X x p(C'), y por lo tanto
en C. Por la proposicién anterior, se tiene que « es continua. O

Corolario 9.4.7 ((La ley exponencial)). Sean X, Y, Z espacios. Si X XY
es un k-espacio, entonces C(X,C(Y,Z)) es homeomorfo a C(X x Y, Z).

9.5. Compacidad en Espacios de Funciones

Definicién 9.5.1. Sea X un espacio topoldgico y (Y, d) un espacio métrico.
Se dice que una familia F C C(X,Y) es equicontinua en el punto ro € X
st para todo € > 0, existe una vecindad U de xq tal que

d(f(x), f(xo)) <e para todo x € U, para todo f € F.

Diremos que F es equicontinua si F es equicontinua en todo punto x € X.

Se sigue de la definicién anterior que los subconjuntos de familias equi-
continuas también son familias equicontinuas.

Teorema 9.5.2. Sea F C C(X,Y) una familia equicontinua, en donde X
es un espacio topoldgico y (Y,d) un espacio métrico. Entonces la topologia
compacto-abierta y la topologia punto-abierta coinciden en F.
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DEMOSTRACION. Como siempre, denotemos por p a la topologia punto-
abierta en F y por c¢ a la topologia compacto-abierta en F. Es claro que
p C ¢, pues la topologia punto-abierta siempre es mas débil que la topologia
compacto-abierta.

Para demostrar la otra contencion, recordemos que, segin el teorema
9.3.14, los abiertos de la forma

B(K, f,e) ={g € C(X,Y) | supd(f(x),g(z)), K C X compacto}
rzeK

constituyen una sub-base para la topologia compacto-abierta en C.(X,Y).
Asi, es suficiente demostrar que para toda f € F, B(K, f,e) N F es abierto
en JF respecto a la topologia p.

Como F es equicontinua, también lo es B(K, f,e)NF. Por lo tanto, para
cada r € K existe una vecindad U, de x tal que para todo y € U,, y para
todo g € F, se cumple que

d(g(z),9(y)) < /4.

Entonces la coleccién {U, },ex constituye una cubierta abierta del compacto
K, por lo que podemos encontrar una subcubierta finita, {U,,,...,U,,}.

Para cada 2 = 1,...,n, llamemos V; a la bola abierta en Y con centro en
f(z;) y radio €/4. Consideremos M (z;, V;). Es claro que f € M(x;,V;), pues
f(x;) € Vi, para todo i = 1,...,n, por lo que

O=(\M(z,Vi))nF
i=1

es una vecindad de f en la topologia p. Para terminar la prueba, es suficiente
demostrar que O C B(f, K, ¢).
Sea h € O. Entonces h(z;) € V;, para todo i = 1,...,n, por lo que

Para cada z € K, existe j € {1,...,n} tal que z € U,,. Entonces
d(f(x), f(x;)) < e/4.
Ademas, como h € O C F, se tiene que
d(h(x), h(z;)) < /4.
En consecuencia,
d(h(x), f(x)) < d(h(z), h(x;)) + d(h(z;), f(z;)) + d(f(z;), f(2))
< eg/d 4+ /4 + ¢/4
= 3¢/4.
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Asi, podemos concluir que
supd(h(z), f(x)) < 3e/4 < ¢,
zeK

lo cual prueba que h € B(f, K,¢), como se queria demostrar. O

Teorema 9.5.3. Sea F C Cp(X,Y) una familia equicontinua, en donde X
es un espacio topoldgico y Y un espacio métrico. Entonces F C Cp(X,Y)
también es equicontinua.

DEMOSTRACION. Sea ¢ > 0y 29 € X. Como F es equicontinua, exis-
te una vecindad U de o tal que para todo z € X y para toda f € F,
d(f(xo), f(z)) <e/4. Sea g e F C Cp(X,Y) y x € U. Entonces

M = M (zo, B(g(x0)),£/4) N M (z, B(g(z),e/4))

es una vecindad de g en C,(X,Y). Luego, como ¢ € F, podemos asegurar
que existe f € FNM. Entonces f(zo) € B(g(xo),e/4),y f(z) € B(g(x),e/4)
por lo que

d(f(zo), 9(x0)) < /4 y d(f(x),g(x)) <e/4
Por otro lado, como x € U, se cumple que

d(f(wo), f(z)) < e/4.

Entonces,

d(g(wo), g(x)) < d(g(x0), f(x0)) + d(f(x0), f(2)) + d(f(z),9(x))
<eg/d+e/d+e/4
< E.

Asi, podemos concluir que para todo € > 0 y para todo zy € X, existe una
vecindad U de zy tal que para todo h € F 'y para todo z € U, se cumple que
d(h(z), h(zg)) < €. Por lo tanto, F es equicontinua. O

De los dos teoremas anteriores, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 9.5.4. Sea F C C,(X,Y) una familia equicontinua, en donde
X es un espacio topoldgico y Y un espacio métrico, denotemos por [F|, la
cerrradura de F en Cp(X,Y) y por [F. la cerrradura del mismo conjunto en

C.(X.,Y). Entonces [Fl, = [Fl.

DEMOSTRACION. Observamos que [F|. C [F], siempre se cumple ya que
la topologia compacto-abierta es mas fuerte que la topologia punto-abierta.
Ahora bien, sea g € [F],. Entonces para toda vecindad de g en la topologia
punto-abierta U, se tiene que U N F # ().

Considérese una vecindad W de ¢ en la topologia compacto-abierta. Co-
mo [F], es equicontinua entonces del teorema 9.5.2 se sigue que existe U’
vecindad de g en la topologia punto-abierta tal que
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WNI[F), =UNI[F.

Consecuentemente

WNF=Wn[F,)NF=UnN[F,)NF=UnNF#0D.
Pero W era arbitraria, luego ¢g € [F]., y por lo tanto [F|, = [F]., como
se queria demostrar. [

Teorema 9.5.5 (Arzela-Ascoli). Sea X un espacio de Hausdorff, (Y,d) un

espacio métrico, y F C Co(X,Y) un subconjunto. Entonces la cerradura

F C CX,Y) es compacta si se satisfacen los siquientes enunciados:

(1) F es equicontinuo.

(2) Para todo x € X, el conjunto F, = {f(x)| f € F} CY tiene cerradura
compacta en 'Y .

Ademds, si X es localmente compacto, entonces el reciproco es cierto.

DEMOSTRACION. Supongamos que se cumplen (1) y (2) y demostremos
que F es compacto. Sea Y, =Y para cada x € X y consideremos cada punto
r € X la funcién:

Q:C(X,)Y) =Y
definida como Q,(f) = f(z), para cualquier f € C,(X,Y).
Con esto, es claro que F, = Q,(F), y ademds por ser F equicontinua
[F], también lo es, y del corolario anterior se tiene que F = [F],. Debido a
la continuidad de €2, para todo z € X

lo que nos permite definir, que tomando la restriccién de €, en F defini-
mos

gp:?—) foCYX

como ¢(f) = (ul#=(f))eex = (f(2))zex para cada f € F. Observemos
que dado que en F se tiene la topologia de la convergencia puntual, ¢ es
precisamente la restriccién a F del encaje ¢ : C,(X,Y) — Y definido en el

teorema 9.1.3. Asi, ¢ es también un encaje. Dado que [] F, es compacto y
zeX

se tiene que ¢(F) es cerrado, necesariamente ¢(F) es compacto. Por lo tanto
F es compacto.

Ahora supongamos que X es localmente compacto y demostremos el
reciproco. Supongamos que F es compacto.
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(1) Sean 29 € X y ¢ > 0. Como X es localmente compacto, existe una

vecindad U de zg tal que U es compacto. Consideremos la funcién restriccion
£:C.(X,Y)— C.(U,Y) dada por

) = fle

En el teorema 9.3.14 se demostré que § es continua, por lo que § (F) es
compacto en C.(U,Y"). Ademds, como U es compacto, por el teorema 9.3.16
C.(U,Y) es metrizable. Asi, el conjunto {(F) es totalmente acotado. De este

modo, podemos encontrar funciones fi, ..., f, € F tales que
(27) §F) c | B(E(f),e/4),
i=1

donde B(ip,r) denota la bola abierta de radio r centrada en ¢ € C.(U,Y).

Luego, como cada f; es continua en xy, podemos encontrar una vecindad
U; de zg, tal que U; C U C U y de manera para que para todo z € U;, se
cumple

(28) d(fi(xo), fi(x)) < e/4.

Sea O = () U;. Entonces para todo z € O y para toda i = 1,...,n, se
i=1
cumple (28). Por otro lado, de (27) se sigue que para cada f € F existe

jeA{l,...,n} tal que &(f) € B(&(fj),€/4), es decir,
(29) supd(f(y), f;(y)) <e/4.

yelU
En particular, para todo x € O C U tendremos:
d(f(x), fzo)) < d(f(x), fi(x)) + d(fi(x), fi(z0)) + d(f;(zo), f(x0))
<e/d + e/4 + ¢/4
<e,
lo cual prueba que F es una familia equicontinua.

(2). Como F es compacto, entonces para cada z € X, (2, (Z") C Y es com-
pacto. Pero F, = Q,(F) C Q.(F) y por lo tanto F, C Q.(F) es compacto
para cada x € X. O

9.6. Ejercicios del capitulo

1. Demuestra que para cualesquiera dos espacios topoldgicos X y Y, y
para todo zp € X, la funcién Q,, : C,,(X,Y) — Y dada por €, (f) =
f(zo) es continua.
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10.

11.

12.

13.
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. Sean X y Y espacios topoldogicos. Demuestra las siguientes afirmacio-

nes:
a) SiY es Hausdorff, entonces C,(X,Y’) es Hausdorff.
b) Si Y es regular, entonces C,,(X,Y") es regular.

c) SiY es Tychonoff, entonces C,(X,Y") es Tychonoff.

. Supongamos que X y Y son espacios topoldgicos. Ademads, supon-

gamos que Y es segundo numerable. Demuestra que si (f,)nen C
C(X,Y) es una sucesion de funciones que converge puntualmente a
una funcién f, entonces existe un conjunto A C X tal que f[x\a es
continua, y A es denso en ninguna parte. Recuerda que un conjunto

A es denso en ninguna parte si Int(A) = .

. Sea F' un espacio topoldgico finito. Demuestra que los espacios C, (F, R)

y Cp(F,R) son homeomorfos.

. Demuestra que C*(N,R) no es separable.

. Demuestra que si X es un espacio métrico separable, entonces existe

un encaje isométrico j : X — C*(N,R).

. De un ejemplo en el que se muestre que el reciproco de 9.3.2-c no es

cierto.

. Sea X un espacio topolégico discreto y Y un espacio topoldgico arbi-

trario. Demuestra que C.(X,Y") es homeomorfo al producto topolégi-
co [] Yz, en donde Y, =Y, para toda x € X.

zeX

. Da un ejemplo de un espacio Y normal, y de un espacio topolégico

X tal que C.(X,Y) no sea normal.

Sea (fn)nen una sucesion en C.(X,Y) que converge uniformemente
en compactos a una funcién f. Demuestra que f|x es continua para
cada K C X subconjunto compacto.

Si Y es un espacio de Hausdorff, demuestra que el encaje h : ¥ —
Ce(X,Y) es cerrado.

Demuestra la proposicién 9.2.2.

Sea X un espacio topolégico y (Y, d) un espacio métrico. Supongamos
que {f, : X — Y} es una familia de funciones continuas tales que
(fn)nen converge en la topologia compacto-abierta de C'(X,Y") a una
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funcién f € C(X,Y). Demuestra que para todo € > 0 y para todo
9 € X, existe una vecindad U,, de zp y un Ny € N, tal que para
todo n > Ny y para todo x € U,, se cumple que d(f,(z), fu(z0)) < €.

a) Demuestra que la funcién identidad [ : C(X,Y) — C(X,Y) es la
funcién asociada de la funcion evaluacién.

b) Concluye que 7 es una topologia admisible para C(Y, Z) si y sélo
si para todo espacio X y para toda funcion a : X xY — Z, la
continuidad de @ : X — (C(Y, Z), 7) implica la continuidad de «a.

Sea f: X — Y una funcién continua entre dos espacios topolédgicos.
Consideremos otro espacio Z y Ty : C.(Y, Z) — C.(X, Z) la funcién
definida en la proposiciéon 9.3.9. Demuestra que si f es suprayectiva,
entonces T es inyectiva.

Sean X y Y espacios topoldgicos. Si X es compacto y Y es segundo
numerable, demuestra que C.(X,Y’) es metrizable si y s6lo si YV es
regular (sugerencia: usa el Teorema de metrizabilidad de Urysohn).

Sean X y Y espacios topologicos. Demuestra que si Y es Hausdorff,
entonces {(f,z,y) | f(x) =y} es cerrado en C.(X,Y) x X XY

Sean X y Y espacios topoldgicos. Considera A C Y un conjunto
cerrado. Si X es localmente compacto, prueba que {(f,z)| f(x) € A}
es cerrado en C.(X,Y) x X.

Sea X un espacio compacto y Y un espacio topolégico arbitrario. Si
U C X es abiertoen X y A C Y es cerrado en Y, demuestra que

a) {(f,y) | f'(y) € U} es abierto en C.(X,Y) x Y.

b) {f| f7'(A) C U} es abierto en C.(X,Y).

Demuestra que si X es un espacio topoldgico, entonces para todo
q € N, el espacio BC,(X,R?) es completo (aqui R? esta provisto de
la métrica usual).

Sea X es un espacio topolégico compacto y consideremos R? provisto
de la métrica usual. Demuestra que una familia 7 C C,(X,RY) tiene
cerradura compacta si y solo si F es equicontinua y uniformemente
acotada.

Recuerda que F es uniformemente acotada si y sélo si sup{|| f(z)|||= €
X, feF}<oo.
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22. Sea F C C.(R? R) una familia equicontinua, uniformemente acota-
da. Demuestra que existe una sucesiéon (f,)nen C F que converge
uniformemente en compactos a una funcién f € C.(R?, R).

23. Si (X, d) y son espacios métricos, M > 0y a > 0, se define el conjunto
Lip(a, M) como el conjunto de todas las funciones continuas de X en
R tales que

|f(z) — f(y)| < Md(xz,y)* para todo par de puntos z,y € X.

Demuestra que si X = [0, 1] provisto de la métrica usual y o > 1,
entonces Lip(«, 1) contine tinicamente funciones constantes.

24. Demuestra que si (X, d) es un espacio métrico compacto y xg € X es
un punto fijo, entonces para todo a € (0,1] y para todo M > 0, el
conjunto {f € Lip(a, M)| | f(zo)] < M} es compacto en C,(X,R).



Capitulo 10

Acciones de grupos

10.1. Acciones de grupos en conjuntos y espacios

Definicién 10.1.1. Sean G un grupo y X un espacio topolégico. Dotemos
ademds a G de la topologia discreta. Una accion de G en X es una funcion
continua 0 : G x X — X (donde denotaremos 0(g,x) simplemente como gzx)
que satisface:

1. g(hz) = (g-h)x Yz € X, Vg,h € G, donde - es la operacion de G.
2. ex =x Vx € X, donde e es el elemento neutro de G.

Al espacio X junto con la accion de G se le denomina G-espacio.

Ejemplos 10.1.1.

1. Cualquier grupo G actia en cualquier espacio X de manera trivial
haciendo gr = 2Vg € G,Vzr € X

2. G =7y ={1,—1}, actiaen X = S"” mediante la multiplicacién usual:

—1.-z=—=x.

. G =7 actua en X = R por traslaciones enteras: n-x =n + x.

G =7 x Z actia en X = R? por (m,n) - (x,y) = (m+z,n+7y).

5.G =Zacttaen X = {(z,) e R?| —3 <y < 3} por m-(z,y) =
(m -+, (~1)"y).

6. Si X es un grupo y G C X un subgrupo, G actia en X por trasla-
ciones izquierdas: g - ¢ = gx.

7. Si ademas H C X es subgrupo, G actia en las clases laterales dere-
chas X/H por las mismas traslaciones: g - H = gxH.

)

En este contexto, cada elemento g del grupo actuante induce una trans-
formacion del espacio X en si mismo g : X — X dada por g(z) = gz. Esta
transformacién resulta ser un homeomorfismo, como se demuestra enseguida.
A a ésta funcion se le suele llamar la traslacién inducida por g.

Proposiciéon 10.1.2. Sea X un G-espacio. Para cada g € G, la traslacion
g: X — X es un homeomorfismo.

233
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DEMOSTRACION. En primer lugar g es continua por ser la composicién
del encaje h, : X — G x X dado por h,(z) = (g,2) Vo € X, seguido de la
accion 6 : G x X — X. De la definiciéon de accién se sigue que p%odo
g, h € G se tiene que g/gﬁ =goh,yademds ¢ = ldy, asi gog~t =gog! =
e = Idy y andnogamente g—! o g, de donde ¢g~! es la inversa de g, y es a
su vez continua por las mismas razones esgrimidas arriba. Podemos concluir
que g es un homeomorfismo, como buscdbamos demostrar. [

Cabe resaltar aqui que del claro hecho de que para todo g, h € G se tiene
que g-h=go h y de la proposicion anterior se desprende que la asociacion
: G — Homeo(X), dada por (g) = g es de hecho un homomorfismo, donde
Homeo(X) es el grupo de homeomorfismos de X en si mismo, con la compo-
sicién como operacion. Esta observacion nos permite llegar a la siguiente

Definicion 10.1.3. La accion de G en X se llama efectiva si el homo-
morfismo  es un monomorfismo. En otras palabras, si g = Ildyx implica que
g=e.

Definicién 10.1.4. Una accion de G en X se denomina libre siVg € G\{e}
yx € X se tiene que gr # x.

Es claro que toda accion libre es efectiva, pero existen numerosos ejemplos
de acciones efectivas que no son libres.

Ejemplo 10.1.2. Sea X = C el plano complejo y G = S! c C la circun-
ferencia unitaria vista como subespacio del plano complejo. Consideremos la
accién de S! en C' dada por la multiplicacién usual (z,w) — zw. Esta accién
es libre pues para z; # 20 € S', Z1(1) = 21 - 1 = 21 # 25 = 25 - 1 = 23(1), por
lo que z1 # z3 y asi el homomorfismo ~es inyectivo. Sin embargo, para todo
2 € S', se tiene que z -0 = 0, por lo que la accién no puede ser libre.

Definicién 10.1.5. sea X un G-espacio y x € X. El conjunto G(z) = {gz |
g € G} se llama 6rbita de x.

Proposicién 10.1.6. Si G(z) N G(y) # 0, entonces G(x) = G(y). Esto es,
las orbitas costituyen una particion para X .

DEMOSTRACION. Supongamos que G(x) N G(y) # 0. Entoces existen g,
v g2 en G tales que g1z = goy. Se sigue que gy '(g12) = gy '(g2y) y por
tanto * = (g;' - g2)y, de donde x € G(y). Ademds, para todo gr € G(z),
gr=(g-97' - g)y € G(y), y en consecuencia G(r) C G(y). Andlogamente
puede verificarse que G(y) C G(z). O
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Definicién 10.1.7. La asociacion p : X — X/G = {G(x) | v € X} dada
por p(z) = G(x) se conoce como proyeccion orbital y el conjunto X/G
dotado de la topologia cociente respecto a la proyeccion orbital es el espacio
de orbitas.

Teorema 10.1.8. Sea X un G-espacio. Entonces la proyeccion orbital p :
X — X/G es una funcion continua y abierta.

DEMOSTRACION.

1. p es continua por la definiciéon de topologia cociente.
2. Verifiquemos que es abierta. Sea V' C X abierto. Entonces p(V') es
abierto si y sélo si p~'(p(V')) lo es. Ahora bien, se tiene que

pH(p(V)) ={z € X |p(z) € p(V)}
= {r € X | Jv € Vtal quep(z) = p(v)}
={z € X | v € Vtal queG(z) = G(v)}

=Jcw

veV
=U{gv|geG,veV}

=Jaw)

gelG

Como V es abierto y g es homeomorfismo, g(V') es abierto ara todo

g € G, luego |J g(V) = p~1(p(V)) es abierto, y consecuentemente
geG

p(V) es abierto.
0

R/Z = S,

S"/Zy = RP™.

R?/Z x 7= T2.

{(z,y) e R?| — 3 <y <1}/Z = M? labanda de Mobius.

=W

10.2. Acciones propiamente discontinuas

Definicién 10.2.1. Sean G un grupo y X un G-espacio. Decimos que X
es propitamente discontinuo si cada x € X tiene una vecindad V tal
que gV N ¢g'V = 0 para cualesquiera elementos distintos g,q' € G. En estas
condiciones, se dird que V' es una vecindad delgada de x.
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Nota. Toda accién propiamente discotinua es libre; el reciproco es falso.

Teorema 10.2.2. Sea X un G-espacio propiamente discontinuo. Entonces
la proyeccion orbital p: X — X/G es una funcion cubriente.

DEMOSTRACION. Sean x € X un punto cualquiera y U su vecindad delga-
da. Como p es abierta, p(U) es una vecindad de la érbita G(z) = p(z) € X/G.
Ademas,

p ' (p(U)) = () gU

geG
y {gU | g € G} es una familia disjunta por la eleccién de U. Claramente las
restricciones p|lyy 1 gU — p(U) son homeomorfismos. O
Ejemplos.

1. R es un Z-espacio propiamente discontinuo: para x € R, (z — %, T+ %)
es una vecindad delgada. La proyeccién orbital R — R/Z coincide con
la funcién cubriente exp : R — S

2. S™ es un Zs-espacio propiamente discontinuo: para z € ", {y | ||y —
|| < 3} es una vecindad delgada. La proyeccién orbital S — S™/Z,
coincide con la funcién cubriente S* — RP".

Teorema 10.2.3. Sean G un grupo finito y X un G-espacio libre de Haus-
dorff. Entonces X es propiamente discontinuo.

DEMOSTRACION. Supongamos que G = {1 = ¢o,91,...,9.} v = € X.
Entonces los distintos puntos x = 1x, g1z, . . ., g, tienen vecindades mutua-
mente ajenas U;, j = 0,...,n. Sea U = ﬂj gj_lUj que es vecindad de X.
Entonces para cada g;,

gU =(gilg;'U) C U
J

por lo que
g:U N g;U = g;(g7 ' gUNU) = g; (U N D)
donde g;, = gj’lgi. Pero g,U C Uy, y U C Uy de modo que

gUNgU Cgi'(UnUpy) =0 sigp#1

J

y esto tltimo sucede si y solo si g; # g;. Esto termina la demostraciéon. [

Teorema 10.2.4. Sea X un G-espacio conexo por trayectorias provisto de
una accion propia del grupo G. Sean xy € X y yo = p(xg) € X/G donde
p: X — X/G es la proyeccion orbital. Entonces hay un homomorfismo del
grupo fundamental m(X/G,yo) al grupo G.
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DEMOSTRACION. Sea [a] € m(X/G,yp). Como p : X — X/G es una
funcié cubriente, existe un tnico levantamiento @ : I — X del lazo a €
Q(X/G,yo) tal que a(0) = xg. De este modo a(1) € p~(yo) = G(x) por lo
que hay un g € G tal que

a(l) = gz
De hecho, al ser X un G-espacio libre, este g es tinico. Denotemos entonces
a g por gjo v definamos § : 7(X/G, y0) — G como

§(la]) = gpay-

Verifiquemos que £ es homomorfismo de grupos. Dados [o], [5] € 7(X/G, yo),

sean a y 3 los tnicos levantamientos de v y 3 respectivamente que empiezan
en xg. Consideremos entonces la trayectoria en X

Y = a* gyp

Es claro que

p = (pa) * (p(gia B) = v % 3
y ¥(0) = xo. Asi que 1 es el tinico levantamiento de « * 8 que comienza en

Tg, ie. ¥ = a x 5. Por consecuente,
(1) = gB(1) = gia) (915170) = Gafisio
Por otro lado, (1) = m(l) = Jla+8)T0 = Gla][g)T0 POT lo que
§([IB]) = gialia) = giatia) = €[S ([8])
como se queria demostrar. (]

Proposicién 10.2.5. El nicleo del homomorfismo & : m(X/G,yo) — G es
pe(m(X, x0).

DEMOSTRACION. Sea [a] € 7(X/G,yo) tal que &([a]) = 1. Entonces
a(l) = zg donde & es el levantamiento de o« que empieza en xg. Tenemos
entonces que a € Q(X, z) y pa = . Esto implica que

[a] = p.([a]) € pu(7(X/G,y0))
0

Corolario 10.2.6. Sea X un espacio conexo por trayectorias. Entonces 1(X/G, yo)/p«(7(X, x0))
y G son isomorfos.

DEMOSTRACION. Basta ver que £ : n(X/G,yg) — G es suprayectiva.
Sea entonces g € G. Sea a4 una trayectoria de zy a grg en X. Entonces
[pay] € T(X/G, yo) y por la definicién de £ tenemos

§([pag])ro = pay(1)
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donde pa, es el levantamiento de pa, que empieza en z. Este levantamiento
es sin embargo es también «ay, por consiguiente

f([pag])xo = O‘g(l) = gZo
de donde {([pay]) = g. O

Corolario 10.2.7. Si X es simplemente conexo entonces m(X/G,yo) = G.

Teniendo estas herramientas, el siguiente paso natural es reconstruir es-
pacios de interés conocidos como espacios de orbitas bajo una accién pro-
piamente discontinua, para asi poder calcular sus grupos fundamentales. El
siguiente lema resuelve una situacion que encontraremos en algunos ejemp‘los
interesantes.

Lema 10.2.8. Sean X un G-espacio tal que X/G es de Hausdorff, y A un
subcongunto compacto de X tal que G(A) = X. Si en A estd definida una
funcion cociente q : A — Z con las mismas fibras que la proyeccion orbital
(i.e. q(a1) = q(az) si y sdlo si G(a1) = G(az)), entonces Z es homeomorfo a

X/G.

DEMOSTRACION. Tenemos que pla,la restriccién de la proyeccién orbital
en A, es constante en las fibras de ¢, que es una identificacion. Por el teorema
de transgresién, existe una tnica funcién f : Z — X/G tal que foq=p|a, y
esta funcién ademds resulta continua. Esta funcién estd dada por f(g(a)) =
G(a), y es claro por nuestras hipodtesis que ademds es biyectiva. Se tiene
ademés que A es compacto y X/G es de Hausdorff, por lo que f ademés es
cerrada, y por lo tanto, un homeomorfismo.

O

Ejemplo 10.2.1.
1. n(SHy=Z
2. Sean ¢ : C - Cy ¢ : C — C los homeomorfismos

pz)=z+i y Y(z)=Z+1
Entonces ¢ = ¢ 1. Si G = {¢™Y" | m,n € Z}, entonces G es un
grupo que actua propiamente en C y C/G es homeomorfo a la botella
de Klein.
3. Sea £ : C — R5 dada por

&(x + iy) = (cos 27y, cos 4z, sin 4z, sin 27y cos 27, sin 27 cos 2wy ) —

Entonces £ es un G-invariante, y C/G = ¢(C).

4. Sea x : R® — RS la funcién dada como x(p,q,7,s,t) = ((p+2)q, (p +
2)r, s,t). Demostrar que la restriccion x|, : K2 — R* — R* es un
encaje.
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5.S5ea X =Rx[0,1] CC.SiT: X - X, z2—=Z+iyG={T"|n € Z},
probar que X es un G-espacio y X/G = M?. En particular, 7(M?) =
7.

6. Sean G = Z, vy S* = {(2 : 1,29) € C?||z1]* + |22|*> = 1}. Sea ¢
relativamente simple con p. Sea h : S* — S3,

h(z1, z2) = (e%zl, 62?(1 29)

Entonces h es un homeomorfismo con h? = 1. Sea n - (z1,22) =
h"™(z1, 22) para n € Z,. Esta accién es propia y el espacio de érbitas
S3/Z, se llama espacio de lentes 6 L(p,q). En particular L(2,1) =
RP3.

De igual forma Z, actia en S$***1 c C"*!







Capitulo 11

Grupo Fundamental

En este capitulo introduciremos la nociéon de homotopia entre dos fun-
ciones para desarrollar el importante concepto de grupo fundamental. Como
veremos mas adelante, el grupo fundamental no sélo sera una poderosa herra-
mienta que nos ayudara a determinar, en algunos casos, cuando dos espacios
no son homeomorfos, sino que nos va permitir demostrar teoremas importan-
tes dentro de las matematicas, como son el Teorema Fudamental del Algebra
y el Teorema de Brower, entre otros.

A lo largo del capitulo denotaremos por I al intervalo cerrado [0, 1].

11.1. Trayectorias homotdpicas

Comencemos por definir qué es una homotopia.

Definicién 11.1.1. Sean X yY dos espacios topologicos y f,g: X — Y dos
funciones continuas. Una homotopia entre f y g es una funcion continua
H: X x1—=Y, tal que

i) H(z,0) = f(x)
i) H(z,1) = g(x)

para todo punto x € X. En este caso diremos que f y g son funciones ho-
motopicas y lo denotaremos por f ~qg o H : f ~ g. Ademds, denotaremos
por Hy : X =Y la funcion dada por

Hy(x) = H(x,t).

Ejemplo 11.1.1. Sea X un espacio topoldgicoy f, g : X — R? dos funciones
continuas. La funcién H : X x I — R? dada por

H(z,t) =tg(z) + (1 =) f ()

define una homotopia entre f y g.

11.1.1. Homotopias Relativas. Un caso particular de las funciones
homotépicas, son las funciones homtoépicas relativas a un conjunto dado.

241
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Definicién 11.1.2. Sean X y Y espacios topologicos, A C X un subcon-
jgunto arbitrario y f,qg : X — Y dos funciones continuas. Se dice que f es
homotdpica a g relativo a A (denotado f ~ g, rel A o f ~4 g), si
f(a) = g(a) para todo a € A, y existe una homotopia H : X x I — Y entre

f vy g tal que
H(a,t) = f(a) = g(a), para todo a € A.

En este caso diremos que H es una homotopia relativa a A entre f y g.

Ejemplo 11.1.2. Sea X C R" un conjunto convexo y A C X un subcon-
junto arbitrario. Si Y es un espacio topolégico arbitrarioy f,g:Y — X son
funciones continuas tales que f(a) = g(a) para todo a € A, entonces f y g
son homotdpicas relativas a A. En efecto, la funcion H : Y x [ — X dada
por

H(x,t) = tf(z) + (1 -1t)g(x),

es una homotopia entre f y g relativa a A.

A continuaciéon demostraremos un pequeno lema que nos serd de gran
utilidad en las demostraciones siguientes.

Lema 11.1.3. Sean X y Y espacios topolégicos y A, B C X dos subespacios
cerrados tales que X = AU B. Supongamos que f : A—Y yg: B —Y son
funciones continuas tales que f(x) = g(x) para todo v € AN B. Entonces la
funcion h : X =Y dada por

g(x), sizeB.
esta bien definida y es continua.

DEMOSTRACION. Es claro que h est4 bien definida. Demostremos su con-
tinuidad. Sea G C Y cerrado en Y, entonces

R HG)={z € X |hx)ecG}
={recA| f(x) e Giu{x € B|yg(x) € G}
= fTHG)UgH(G).
Como f y g son continuas, f~'(G) y ¢7'(G) son cerrados en A y en B,
respectivamente. Pero A y B son cerrados en X, entonces f~1(G) y ¢7(G)

son cerrados en X, y por lo tanto su unién también es un cerrado en X.
Asi queda demostrado que h es continua. [

Proposicion 11.1.4. Sean X y Y dos espacios topologicos y A C X. La
relacion ~4 es una relacion de equivalencia en C(X,Y).
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DEMOSTRACION. Probaremos que ~ 4 es reflexiva, simétrica y transitiva,
construyendo las homotopias respectivas.

1.

2.

Reflexividad. Dada f : X — Y continua, la funcién H : X x [ — Y
dada por H(z,t) = f(x) es una homotopia relativa a A entre fy f.
Simetria. Si f y g son dos funciones de X en Y hométopas relativas
a A, entones hay una homotopia relativa a A, H : X x I — Y tal que

H(z,0) = f(z), H(z,1)=g(x) vy H(at)= f(a)=g(a)
para todo t € [ y para todo a € A. De esta manera, la funcion
G: X x I —Y dada por

G(z,t) = H(x,1 —1)
es una funcién continua. Ademas,
G(z,0) = H(z,1) = g(z), G(z,1)=H(z,0)= f(x)

y G(CL?t) = H(avl _t) = f(a) = g(a)
para todo t € I y para todo a € A.
Entonces G es una homotopia relativa a A entre g y f.

. Transitividad. Sean f, g y h funciones continuas de X en Y tales

que f ~4 gy g ~a h. Entonces, f(a) = g(a) y g(a) = h(a) para
todo a € A, por lo que f(a) = h(a) para todo a € A. Por otro lado,
existen Hy,: X x I — Y una homotopia entre f y g relativa a A, y
H; : X x I — Y una homotopia entre g y h relativa a A. Definamos
H: X x I —Y de la siguiente manera

Hy(x,2t ite|0,1/2
H(m,t) _ l(xv )7 S? € [ ) / ]7
Hy(z,2t — 1), site[l/2,1].

Por el lema 11.1.3, la funcién H es continua. Veamos que es una
homotopia entre f y h. Por un lado, H(z,0) = Hy(z,0) = f(x) y
H(z,1) = Hy(z,1) = h(z). Por otro lado, como H; y H son homo-
topias relativas a A, entonces para todo t € I y para todo a € A, se
tiene que

Hy(a,t) = f(a) = g(a) = h(a) = Hy(a, 1).
Asi, podemos concluir que H es una homotopia entre f y h relativa
a A.
O

Particularmente, si f y g son trayectorias entre dos puntos xy y x; de un
espacio topoldgico X, diremos que f y g son homotdpicas relativas a {0,1},
si existe una homotopia H : I x [ — X entre f y g, tal que para todo t € I,

H(0,t) = f(0) = g(0) =z
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H(L,t) = f(1) = g(1) = a.

11.1.2. Tipo Homotépico.

Definicién 11.1.5. Se dice que dos espacios topologicos X y Y son ho-
motopicamente equivalentes o tienen el mismo tipo homotopico si
existen funciones f : X — Y yg:Y — X tales que gof ~Idx y fog ~ Idy.

Ejemplo 11.1.3. R"\ {0} es homotépicamente equivalente a S*~!. En efec-
to, Sir:R™\ {0} — S"! estd definida por
T

T'(.l’) = ma

y j:S"! — R™\ {0} es la funcién inclusién. Entonces roj = 1ga—1. Por otro
lado, j o r es homotdpica a la identidad en R \ {0} mediante la homotopia

H:R"\ {0} x I —R"\ {0}
dada por
H(z,T)=t—+ (1 —t)z.

Por lo tanto, R™ \ {0} y S"! son homotépicamente equivalentes.

Claramente si dos espacios son homeomorfos, entonces también son ho-
motopicamente equivalentes. Sin embargo, es facil encontrar espacios que no
sean homeomorfos, pero que sean homotépicamente equivalentes.

Ejemplo 11.1.4. R™ es homotdpicamente equivalente a {0}. En efecto, con-
sideremos i : {0} — R" la inclusién, y f : R™ — {0} la constante 0. Entonces
foi=Idy, en tanto que io f es homotdpica a la identidad en R™ mediante

H:R"xI—R"

dada por
H(x,t) =tx.

Asi, R™ es homotdépicamente equivalente a {0}, pero claramente estos es-
pacios no son homeomorfos, pues no existe una biyeccion entre ellos. Cabe
aclarar aqui que el ejemplo anterior también ilustra esta situaciéon (R™\ {0}
y S"~! son espacios homotdpicos que no son homeomorfos, pero en este mo-
mento ain no tenemos herramientas para ofrecer una prueba simple de que
no existe un homoemorfismo entre ellos).
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Si X y Y son dos espacios homotépicamente equivalentes, lo denotaremos
por X ~ Y. Como veremos a continuacion, la relacion ~ es una relacién de
equivalencia en la clase de los espacios topolégicos. Antes de demostrar esto,
probemos el siguiente lema.

Lema 11.1.6. Sean X, Y y Z espacios topologicos. Consideremos f,q :
X =Y yi,o:Y — Z funciones continuas entre estos espacios. Entonces
los siguientes enunciados se cumplen:

1. Si f ~ g, relativo a A (A C X ) entonces po f ~ ¢ ~ g relativo a A.
2. Si ¢ ~ 9 relativo a B (B CY) entonces ¢ o f ~ 1) o f relativo a

fH(B).

DEMOSTRACION. 1. Sea G : X x I — Y una homotopia entre f y g
relativo a A tal que

GO = f7 y Gl =g
Entonces la funcién continua H : X x I — Z dada por
Hy=poGy

es una homotopia ente po f y pog. Ademés, como GG es una homotopia relativa
a A, se tiene que para todo a € A, y para todo t € I, Gi(a) = f(a) = g(a).
Asi,

Hy(a) = ¢(Gi(a)) = ¢(f(a)) = ¢(g(a)),

por lo que H es una homotopia entre ¢ o f y ¢ o g relativo a A.

2. Sea F':' Y x I — Z una homotopia ente ¢ y 1 relativa a B tal que
Fo=p, v I} =1
Entonces la funciéon continua J : X x I — Z dada por
Ji=Fiof

es una homotopia ente ¢ o f y ¥ o f. Ademas, como F es una homotopia
relativa a B, se tiene que para todo b € B, y para todo t € I, F;(b) = ¢(b) =
¥(b). Asi, si x € f~1(B), entonces f(x) € B, por lo que

Ji(x) = Fi(f(z)) = o(f(x)) = ¢(f(x)), paratodotel.

De este modo, podemos concluir que J es una homotopia relativa a f~1(B),
entre po fy o f. 0

Teorema 11.1.7. La relacion ~ es una relacion de equivalencia en la clase
de todos los espacios topolégicos.
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DEMOSTRACION. Es claro que ~ es una relacién reflexiva y simétrica.
Demostremos que también es transitiva.

Sean X, Y y Z espacios topoldgicos tales que X ~ Y y Y ~ Z. Entonces
existen funciones continuas f : X =Y, g:Y - X, oY > Zyy:Z—>Y,
tales que go f ~1x, fog~1ly, Yop>~1ly yporp ~1g.

Consideremos las funciones po f : X - Z y got: Z — Y. Por el lema
anterior, tenemos que

(gotp)o(pof)=(go(bop))of~golyof=gof
Pero go f ~ 1x, de donde podemos concluir que (go ) o (po f) ~ 1x.
Anélogamente,

(poflo(go) =po(foglop=polyoyp=poy.
Como ¢ o9 ~ 1z podemos concluir que (¢ o f) o (go 1)) ~ 1. Asi, queda
demostrado que X y Z son homotdépicamente equivalentes. 0

Asi, la relacién ~ divide a la clase de todos los espacios topoldgicos en
clases de quivalencia. Si X es un espacio topolégico, denotaremos su clase de
equivalencia por

[(X]={Y|Y ~ X}.
11.1.3. Espacios contraibles.

Definicién 11.1.8. Se dice que un espacio topologico X es contraible si
lx =~ f., donde f. es la funcion constante f.: X — {c}, i.e. f.(x) = c para
todo v € X.

Ejemplo 11.1.5. R" es contraible. En efecto, la funciéon H : R* x [ — R"
dada por
Ht(w) = t.fl}',

es una homotopia entre la identidad en R™ y la funcién constante 0.

Ejemplo 11.1.6. Si X C R” es un subconjuto convexo, entonces X es con-
traible. Para cualquier punto ¢ € X, la funciéon H : X x I — X dada por

Hi(z) =tz + (1 —1t)c

define una homotopia entre 1x y la funciéon constante f.: X — X.

Teorema 11.1.9. Sea X un espacio topologico. X es contraible si y solo si
X ~ {x}, donde {x} es el espacio topoldgico formado por un sélo punto.



11.2. EL PRODUCTO DE TRAYECTORIAS 247

DEMOSTRACION. Primero supongamos que X es contraible y demostre-
mos que X ~ x. Sea f : X — x* la funcién dada por f(z) = *. Fijemos un
punto zy € X, y definamos ¢ : * — X por c¢(x) = 5. Demostremos que
cof ~1xyque foc~1,. Notemos que co f = (,, : X — x, donde
Coo () = mp. Como X es contraible, (,, ~ 1x, asi que co f ~ 1x. Por otro
lado foc = 1,, y por tanto f oc ~ 1,. Entonces, X es homotopicamente
equivalente a *.

Ahora supongamos que X y * son homotdopicamente equivalentes. En-
tonces existen funciones f : X — xy g : % — X talesque go f ~ 1x y
fog~1,. Claramente, la inica funcion posible f, es la funcién constante c
definida anteriormente. De igual manera, g(*) = xo para algin xy € X. Asi,
go f es una funcién constante homotopica a la identidad. En otras palabras,
X es contraible. 0

Proposicion 11.1.10. Sea Z un espacio contraible. Entonces, para todo es-
pacio X, para cualesquiera dos funciones f,g: X — Z, f y g son homotopi-
cas.

DEMOSTRACION. Como Z es contraible, existe una funcién constante
c:Z — Z, tal que 1z y ¢ son homtopicas. Por el lema 11.1.6, f =150 f es
homotopica a co f. Andlogamente, g es homotopica a cog. Pero cog = co f,
por lo que f y g son homotdpicas, como se queria demostrar. [l

11.2. El producto de trayectorias

Definicién 11.2.1. Sea X un espacio topologico. Si f : I — X es una
trayectoria de xog a x1 y g : I — X es una trayectoria de x1 a xo, definimos
el producto f *x g de f y g como la trayectoria de xo a x5 dada por

_ )@, sit € [0,1/2),
o Jro= {g(2t —1), sit€[1/2,1].

La continuidad de f * g es una consecuensia inmediata del lema 11.1.3.

Lema 11.2.2. Sean X un espacio topoldgico. Si f, f' : I — X son trayecto-
rias homotdpicas entre xo y x1 y g,9 : I — X son trayectorias homotdpicas
entre x1 Yy Ta, entonces

frg~fxg.
DEMOSTRACION. Como f ~ f’, existe una homotopia entre f y f’ rela-
tiva a {0,1}, digamos F : I x I — X. Andlogamente, como g ~ ¢', existe

G : I x I — X, una homotopia entre g y ¢', relativa a {0, 1}.
Definamos H : I x I — X por

_JF(2s,1), si s €10,1/2],
H(s,t) = {G(ZS —1,t), sisell/2,1].
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0 ) I\/’ / X>
G

Como F(1,t) = 1 = G(0,t), la funcién H estd bien definida y es con-
tinua. Veamos que también es una homotopia entre f * g y f' * ¢, relativa
a {0,1}. Tenemos que H(0,t) = F(0,t) = xo, y H(1,t) = G(1,t) = 5. Por
otro lado,

G(2s—1,0), sise[l/2,1]. = fxg(s).

) F(2s,0), si s €10,1/2] f(2s), sis€0,1/2]
H(s,0) = { {9(28 —1), sise[1/2,1.

Asi, H(s,0) = f % g(s). Andlogamente se demustra que H(s,1) = f' * ¢'(s),
lo cual completa la demostracion. Il

Lema 11.2.3. Sea f : I — X wuna trayectoria de xog a x1. St o : I — I es
una fincion continua con a(0) =0 y a(l) = 1, entonces fa ~ f.

DEMOSTRACION. Definamos a homotopia H : I x I — X como
H(s,t) = f((1 —t)s +ta(s)).
Entonces,
H(s,0) = f(s)
H(s,1) = fla(s)) = (fa)(s)
H(0,t) = f(0) v H(Lt)=f(1)

De donde concluimos que H es la homotopia relativa entre f y fa bus-
cada. OJ

En otras palabras, este lema dice que cualquier reparametrizacién de una
trayectoria es homotopica a la trayectoria original.

Lema 11.2.4. Sean X wun espacio topologico, f,g,h : I — X tres trayec-
torias en X tales que f(0) = zo, f(1) = g(0) = z1, g(1) = h(0) = 22 y
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h(1) = x3. Entonces
(f*g)*xh=~ fx(gx*h) relativo a {0,1}.
DEMOSTRACION. Escribamos las funciones (f x g) «h 'y f x (g% h).

f(4s), si s e0,1/4],
g(ds —1), sise[l/4,1/2],
h(2s—1), sise[1/2,1].

fxg(2s), sise[0,1/2],

(f*g)*h(s) = {h(?s— 1), sise[l/2,1]. B

f(2s), si s €(0,1/2],
g(4s —2), sise[l1/2,3/4],
h(4s —3), sise€[3/4,1].

f(2s), sise[0,1/2],

[x(gxh)(s) = {g* h(2s—1), sisel[l/2,1].

Sea p: I — I la funcién continua, dada por

s/2 sis€0,1/2],
p(s)=<s—1/4, sisel[l/2,3/4],
2s —1, sise[3/4,1].
Por el lema anterior funciones, (f*g)*hy ((f*g)*h)p son homotépicas.
Pero ((f xg)xh)p= f*(g*h), porlo que (f*g)*h ~ fx*(g*h). O
Para cada x € X, denotemos por e, : I — X la trayectoria dada por
e;(t) = x, para todo t € X.
Lema 11.2.5. Sean X wun espacio topologico y f : I — X una trayectoria

entre dos puntos xo y 1. Entonces e,y x f ~ f y fxey ~ f.

DEMOSTRACION. Para demostrar que e,, * f ~ f, notemos que

) zo, si0<s<1/2,
o ¢ f(5) = { st = st

donde la funcién p : I — [ estéd dada por

0, Si0<s<1/2,
p(s) = .
2s—1, sil1/2<s<1,

Por el lemall.2.3, se tiene que las funciones f o p y f son hotmotopicas
relativo a {0, 1}. De este modo, concluimos que e,, * f y f son funciones
homotdépicas relativo a {0,1}. Andlogamente se demuestra que f y f * e,

son homotdpicas relativo a {0, 1}. Los detalles quedan como ejercicio al lector.
O
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Dada una trayectoria f : I — X, con extremos en xy y en x1, se define
la trayetoria inversa f : I — X de la siguiente manera:

f(s)=f(1—s).
Notemos que f es una trayectoria de x1 a xo que recorre el mismo camino
que f, pero en sentido inverso. Ademés, f = f. En efecto, f(s) = f(1 —s) =
fA =1 —=s)) = f(s).

Lema 11.2.6. Sea X un espacio topoldgico y f,g: I — X dos trayectorias
homotdpicas entre dos puntos xy y x1. Entonces f ~ g relativo a {0,1}.

DEMOSTRACION. Como f y g son trayectorias homotdpicas, existe una
homotopia de trayectorias F' : I x I entre f y g. Entonces F(s,0) = f(s),
F(s,1) =g(s), F(0,t) = xoy F(1,t) = 1 Definamos H : I x I de la siguiente
manera

H(s,t) = F(1—s,t).
Entonces H es una funcion continua. Veamos que es una homotopia relativa
a {0,1}. En efecto, tenemos H(0,t) = F(1,t) = x1; H(1,t) = F(0,t) = xo;

H(S70) :F<1_570> :f(l_s) :f(S);yH(S,l) :F(l_svl) :g<1_5> =
g(s). Por lo tanto H es la homotopia deseada. O

Lema 11.2.7. Sean X un espacio topoldgico y f : I — X una trayectoria
entre dos puntos xo y x1. Entonces fx f ~ e,, relativo a {0,1} y f* f ~ ey,
relativo a {0, 1}.

DEMOSTRACION. Para demostrar que f* f ~ e, consideremos la funcién
H:IxI— X, dada por

f(2s), siOSsS%,
H(s,t) =< f(t), siégsgl—%,

f(2(1—ys)), sisell/2,1].
Si s = £, entonces f(2s) = f(t) y si s =1 — % entonces f(2(1 —s)) = f(t),
por lo que H estd bien definida y por el lema 11.1.3 podemos concluir que
H es continua. Demostremos que es una homotopia relativa a {0, 1}.

Tenemos H(0,t) = f(0) = xo. Si s = 1, entonces H(1,t) = f(0) = x.

Por otro lado, si ¢t = 0, entonces H(s,0) = f(0) = ey, (s). Y si t = 1, entonces
H(s,1) = [ £ F(s).

Consecuentemente, H es una homotopia entre e, y f*f, relativa a {0, 1}.

Para demostrar que f * f ~ e,,, recordemos que f = f. Asi, tenemos que

e 2 FrT =T F.

Por lo tanto la prueba esta completa. 0



11.3. GRUPO FUNDAMENTAL 251

11.3. Grupo Fundamental

Recordemos que un grupo es una terna (G, e, x) en donde G es un con-
junto, e € GG un elemento distinguido, llamado neutro y * es una operacion

x:GxG—=G

cuya imagen *(a, b) denotamos por = a * b o simplemente ab cuando no hay
otras operaciones en G. La multiplicacioon * y el neutro e satisfacen a su vez
las siguientes propiedades:

(a) * es asociativa, esto es, (axb)xc = ax(bxc), para cualesquiera a, b, c € G.

(b) a*e = e*a = a para cualquier a € G.

(c) Paratodo a € G existe otro elemento a™! € G tal que a~
Este elemento es tinico y se llaman inverso de a.

1 1

*a = a*xa - = e.

Ejemplos conocidos de grupos son:

= El sistema de los nimeros enteros Z con la suma como operacién y el
cero como neutro.
» El sistema de los niimeros reales (R, 0, +).

Aqui a operacion satisface ademas la condicion a * b = b * a. Los grupos con
esta propiedad se llaman abelianos. No todos los grupos son abelianos:

» Los grupos de matrices invertibles GL(n) por ejemplo, forman un
grupo no abeliano con la multiplicacién usual de matrices como ope-
racion.

= Los grupos de (algunas) funciones biyectivas en ciertos conjuntos for-
man grupos por lo general no abelianos bajo la composiscién usual
de funciones.

En nuestro caso, el producto f % g de trayectorias hard las veces de la
operacion en un grupo. En efecto, si X es un espacio topoldgico, la relacion
~ (relativo a {0,1}) induce una particién en clases de equivalencia en el
conjuto C(1, X). Denotemos por

fl={9€C,X)|g~f}

Si f es una trayectoria entre xy y 1, y g es una trayectoria entre z; y xo,
la operacién f * g definida en la ecuacién (30) se extiente a las clases de
equivalencia de C'(I, X') como sigue:

Lf] - lg] = [f = gl.

Por el Lema 11.2.2, esta operacién queda bien definida, sin embargo, tiene
la desventaja de que cualesquiera dos trayectorias f y g en X no siempre se
pueden operar. Para remediar esta situacion consideramos trayectorias cuyos
puntos inicial y final coinciden.
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Definicién 11.3.1. Sea X un espacio topologico y xo € X un punto ar-
bitrario. Un lazo basado en xy es una trayectoria f : I — X tal que
f(0) = f(1) = zo.

Si X es un espacio topolégico y zg in X, denotamos por Q(X,zq) al
conjunto de lazos basados en xq. Este es un subconjunto de C'(1, X). De este
modo, la homotopia de trayectorias divide también a Q(X,zq) en clases de
equivalencia. Denotamos ahora las clases de equivalencia de lazos en xy como

m(X, o) = {lf11 f € X, z0)} = X, w0)/~.

Si f y g son lazos en x(, entonces también lo es f * g, por lo que

[f]- 9] = [f * g] € m(X, x0)

y estamos en condiciones de reeununciar algunos de los resultados hasta ahora
probados con la siguiente proposicién.

Proposiciéon 11.3.2. Sean X un espacio topoldgico y xg € X. Entonces la
terna (m(X, xo), [€x,], ) €s un grupo.

DEMOSTRACION. Para demostrar que - es asociativa, consideremos [f], [g], [h] €
(X, x9). Entonces

([F1-[gD)-[n] = [f #g]-[h] = [(fxg)xh] = [f*(g*h)] = [f]-[gxh] = [f]-([g]-[])

por el Lema 11.2.4. Veamos ahora que la clase [e,,] de la constante xy es
neutro para m (X, zg). Sea [f] € 7(X, ), entonces

]+ lewo] = [f * exo] = [f] = leay * f1 = [eao] - [f]

por el Lema 11.2.5. Por tltimo, observemos que todo elemento de 7(X, x¢)
tiene un inverso: dado [f] € m(X, zo),

17 =17]

funciona como inverso. En efecto, por el Lema 11.2.6, [f] ™! est4 bien definido.
Ademas,

U1 =1 [ =1+ L = lewo) = [F+ f1=[f]- ) = (A7 [f]
por el Lema 11.2.7. 0

La terna (m(X, o), [es,],) recibe el nombre de Grupo Fundamental
relativo a 7y, y lo denotaremos de aqui en adelante simplemente por 7 (X, xq)

Cuando estudiamos grupos, las funciones de interés son aquellas que pre-
servan la operacion del dominio y la respectiva en el codominio. Formalmente,
un homomorfismo entre dos grupos G y GG’, es una funcion ¢ : G — G, tal
que

p(ab) = p(a)p(b)
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para cualesquiera a,b € G. Los homomorfismos biyectivos reciben el nombre
de isomorfismos. Es facil ver que el inverso de un isomorfismo es también
un homomorfismo de grupos, resultado no valido para la continuidad de
funciones invertibles.

Teorema 11.3.3. Sea X un espacio topolégico y o : I — X wuna trayec-
toria entre dos puntos xo y x1 de X. Entonces « induce un isomorfismo
a:7m(X,xg) — 7(X,z) definido por

a(lf]) = [ax fxal

DEMOSTRACION. Dados dos lazos f y g basados en zq,
a([f)) =a(lg]) & axfxax~axgx*a.
Entonces, si concatenamos por la derecha con @, tenemos que
(@xfra)xa ~ (@xg*xa)*xa
ax fx(axa) ~ axgx(axa)
axf ~ axg.
y al contatenar por la izquierda con a obtenemos
fraxax f~axaxg~g.

Asi, [f] = [g] y podemos concluir que @ es inyectiva.
Por otro lado, si h es un lazo en 1. Entonces f = a*x h @ es un lazo en
xo y claramente

Por lo tanto, a es una biyeccién.
Ahora consideremos dos lazos f y ¢g basados en xj. Entonces

a(lf]-1g]) = a([f * g])
= [@x (f % g) x o]
=[axfxaxaxgxq]
=[ax fxa]l [axgx*a]
= a([f]) - a(lg])-
Por lo tanto, @ es un homomorfismo biyectivo y un isomorfismo. 0

Corolario 11.3.4. Si X es un espacio conexo por trayectorias, entonces
para cualesquiera dos puntos xy y x1 de X, los grupos w(X,xo) y m(X, 1)
son isomorfos.

En otras palabras, el grupo fundamental es unico (salvo isomorfismo) o
no depende del punto base.
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Definicién 11.3.5. Sea X un espacio topolégico. Diremos que X es stm-
plemente conexo si

i) X es conexo por trayectorias y
i) m(X,x) es el grupo trivial para algin xo en X (y por lo tanto para
todo o € X ).
Proposicion 11.3.6. St X es simplemente conexo, cualesquiera dos trayec-

torias con los mismos extremos son trayectorias homotopicas.

DEMOSTRACION. Sean f,g: I — X trayectorias tales que f(0) = ¢g(0) =
zoy f(1) = ¢g(1) = x;. Entonces f g es un lazo en xy y como X es
simplemente conexo, [f * g] = [ey,], i.e., f * G =~ e,,. Entonces

(f*g)*xg~ex*xg~g.
Pero también
(f*xg)xg=f*(gxg) = [res = f.
Consecuentemnte, f ~ g. O

Supongamos que ahora que ¢ : X — Y es una funcién continua. Six € X
y y = p(x) € Y, escribiremos

p:(X,z) = (Yy)

y diremos que ¢ es una funcién basada en z. Notemos que en este caso,
dado cualquier lazo f basado en z, la composicién ¢f : I — Y es un lazo
basado en y. Este hecho sugiere estudiar la asignacion inducida f — ¢f a
nivel de homotopias. Mas precisamente definimos ¢, : 7(X,z) — 7(Y,y), de
la siguiente manera

v([f]) = lef]-

Lema 11.3.7. Sea ¢ : (X,z) — (Y,y) una funcion basada. Entonces la
funcion inducida . : 7(X,x) = 7(Y,y) es un homomorfismo.

DEMOSTRACION. Notemos primero que ¢, estd bien definida. En efecto,
si f,g: I — X son lazos homoétopos basados en x, entonces de acuerdo al
Lema 11.1.6 ¢f es un lazo hométpo a ¢g basado en y. Ademas,

o(f*g) = (of)* (¢g).

puesto que para cada x € I,

ey = 4PUE), six € [0,1/2],
Ao {90(9(2:6—1)), si @ € [1/2,1].

= ((ef) * (v9)) ().
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Entonces alevaluar ¢, en el producto de dos lazos tenemos

pe([f1-19]) = @u(f % 9])
= [o(f = 9)]
= [(0f) * (p9)]
= [ef1- [py]
= @«([f]) - e+(l9])-

Podemos concluir que ¢, es un homomorfismo. O
Teorema 11.3.8. Sean X, Y y Z espacios topologicos. Entonces:
(a) sip: (X,z)— (Y,y), ¥: (Y,y) = (Z,2) son funciones basadas,

(V@) = bups : (X, 2) = 7(Z, 2).
(b) siidyx : (X,z) = (X, z) es la identidad en X,
(idx ) = idr(x0)-

DEMOSTRACION. (a) Consideremos primero un lazo f basado en z arbi-
trario, entonces

(W) ([f]) = () f] = [ (e f)]-
Por otro lado,
Vep([f]) = uleul[f1) = ¥ullof]) = [ (0 f)]-

Conscuentemente,

(¥ 0 @)«([f]) = ¢ 0 0u([f])
para todo [f] € m(X, ).

(b) Sea f un lazo basado en z. Entonces,
(idx)«([f]) = lidx f] = [f] = idn(x )
como se afrima. O

Corolario 11.3.9. Sean X y Y dos espacios topoldgicos y ¢ : (X,x) —
(Y,y) un homeomorfismo basado. Entonces el homomorfismo inducido ¢, :
(X, x) = 7n(Y,y) es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Es suficiente demostrar que ¢, es biyectiva, o bien, que
tiene una funcion inversa. Como ¢ : X — Y es un homeomorfismo, su inversa
0 1:Y — X es una funcién continua. Entonces, por el Teorema 11.3.8,

P07 = (pp™h)e = (idy ) = idr(yy)
por lo que (¢~1), es inversa derecha de ¢,. Andlogamente,

(0 Do = (9 0)w = (idx )y = idn(x )
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por lo que (1), es inversa izquierda de (,. Consecuentemente,
(™= ()

Y ¢. €s un isomorfismo. O

En otras palabras, como se menciné al principio del capitulo, el grupo
fundamental es un invariante topoldogico. Para terminar la seccion, veremos
que en los espacios conexos por trayectorias, el grupo fundamental de un
producto es equivalente (isomorfo) al producto de los grupos fundamentales
respectivos.

Teorema 11.3.10. Sean X, Y dos espacios topolégicos y (xo,y0) € X X Y.
Entonces (X x Y, (zo,v0)) es isomorfo a n(X,zo) X (Y, yo).

DEMOSTRACION. Seap : (X XY, (z0,%0)) = (X, z0) y q: (X XY, (20,y0)) —
(Y, yo) las proyecciones basadas en X y Y respectivamente. Entonces p, :
(X XY, (20,%)) = 7 X,20) y ¢« : 7(X XY, (x0,%0)) = 7(Y,9o) son homo-
morfismos, por lo que

¢ (X XY, (20, 90)) = (X, 20) X 7(Y, %),
definida por
o([f]) = (- ([f]), & ([fD) = ([pf], [af])

es igualmente un homomorfismo. Para completar la demostracién, verifique-
mos que ¢ es biyectiva.

Sea ([fi].[f2]) € m(X,xo) x (Y, yo) donde f; y fo son lazos basados en
o y en yo respectivamente. Entonces

fol—=XxY,  [f(s)=(fi(s), fa(s))

es un lazo basado en (zg, o). Claramente, ¢([f]) = ([f1],[f2]), i.e. ¢ es su-
prayectiva. Para demostrar ahora que ¢ es inyectiva, consideremos dos lazos

[y g en (zo,y0) tales que ¢([f]) = &([g]). Entonces [pf] = [pg] v [¢f] = lag],
por lo que existen homotopias de trayectorias Hy : pf ~pg vy Hs : qf =~ qg.

Definamos
H:IxI—XxY, H(st)=(H(s,t),Hy(s,1)).

Entonces H es una funcién continua y también una homotopia entre los lazos
f v g. En efecto, si t =0,

H{(s,0) = (Hi(s,0), Hy(s,0)) = (pf(5), ¢f (s)) = f(5).

Analogamente, si ¢t = 1 tendremos H (s, 1) = ¢(s). Por otro lado, si s = 0,

) —
H(0,t) = (H1(0,t), Hx(0,t)) = (w0, %0)-

Similarmente, se demuestra que H(1,t) = (Hy(1,t), H2(1,t)) = (20, yo). Po-
demos entonces concluir que [f] = [¢g] ¥ que ¢ es inyectiva. O
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11.4. Invarianza Homotoépica del Grupo fundamental

Hemos visto anteriormente que el grupo fundametal es un invariante to-
polégico. En esta seccion, veremos que también es un invariante homotdépico,
es decir, se preserva bajo homotopias.

Teorema 11.4.1. Sean X y Y espacios topologicos, rg € X, f,g: X =Y
dos funciones continuas. Si F' es una homotopia entre f y g, yo,y1 € Y son
puntos tales que
Yo = f(0), y1 = g(x0),
ya: I =Y esuna trayectoria entre yo y 1 determinada por a(t) = F(xo,t),
entonces
Qo f, = gs.

DEMOSTRACION. Consideremos las funciones aof, : w1 (X, zo) — m1 (Y, y1)

y gs : T (X, 20) = m1 (Y, 91). Sea v un lazo en xy. Entonces

ao f([7]) = a([f o)) =[ax(fory)*a]
y
9:(0]) = lg ol
Para demostrar el teorema, basta demostrar que las trayectorias g o v y
@ x (f o) * a son homotdpicas relativo a {0,1}. Para ello, consideremos

la homotopia G : I x I — Y dada por G(s,t) = F(y(s),t). Para cada
1 =1,2,3,4 consideremos las trayectorias 5; : I — I x I dadas por

Bi(s) = (s,0),
Pa(s) = (0, s),
ﬁ3<5) (37 1)?
Ba(s) = (1, s).

Notemos que las siguientes igualdades se cumplen:
Gofr=fon,
Go ﬁQ = Q,
Go B?) =g°7,
Gofy=a.

Como I x I C R? es convexo, se tiene que las trayectorias 3 y_@ x 3,04
son homotopicas relativo a {0, 1}. Consecuentemente, G'o 53 ~ G o (4% [./54)
relativo a {0,1}. Pero G o 3 = g o, por lo que

goy=~Go(By*B.4) relativo a {0,1}.
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Por otro lado,

G o (By* BuBd) = (GoBy)* (Go i) x (Gopy) =ax(foy)xa.

Asi, podemos concluir que las trayectorias goy y @x( foy)*a son homotdpicas
relativo a {0, 1}, como se queria probar. O

Corolario 11.4.2. Si f : (X, z9) = (Y, yo) es una equivalencia homotdpica,
entonces f, : m (X, x0) = m (Y, y0) es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sea g : Y — X la inversa homotépiva de f, es decir,
gof~1lxy fog~1ly.Seax; =g(y)y F:X x I — X una homotopia
entre 1x y go f. Como go f(xy) = x1, se tiene que F(zg,t) = a(t) es una
trayectoria entre zy y x1. Por el teorema anterior, podemos concluir que

(g0 f). =do(lx). = &

Pero & es un isomorfismo, por lo que (go f). = g, o f. también es un isomor-
fismo. De aqui que f, sea monomorfismo y g, sea epimorfismo.

Repitiendo el mismo argumento para fogy ly, podemos concluir que g,
es monomorfismo y f, es epimorfismo. Asi, tanto f, como g, son isomorfismos
de grupos. O

Corolario 11.4.3. 57 X y Y son espacios conexos por trayectorias con el
mismo tipo homotdpico, entonces m(X) = m(Y).

Corolario 11.4.4. Si X es un espacio contraible, entonces su grupo funda-
mental es trivial.

11.5. Espacios cubrientes y levantamientos

El propdsito de esta seccion es dar las herramientas necesarias para poder
calcular el grupo fundamental de la circunferencia.

Definicion 11.5.1. Sean Y y Y espacios topologicos y p : Z — Z una
funcion continua y suprayectiva. Diremos que p es una funcion cubriente
si para cada zg € Z, existe una vecindad U C Z de zy y una coleccion
{Vataea de subconjuntos abiertos y disjuntos en'Y', tal que

p W) =JVe v pl:VaoU
acA

es un homeomorfismo. En este caso diremos que Y es un espacio cubriente

de 7.

El siguiente resultado no sélo nos brindara un ejemplo de un espacio
cubriente, también jugara un papel fundamental al calcular el grupo funda-
mental de la circunferencia.
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Proposicién 11.5.2. La funcién n: R — St € C definida por
n(t) = e*™* = cos(27t) 4 isen(27t),

es una funcion cubriente.

DEMOSTRACION. Claramente 7 es una funcién continua y suprayectiva.
Més atin, podemos observar que n([n,n+1]) = S! para todo n € Z. Conside-
remos z € S!. Entonces z = ¢?™ para algtin s € R. Sean a, b ntimeros reales
tales que a < s < by b—a < 1. Asi, el arco abierto

U={e""|a<t<b}

es una vecindad de z. Llamemos V' al intervalo abierto (a, b) y a los intervalos
desplazados V,, = (a+n,b+n) para n € Z. Notemos que si n # m, entonces
V,, N'V,, = 0. De lo contrario, podriamos encontrar dos enteros n y m con
n < m tales que (a+n,b+n)N(a+m,b+m) # (). Entonces tendriamos que
a+m < b+ n, por lo que

O<m-—-n<b—a<l.

Pero m y n son enteros, y por lo tanto m —n > 1, lo cual nos lleva a una
contradiccién. Concluimos que {V}, }ren es una coleccién disjunta de abiertos
de R. También es claro que

' (U) =V
neZ
Como V' es homeomorfo a V,, para todo n € Z bajo la traslacién t — ¢ + n,
es suficiente demostrar que 9]y : V' — U es un homeomorfismo.
Como 7 es una funcién continua, también lo es su restriccién n|y. Ademés,
nly(V) = n(V) = U, por lo que 5|y es suprayectiva. Sean r,t € (a,b).
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Supongamos que 7|y (r) = 0|y (t). Entonces

6271'17‘ — 627mt7

por lo que r = t 4+ n para algiin n € Z. Sin embargo, b —a < 1 y por lo tanto
[t — 7| = |n| < 1, por lo que n = 0. Asi, r = s, lo cual prueba que 7|y es
inyectiva.

Para terminar, demostremos que 7|y es abierta. Sea (¢,d) C (a,b) un
abierto basico, entonces

nlv((c.d)) =n((c,d)) = {e*™ |t € (c,d)}
representa un arco abierto en S'. As{, podemos concluir que 7|y : V — U es
un homeomorfismo y por lo tanto la funcién n es una funcién cubriente. [

Definicién 11.5.3. Sean X, Y y Z espacios topoldgicos. Supongamos que
p:Y — Z es una funcion cubriente y f : X — Z un funcién continua. Una
funcion f: X — 'Y se llama levantamiento de f, sipf = f.

7
p
X—7
!
Proposicion 11.5.4. Sean X, Y, y Z espacios topoldgicos. Supongamos que
p:Y — Z una funcion cubmente X es conexo y [+ X — Z es una funcion

continua. Si f y f son levantamientos de f y f(:cg) f(:l:o) en al menos un
punto g € X, entonces f = f.

DEMOSTRACION. Consideremos los conjuntos S = {z € X| flz) = f(x)}

y su complemento Q) = {z € X | fla ) # f( )}. Demostraremos que tanto S
como (@ son abiertos en X. Como X esconexoy S # 0, Q =0y S =X
como se afrima.

Sean © € Sy z = f(x) € Z. Entonces existe una vecindad U, de z tal

que
— U V.,

acA
y cada restriccioén p : V, — U, es un homeomorfismo. Supongamos que
f (x) =f ( ) € V5. Entonces, par la continuaidad de f y f existe una vecin-
dad N, de x en X, tal que

f(Nx)Cvﬁv y ( )CV/D’
Siy e N,, como pfv: f= p]?se tiene
fw) €™ (F W) NV = {ay} = Fly) N V.
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~ o~

De donde se concluye que f(y) = f(y) vy N, C S. Esto muestra que S C Z
es abierto.

Demostremos ahora que @) es abierto. Sean z € Q y f(x) = z. Tomemos
U. y {V,} como arriba. Supongamos que f(z) € Vi, y f(2) € Via,. Sicy = o,
dado que pf(z) = f(z) = pf(z) € U., al aplicar p~' en V,, = V,,, tendriamos
]?(x) = fA(x) contrario nuestra elecciéon de x. Tenemos entonces oy # ag y
Vo, NV, = 0.

Como fy J/C\SOH continuas, existen vecindades de z, N1 y o, tales que

~ A~

f(Nl) C Voq y f(NZ) C VaQ'

Podemos concluir que x € Ny N Ny C @, i.e x es punto interior de () y por
lo tanto () es abierto e X. O

Proposicion 11.5.5. Sea p : Y — Z una funcion cubriente entre dos es-
pacios topoldgicos Y y Z. Dados yo € Y y zg € Z tales que p(yo) = 2o, St
f:I — Z es una trayectoria cuyo punto micial es zy, entonces existe un
inico levantamiento f: I =Y, tal que f(0) = yo.

DEMOSTRACION. Como p es una funcién cubriente, para cada punto z €

7, podemos encontrar una vecindad U, de z, tal que p~*(U,) = |J V. esuna
CME-AZ
descomposicién disjunta de subconjuntos abiertos de Y donde ply, : V, — U,

es un homeomorfismo para cada a € A,. Asi, U = {U,},cz es una cubierta
abierta para Z y f~!(U) una cubierta abierta del intervalo compacto I. Por
el lema del nimero de Lebesque, podemos encontrar puntos tg,tq,...,t, € I
tales que tg =0, t, =1, t; < tiy1y f([ti,tiv1]) C U, para algin U € U.

Construiremos el levantamiento f por induccién. Primero definamos f (0) =

yo. Ahora supongamos que f(s) esta definido para todo t € [0, ¢;], para algin
i=0,...n — 1. Consideremos el intervalo [t;,t;11]. Exste ntonces un abierto
U, € U, para el cual f([t;,t;+1]) C U,. Como la coleccion {V, }aea, es disjun-
ta, hay un tinico indice 3 € A, en donde f(t;) € V3. Ademads, ply, : V3 — U,

es un homeomorfismo. Asi que podemos definir f en [t;, ¢;11] como

F() = (plv) 7 (f(2)).

Por la continuidad de (p|v,) ™", la funcién fes continua en el intervalo cerrado
[ti,tit1], y por el Lema 11.1.3 es continua en [0, ¢;11]. Por la construccién, se
sigue que pf = f. Continuando con este proceso, se define de manera continua
fen todo el intervalo [0, 1] obteniendo asi el levantamiento buscado. Por la
Proposicién 11.5.4, fes el tinico levantamiento posible. 0
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Proposiciéon 11.5.6. Sea p: Y — Z una funcion cubriente entre dos espa-
cios Y y Z. Sean yo €Y y z9 € Z tales que p(yo) = z0. St F': I x I — Z es
una funcion continua con F'(0,0) = 2o, entonces hay un tinico levantamiento
F:IxI— Z td que ﬁ(O7 0) = yo. Mds aiin, si F' es una homotopia relativa

a {0,1}, entonces F también lo es.

DEMOSTRACION. Construiremos inductivamente el levantamiento F. Pri-
mero definamos F'(0,0) = yo. Luego podemos aplicar dos veces la Proposi-

cion 11.5.5 para extender F a un levantamiento de F|I><{0}U{0}><I- Ademas,
como p es una funcién cubriente, podemos encontrar para cada punto z € Z,
una vecindad U, de z tal que p~1(U,) = |J V., donde {V,}c4. es una colec-
acA,
cién disjunta de subconjuntos abiertos de Y de manera que cada p|y, : Vi, —
U, es un homeomorfismopara. Como antes, usando la compacidad de I x I,
podemos encontrar puntos so < s1 < - < S, €l ytg <ty <---<t, €l
tales que so =0 =to, s, =1 =1t, y F([si—1, 8] X [tj—1,t;]) C U, para algin
Uel.
Sea I;; el rectangulo determinado por

Rij:[si—178i] X [tj—lytj]a 1=1,...m, jzln

Definiremos el levantamiento por induccion sobre los rectangulos

R117 R217 s le, R127 R227 EII) R(m—l)n; Rmn

Para ello supongamos que F estd definida en el siguiente conjunto

A:<I><{0})U({O}><[>U<U{Rij|j<k:,éj:kyz'<l}>.

Ahora definamos F en el rectangulo Ry de la siguiente manera. Conside-
remos U, € U, tal que
F (le) cU.,.

Sabemos que F ya esta definda en AN Ry, luego, como F es un levantamiento
de F|4, podemos asegurar que

F(ANRy) Cp ' (U) = | Ve
acA,

Como la coleccién de abiertos {V, }aca. es disjunta y el conjunto

ANRy = ({81—1} X [tk—latk]> U ([51_1, sl] X {tk—l})

es conexo, podemos asegurar que existe un tnico abierto Vs, 8 € A,, donde

F(AN Ry;) C Vi. Pero p: V3 — U, es un homeomorfismo, asi que podemos
definir F' en R;; como

F(s,t) = (plv,) " (F(s.1)).
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t}'l
1k
Rk

i

1
R R,

t
R“ RZI

S S, ° o o S S+ o o o S'm

Si (s,t) € AN Ry, entonces

plvs(F(s,t)) = F(s,t)
por lo que F(s,t) = (plv,) M (F(s.t) y F: AU Ry, :— Z esté bien definida.

Por el Lema 11.1.3, F es una funcién continua.
Continuando con este proceso, se define F' en todo el rectdngulo I x I.

Por la Proposiciéon 11.5.4, la funcién F' es tnica.

Para completar la demostracion verificamos que si F' es una homotopia
relativa a {0, 1}, entonces también lo es F. Para ello, es suficiente probar que
F({0} x I) = F(0,0) = yo v que F({1} x I) = F(1,0) = y;, para algin
punto y; € Y.

Como F({0} x I) =z y F es un levantamiento de F, se tiene que

F({0} x I) € p~'(20).

Pero p~'(z) es un subespacio discreto (ver ejercicios) y {0} x I es conexo.

Ademds, F(0,0) = yo € p~'(20) y podemos conluir que F({0} x I) = .
Anélogamente, si F'(1,0) = z; y F(1,0) = y, entonces y; € p~'(z1). Pero

p~1(21) es de nuevo discreto y {1} x I es conexo. Consecuentemente, F'({1} x
I) = y; como se queria probar. O

Teorema 11.5.7. Sean p:Y — Z una funcion cubriente entre dos espacios
Y yZ, 20,21 € Z, yo € Y. Supongamos que p(yo) = 20 y que f,g: 1 — Z
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son trayectorias entre zy y z1. Sean f y g los levantamientos de f y g res-
pectivamente, cuyo punto inicial es yo. St f y g son trayectorias homdtopas,

entonces f y g también lo son. En particular, f(1) = g(1).

DEMOSTRACION. Sea H : I x I — Z una homotopia de trayectorias
entre f y g. Por la Proposicién 11.5.6, hay un levantamiento de H de H
que es también una homotopia de trayectorias con H (0,0) = yo. Entonces
H{0} x I) =yo y H({1} x I) = y1 paray, €Y.

Notemos que H|IX{0} I =Yy H|1X{1} : I — Y son trayectorias entre
Yo ¥V y1. Mas aun,

pHixioy(s) = f(s) v pH|rxqy(s) = 9(s)

por lo que H | 1x{0} ¥ H |7x{1} son levantamientos de f y g respectivamente.
Por la unicidad del levantamiento de una trayectoria (Proposicién 11.5.5),

= H|I><{0} y g= H|1x{1}-
Concluimos entonces que fvy g son trayectorias homotdpicas. O
11.6. El grupo fundamental del circulo y sus aplicaciones

Consideremos la funcién cubriente 1 : R — S* C C definida en el Teore-
ma 11.5.2. Notemos que (1) = Z. Usaremos los resultados de la seccién
anterior para demostrar que 7(S!, 1) es isomorfo al grupo aditivo Z.

Teorema 11.6.1. Los grupos n(S',1) y Z son isomorfos.

DNEMOSTRACIC')N. Para cada lazo f : [ iSl basado en 1 € S, denotemos
por f al inico levantamiento de f, tal que f(0) = 0.
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Como la definicién de levantamiento implica que f(1) € n~'(1) = Z.
Definimos entonces la funcién @ : 7(S', 1) — Z de la siguiente manera:

O([f]) = f(1).
Notemos que si [f] = [g], entonces f y g son trayectorias homotépicas que

satisfacen las hipdtesis del Teorema 11.5.7 y por lo tanto f(1) = g(1), lo cual
demustra que ® estd bien definida. Demostremos que ® es un isomorfismo
de grupos.

Para demostrar que ® es suprayectiva consideremos n € Z = n~1(1) C R.
Escojamos alguna trayectoria f : [0,1] — R con punto inicial en cero y
punto final en n (por ejemplo, f(t) = tn). Entonces f = nf es un lazo en 1

y claramente ®([f]) = f(1) = n.
Veamos que @ es inyectiva. Sean [f], [g] € 7(S',1) con

O([f]) = f(1) =n=g(1) = 2([g]).
Entonces f y ¢ son trayectorias en R que coinciden en sus puntos inicial
y final respectivamente. Como R es un espacio simplemente conexo, ]7 y
g son trayectorias hométopas. Luego, existe una homotopia de trayectorias
H :Ix1I— R entre fy g. La funcién H = nf[ : I x I — S' es entonces una
homotopia de trayectorias entre f y g, i.e. [f] = [g].

Por tdltimo, demostremos que ® es un homomorfismo de grupos. Sean f
y g dos lazos basados en 1. B
Supongamos que ®([f]) = f(1) = ny ®([g]) = g(1) = m. Definamos la
trayectoria h : I — R por
) — f2t), sit e (0,1/2],
Cn+g2t—1), site1/2,1].
Entonces ﬁ(l) =n+g(l) =n+my, h es un levantamiento de f % g. En
efecto,

pn+gt—1), site /21 \g@-1), sitef/zy. Y0

Consecuentemente, h es el tinico levantamiento de f * g que inicia en 0. Asi,
®([f1lg]) = B([f * g]) = A(1) = n+m = B((/]) + &([g]).
O

Definicién 11.6.2. Dado un lazo f : I — S' basado en 1, el grado de f,
denotado por deg f, es el entero ®([f]).
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Corolario 11.6.3. La circunferencia S' no es contraible.

Ahora veremos cémo el grupo fundamental del circulo nos ayuda a de-
mostrar algunos teoremas importantes en matematicas.

11.6.1. EIl Teorema del punto fijo de Brouwer.

Definicién 11.6.4. Sea X un espacio topologico. Se dice que X tiene la
propiedad del punto fijo si para cualquier funcion continua f : X — X
existe un punto o € X tal que f(xy) = .

Un teorema debido Brouwer nos dice que los discos euclidianos B" =
{r € R" | ||z|| < 1} tienen la propiedad del punto fijo para cada n € N.
Anteriormente se ha demostrado su validez para n = 1. Las herramientas
hasta ahora desarrolladas sin embargo, sélo nos permiten demostrar el caso
siguiente n = 2.

Para este efecto introduciremos la nociéon de retracto en un espacio.

Definicién 11.6.5. Sean X un espacio y A C X. Una funcion continua
r: X — A se llama retraccion si r(a) = a para toda a € A. En este caso
A es llamado retracto de X .

Lema 11.6.6. Sean Y wun espacio topologico y f : S* — Y wuna funcion
continua. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. f es homdtopa a una funcion constante.
2. Eziste una funcién f : B"*' — Y que hace el siquiente diagrama
conmutativo.
sty

7
%

Ve
s

Bn—H

DEMOSTRACION. Supongamos que f es homdtopa a una funcién cons-
tante con valor p € Y, ¢, : S" = Y. Sea F': §" x [0,1] — Y una homotopia
con F(z,0) = f(z) y F(x,1) = p. Definamos la funcién f : B"*! — Y de la
siguiente manera:

- 2 si ||| < 3,
flz) = . . 1 :
Flpp2=2lzl) stz <zl <1

Como f es unién de dos funciones continuas con dominios cerrados, las cua-
les coinciden en la interseccién de sus dominios, esta funciéon es continua.
Ademds, si z € S"7 !, tenemos que

fa)=F(=r2 =2l ) = F@,0) = f().

||
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Entonces, f es la extension de f que estabamos buscando.

Ahora supongamos que existe una funcién fque extiende a f. Definamos
la funcién H : S" x [0,1] — Y como

H(z,t) = f(tzx).

De esta manera,

H(z,1) = f(x) = f(z) y H(z,0) = f(0).
Esto nos dice que f es homdétopa a la constante con valor f(O) O

Lema 11.6.7. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(a) B™ tiene la propiedad del punto fijo.

(b) S*! no es retracto de B".

(c) S"! no es contraible.

DEMOSTRACION. Demostraremos las primeras implicaciones por contra-
diccién.

(a) = (b). Supongamos que existe una retraccién r : B" — S"!. En-
tonces la funcién f : B" — B""! dada por f(z) = —r(z) es una funcién
continua. Como B"” tiene la propiedad del punto fijo, existe x, € B? tal que
f(xg) = xo. Pero r(zy) € S, por lo que zg = f(zg) = —r(xg) € S" 1.
De este modo, r(xg) = zg, pues r es una retraccién y consecuentemente
r(zo) = xg = —r(x0), lo cual es una contradiccién ya que 7(zy) € S* 1.

(b) = (c). Supongamos que S"! es contraible. Entonces la identidad
Id:S" 1 — S 1es hométopa a una constante. Por el lema anterior, existe
una extensién continua Id : B® — S"~! de I. En este caso Id es una retrac-
cién, lo cual contradice a (b).

(¢) = (b). Supongamos que existe una retracciéon r : B” — S"~!. Defina-
mos H : S" ! x I — S" ! por

H(z,t) =r(tzx).

Entonces H es una homotopia entre la identidad en S"~! y una constante,
por lo que S*! es contraible, una contradiccién.

(b) = (a). Supongamos que existe f : B” — B" tal que f no tiene punto
fijo. Para cada x € B", definamos por L, al segmento
L,={yeB"|y=te+(1—1t)f(x), t >0}

Es decir L, es el rayo que parte del punto f(z) en direccién del punto z.
Definamos 7 : B® — S*! por
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r(z) = L, NS"!
la cual estd bien definida (ver ejercicio 9). Se puede demostrar también
que si f(z) = (a1,as,...,a,) y © — f(x) = (b1, ba, ..., b,), entonces

r(z) = t(x)r + (1 - t(z)) f(z),
donde

zlazb+\/ zlalz + 2 b =20 df 11612
t(z) =
Zz 1 blz
Como f(x) # x, se tiene que (by,ba,...b,) # (0,0,...0), por lo que t(x)
estd bien definido y por lo tanto r es una funcién continua. Ademas r(x )

S
S"~! para todo x € X. Por otro lado, si x € S"™!, entonces r(z) = L,NS"! =
x, por lo que r es una retracion, lo cual contradice (b). O

Teorema 11.6.8 (Brouwer). B? tiene la propiedad del punto fijo.

DEMOSTRACION. La demostracién se sigue del lema anterior y del hecho
que S' no es contraible.

11.6.2. El grupo fundamental de S". La compacidad y la conexidad
nos han ayudado a saber cuando dos espacios no son homeomorfos. Ahora
veremos cémo el grupo fundamental también puede ayudarnos en ese sentido.

Teorema 11.6.9. Sea X un espacio topoldgico tal que X = U UV, donde
U y V son subconjuntos abiertos de X. St U y V' son simplemente conexos
y UNYV es conexo por trayectorias, entonces X es simplemente conezxo.

DEMOSTRACION. Primero demostremos que X es conexo por trayecto-
rias. Sean xq y x1 dos puntos arbitrarios en X. Si {xg, 21} C U 6 {xg, 21} C V,
al ser U y V conexos por trayectorias existe una trayectoria de xg a x;. Su-
pongamos entonces que xg € U y x; € V. Seay € UNV. Como U es
conexo por trayectorias, existe una trayectoria f : I — U tal que f(0) = xg
y f(1) = y. Andlogamente, existe g : I — V, tal que g(0) =y y g(1) = ;.
Entonces f % g es una trayectoria de zy a x1, lo cual demuestra que X es
conexo por trayectorias.

En virtud del Corolario 11.3.4, es suficiente demostrar que para cualquier
punto p € UNV y para cualquier lazo a basado en p, a y e, son trayectorias
homotopas.

Consideremos entonces p € UNV y un lazo o : I — X basado en p. Como
I es compacto y a~*(U), a~}(V) es una cubierta abierta para I, podemos,
aplicar el lema del nimero de Lebesque para encontrar puntos 0 =ty < t; <
ty < --- <t,=1tales que [t;_1,t]) Ca ' (U) 6 [tii1,t;]) C at(V), para todo
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i € {1,...,n}. Consecuentemente, a([t;_1,t;]) C U 6 a([t;_1,t;]) C V para
cada i € {1,...,n}. Para cadai € {1,...,n}, sea a; : I — X la trayectoria
dada por

a(r) = a((ti —ti)z +tis1), €l

Entonces «a; es una trayectoria entre a(t;—;) y a(t;). Mds ain, o;() =
a([ti—1,t]), por lo que a([I) esté contenido en U o en V. Ademés

[a] = [ag % ag * -+ % ayy).

pues g * ai % - - - * (y, €s una reparametrizacion de «a (ejercicio).

Como U, V' y UNV son conexos por trayectorias, para cada «(t;), i
{1,...n — 1}, podemos encontrar una trayectoria v; : I — X entre p y «a(t;)
que satisface las siguientes condiciones:

1. si a(t;) € U, entonces (1) C U,
2. si a(t;) € V, entonces v;(I) C V,
3. st at;) e UNV, entonces v;(I) cUNV.

Notemos que cada y;_1 * a; * 7, es un lazo en p para todo i € {2,...n;}.
Ademas, por la construccién de las trayectorias «; y 7;, se tiene que

Yie1 x o x 7, (1) C Vsi a(t;) € V.

En ambos casos, como U y V son simplemente conexos, se tiene que [y;_1 *
a; *7,;] = [ep]. Andlogamente, oy *7; ¥ Yn—1 * @, SON trayectorias hométopas
a e,. Entonces

[a] = [ag * g * -+ % )
= (g %] %Y1k Qo Fg kYo ko K Y, g K Y1 ¥ Q)
= ([ar+W]) - ([l x oz x7y)) -+ ([yn—1 * a))
= [ep] - [ep] - - - - [ep] = [ep]-
Por lo tanto, podemos conlcuir que X es simplemente conexo. Il

Corolario 11.6.10. Sin > 2, entonces S™ es simplemente conexo.

DEMOSTRACION. Sean x, y y dos puntos en S”, distintos. Entonces U =
S*\ {z} y V= S"\ {y} son conjuntos abiertos en S". Mas ain, U es ho-
meomorfo a R™ y V' es homeomorfo a R", por lo que tanto U como V son
simplemente conexos. Ademas, U NV es conexo por trayectorias. Asi, pode-
mos aplicar el Teorema 11.6.9, y concluir que S™ es simplemente conexo. [l

Corolario 11.6.11. El toro S' x S! no es homeomorfo a la esfera S?.
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DEMOSTRACION. En virtud del Corolario 11.3.9, es suficiente demostrar
que el grupo fundamental de la esfera no es isomorfo al grupo fundamental
del toro. Pero m(S?) = {0}, segiin el corolario 11.6.10, mientras que por el
Teorema 11.3.10, m(S* x S!) = Z x Z. Por lo tanto, S' x S! no es homeomorfo
S?, como se querfa demostrar. O

11.6.3. El teorema fundamental del algebra. Ahora veremos una
bonita aplicacion del grupo fundamental al algebra. Veremos que a partir del
grupo fundamental del circulo, es posible dar una demostracién sencilla del
Teorema Fundamental del Algebm.

Teorema 11.6.12 (Teorema Fundamental del Algebra). Todo polinomio no
constante con coeficientes complejos posee una raiz compleja.

DEMOSTRACION. Sea P(z) = ag+aiz+agz?+- - - +ap_12* + ¥ un poli-
nomio con coeficientes a; € C para todo:=0,...k—1 (k > 0). Supongamos
que P no posee ninguna raiz. Entonces para todo z € C, P(z) # 0. Asi,
podemos definir la funcién G : I x [0,00) — S* C C de la siguiente manera:

P(t 2mix P(t
P i W 101}
[P@e>m )|~ P(t)
Entonces G estd bien definida y es una funcion continua. Ahora definamos
la funcién H : I x I — S! de la siguiente manera:

H(z,t) = {G(m,t_%)’ site0,1),

e?rhiz sit=1.

Para demostrar que H es continua, basta demostrar que

(31) lim G (a:, ; f 1> = emhir,

t—1

t
Pero r = ;=5 — o0 cuando ¢ — 1, por lo que

lim G (a:, ! ) = lim G(x,r).

t—1 t—1 r—00

Ahora bien,

(ap + ayre?™® 4+ .. + aprke?™ ) ag + agr + - -+ agr”|
lag + ayre?™® + -« 4 qrke? kiz| . (ag + ayr + -+ + agprk)’

G(z,r) =

Si multiplicamos y dividimos el segundo lado de la ecuacién por r*/|r"|,

obtenemos que

Glrr) = (ao/r* + are®™® [rk=L o+ ape®™ ) ||ag /1% + ay /rFTE 4+ -+ ag|

= Hao/rk + a1€2m':c/rk—1 + -+ ak€27rkioc||(a0/rk: + al/rk—l 4+t ak)
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Consecuentemente,

lfm G _y ((lo/”f’k + a162m‘x/7,k—1 + .4 ak62ﬂkix)||a0/rk 4 al/rk_l NS ak”

e (x,7) = L % omiz Jph—1 1 ... Imkiz A P
lao/rF + are® [ri - ape i [ (ao /¥ + 0y friT 4 4 ay)

2) |||

o ak”ake%rkia:”

B (are

— e27rkix.

Asi, (31) estd demostrado y por lo tanto H es una funcién continua. Ahora
notemos que H(0,t) = 1y H(1,t) = 1 para cada t € I, por lo que H es
en realidad una homotopia de trayectorias entre Hy(z) = H(x,0) y Hy(z) =
H(z,1).

Notemos ademas que Hy(z) = G(x,0) = 1y Hi(z) = ** @ por lo
que deg Hy = 0 y deg H; = k. Sin embargo, por ser Hy y H; trayectorias
homotépicas, se tiene que deg Hy = deg Hy, lo cual es una contradiccion.
Consecuentemente el polinomio P tiene una raiz y por lo tanto el teorema
queda demostrado. O

11.6.4. El teorema de Borsuk-Ulam.

Teorema 11.6.13 (Borsuk-Ulam). No eziste funcidn impar f : S"*1 — S»
para n > 0.

DEMOSTRACION. Paran = 0 se sigue de la conexidad de la circunferencia
St. Aqui vamos a demostrar el caso n = 1.

Supongamos que existe una funcién impar f : S? — S!. Consideremos el
lazo ecuatorial 7 : [0, 1] — S? dada por n(z) = (cos 27z, sen 27z, 0). Denote-
mos por ¢ a la composicién fr. Entonces, como f(—x) = —f(z), tenemos
que

o(x + %) = —p(z) Vzel0, %}

Sea @ el levantamiento de ¢ respecto a la funcién cubriente p : R — S, p(t) =
e*™. Como p@ = ¢, tenemos que
- 1, 2k(x) + 1
pla+5) =) + —5—,
2 2
para algin entero k(z) con = € [0,3]. Se sigue entonces que k(z) depende
continuamente de z en [0, %] Como este tltimo es conexo, inferimos que k(z)
es constante en [0, 1]. En particular, £(0) = k(1/2). Esto implica que
~ 1. 2k+1
1) = =
1) = 5+
1 2k +1

35 = B0)+ =
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De modo que ¢(1) = ¢(0) 4+ 2k + 1. Pero ¢(0) = 0, asi que p(1) = 2k + 1.
En particular, deg ¢ = ¢(1) = 2k + 1 # 0 y ¢ no es nulhomotdpica.

Por otro lado, ¢ = fn. Como 7(S?) = 0, debemos tener que 7 es nul-
hométopa en S? y por tanto ¢ es nulhométopa en St. Arribamos a una contra-
diccién . Podemos concluir que no existe una funcién impar f : S? — S' O

Corolario 11.6.14. Para toda funcién continua f : S* — R?, hay un par de
puntos antipodales x,—x € S? tales que f(x) = f(—x).

DEMOSTRACION. De no ser este el caso, podemos definir la funcién ¢ :
S? — S! como
fl@) - f(=

2)
A0 = 1) = f(o)
0.

la cual es impar, contradiciendo el Teorema 11.

|
13. O

Este corolario tiene una singular aplicacién:

Ejemplo 11.6.1. En cada instante de tiempo, hay sobre la Tierra un par
de puntos antipodales con la misma temperatura y presién.

Corolario 11.6.15. La esfera S* no es homeomorfo a ningin subconjunto
de R?.

Corolario 11.6.16. Para toda funcion impar f : S* — R? eziste un punto
r € S? tal que f(z) =

DEMOSTRACION. Si la conclusién es falsa, entonces la funcién ¢ : S? —
S! definida como ¢(x) = i fE ;” es impar, contradiciendo el Teorema 11.6.13.
O

Corolario 11.6.17. Sea S? = A, U Ay U A, donde Ay, Ay, A3 son subcon-
Jjuntos cerrados de la esfera. Entonces por lo menos uno de estos conjuntos
contiene un par de elementos antipodales.

DEMOSTRACION. Sean f; : S — R las funciones de distancia a los A;,
ie.
i) = inf o — sl
Sea f:S* — R? dada por f(z) = (fi(z), fo(x)). Existe entonces, por elcoro-
lario 11.6.14 un xy € S? tal que f(zo) = f(—x0), i.e.

filzo) = fi(=z0) vy [fa(zo) = fo(—20).
Consideremos dos casos. Si f1(z9) # 0y fa(xg) # 0, entonces o ¢ A;UAs,
por lo que zy € A;. Para este xg, sin embargo, tenemos

Ji(=z0) # 0y fa(—m0) # 0,
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de donde —x( € As.
En el otro caso, supongamos que f1(zg) = fi(—zo) = 0. Entonces xy, —z¢ €
Aj. O

Corolario 11.6.18. Ninguna funcién continua f : R® — R? es biyectiva
para n # 2. En particular, R® % R? para n # 2.

DEMOSTRACION. Sea n > 2. Consideramos la esfera S? encajada canéni-
camente en R”, i.e.

82:{(3:1,...,:5'”)’H(xl,...,a;n)Hzl, yay=...=x, =0}

Entonces por el corolario anterior, la restriccién ¢ = f|s2 no es biyectiva.

O

Nota. En realidad, R™ 2 R™ para n # m. Esto se pude demostrar de la
misma manera usando los grupos de homotopia de las dimensiones corres-
pondienes (mas altas).

11.7. Ejercicios del Capitulo

1. Sea p : X — Y un mapeo cubriente. Demuestra que para todoy € Y,
el subespacio p~*(y) es discreto.

2. Demuestra que sip : Y — Z es un mapeo cubriente, tal que p(yo) = 2o
para un par de puntos yp € Y v 29 € Z, entonces existe una funcion
suprayectiva ® : m(Z, 29) — p~'(20). Mas atin, demuestra que si Y’
es simplemente conexo, entonces puede construirse una biyeccion.

3. Demuestra que el grupo fundamental de R?\ {(0,0)} es isomorfo a
(Z,+).

4. Da un ejemplo de un espacio topolégico X y de dos puntos z,y € X
tales que (X, x) no sea isomorfo a m (X, y).

5. Sea X un espacio topoldgico y x € X un punto arbitrario.

a) Si X es discreto jqué es mi (X, z)?
b) Si X es indiscreto ;qué es m (X, x)?

6. Sea f : S! — S! una funcién continua que no es homotdpica a la
funcién identidad. Demuestra que existe x € S! tal que f(z) = —ux.
. Qué puedes decir si f es homotépica a la identidad.

7. Demuestra que si el grupo fundamental del circulo fuera trivial, en-
tonces el grupo fundamental de cualquier espacio topoldgico seria
trivial.

8. Denotemos por B? = {z € R?|||z|| < 1} al disco unitario. Sea OB?
su frontera. Demuestra que si A : B> — B? es un homeomorfismo,
entonces h(0B?) = 9B

9. Demuestra que la retraccién r del Lema 11.6.7 estd bien definida.
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10.

11.

12.
13.
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Demuestra que a; * ... % a, en el Teorema 11.6.9, constituye una
reparametrizacion de a.

.Es cierto el Teorema de Borsuk-Ulam para el toro? Es decir, si f :
St x S — R? es continua entonces f(x,y) = f(—=x,—y) para algin
par (z,y) € S! x S..

. Es cierto que todo lazo suprayectivo f : I — S! no es nulhométopo?
Demostrar que si f : S* — S", n > 0 es continua y no suprayectiva
entonces f(z) = f(—=z) para algin x € S™.



Capitulo 12

Espacios cubrientes

12.1. La acciéon del grupo fundamental en las fibras de un
cubriente

Teorema 12.1.1. Sean p: E — B una funcion cubriente y q € B. Entonces
el grupo fundamental w(B,q) actia transitivamente (por la derecha) en la
fibra p~t(q) C E mediante o : p~(q) X ©(B,q) — p~(q):

(32) a(q, [f]) = qlfl = f(1)
donde f es el levantamiento de f que empieza en ¢ € p~1(q).

DEMOSTRACION. Sabemos que dos levantamientos f; y fo de dos tra-
yectorias fi; y fo que empiezan en g son hométopas si f; y fo lo son. En
particular, la funcién (32) esta biendefinida. Verifiquemos que « es en verdad
una accion:

1. gleq] = eg(1) = ¢ pues la constante ez es levantamiento de la constante

eq-
2. (q[fD]g]l = g(1) donde g es el levantamiento de g que empieza en g[f].
Como q[f] = f(1) donde f es el levantamiento de f que empieza en
¢, basta observar que f * ¢ es un levantamiento de f x g que empieza

en ¢, por lo que
q([f1lg)) = F+g(1) =g(1) = @/)lg)-

Ademds, dados ¢1,32 € p~'(¢), tomemos una trayectoria ]? I — FE de
q1 & ¢». Entonces pf es un lazo en ¢ y f su levantamiento, de modo que

Qlpfl = (1) = ¢ O
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Capitulo 13

Espacios Cubrientes

Como se vio en el capitulo anterior, utilizando algunas propiedades de
espacios cubrientes pudimos calcular el grupo fundamental de la circunferen-
cia. En este capitulo haremos exactamente lo contrario, es decir, deduciremos
propiedades de los espacios cubrientes a través del grupo fundamental.

La teoria de proyecciones cubrientes es de gran importancia, no solo en
la topologia sino en diversas ramas de las matematicas como el Analisis
Complejo, la Geometria Diferencial y la Teoria de los Grupos de Lie, entre
otras.

Uno de los resultados mas importantes que vamos a mostrar en este
capitulo es que si p : X — X es una proyeccion cubriente, entonces el proble-
ma de la existencia de un levantamiento de una funcién continua f: A — X
a una funcion f: A= X , tiene solucion en términos de los grupos funda-
mentales de A, X y X.

Definicién 13.0.2. Sea p : X = X una funcion continua. Se dice que un
conjunto abierto U C X esta uniformemente cubierto por p, si

pU) =] va

acA

donde {Vy}aca es una familia de subconjuntos abiertos de X disjuntos dos
a dos y tales que, para cada o € A, la restriccion ply, @ Vo — U es un
homeomorfismo. En este caso llamaremos a U vecindad admisible.

En general, la representacién con abiertos disjuntos p~'(U) = | |,c4 Va
no es unica, pero si U es conexo, entonces existe una unica forma de repre-
sentar a p~!(U) como unién disjunta de abiertos {V, }aca tal que cada V, es
homeomorfo por medio de ply, a U.

Si U es conexo, entonces las vecindades V,, son las componentes conexas
de p~!(U). En efecto, como para cada o € A, V,, es un abierto en X entonces
es abierto también en p~'(U), ademds los abiertos de {V, }aea son disjuntas
dos a dos, por lo tanto cada V, es cerrado en p~'(U) = | | .4 Va. Ademds,
cada V,, es conexo al ser homeomorfo a U, de donde concluimos que cada V,
es una componente conexa de p~!(U).
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A partir del concepto de vecindad admisible, definimos lo que es una
proyeccion cubriente:

Definicién 13.0.3. Sea p : X = X una funcion continua, decimos que p
es una funcion (o proyeccion) cubriente si cada x € X tiene una vecindad
abierta de U, admisible (Definicion 15.0.2). En este caso, decimos que X es
un espacio cubriente de X por medio de p, mientras que a X se le denota
como la base de la proyeccion cubriente p.

Ejemplo 13.0.1. La funcién exponencial e : R — S' definida por
e(t) = e*™ para todo t € R

es cubriente, tomando U; = S'\ {—1} como vecindad admisible para puntos
en la circunferencia distintos de —1, pues

e () = |(n—1/2,n+1/2)
nez
y la restriccion e|(,—1/2,n41/2) 1 (n —1/2,n41/2) — U; es un homemorfismo.

De forma andloga, tomando Us = S' \ {1} vemos que esta es una vecindad
admisible de —1

Ejemplo 13.0.2. Sean € Z\ {0} definimos la funcién p, : S* — S' como

pn(z) = 2"
Queda como ejercicio para el lector comprobar que para todo n € Z \ {0},
P es cubriente.

En uno de los ejercicios del capitulo se le pedira al lector probar que
el producto de proyecciones cubriente es también una proyecciéon cubriente.
Con esto en mente podemos examinar el siguiente ejemplo, que es bastante
interesante.

Ejemplo 13.0.3. La funcién exponencial e : C — C\{0} definida por:
2 3

z._ LA
e .—1—1—2—1—2!-1—3!—}-...

es una proyeccién cubriente: sea z € C, z = x + iy tenemos que e* = % =
e*e’. Ademds, sabemos que: €* : R — RT es un homemorfismo (que, en
particular es cubriente) y que € : R — S! es cubriente.
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Como R x R es homemorfo a C, entonces la funcién e* x e : C —
R* x S' es una proyeccién cubriente. Ahora sélo queda notar que la funcién
¢:RT x S — C\ {0} dada por:

0y . 0
¢(p, ") = pe
es un homeomorfismo. Se queda como ejercicio para el lector verificar que en

efecto ¢ es un homeomorfismo.
Con esto tenemos que la funcion e® es cubriente.

Ejemplo 13.0.4. La Lemiscata (o figura ocho)
Sean X = {(z,w) €eS'x S |2=1 0o w=1}yX={(v,y) eR?* |z €
Z o y€ll}yseap: X — X definida por:
p(.%y) — (627rix

entonces, p es una proyeccion cubriente.

’ 627riy)

Definicién 13.0.4. Sea f: X — Y wuna funcion continua, f es un homeo-
morfismo local si todo punto x € X posee una vecindad U, tal que f(U,)
es abierto en'Y y la restriccion

flo, : Up = f(Uy)

es un homeomorfismo.

De la definicion es facil notar que toda proyeccion cubriente es un homeo-
morfismo local. En efecto, sean p : X — X una proyeccién cubriente, T € X
y z = p(Z). Como p es cubr1ente, entonces existe U, una vecindad admisible
de z, entonces p~'(z) = |l,c; Vi, donde para cada i € I, V; es abierto en X
y plv; : Vi = U, es un homeomorfismo. Tenemos también que = € V; para
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alguna j € I pues p(z) = = € U,. Como, para todo i € I, V; es abierto,
tenemos que V; es la vecindad deseada.

Con esto, tenemos que todas la propiedades de homeomorfismos locales
también son propiedades de las proyecciones cubrientes. La siguente propo-
sicién nos otorgara una de estas propiedades.

Proposicién 13.0.5. Todo homeomorfismo local f : X — Y es una funcion
abierta.

DEMOSTRACION. Sea V' C X abierto y sea y € f(V), entonces y = f(v)
para algin v € V, f es homeomorfismo local por lo que existe U, C X
abierto tal que v € U,, f(U,) es abierto en Y y f|y, : U, = f(U,) es un
homeomorfismo. Como f|y, es un homemorfismo restringido a U, entonces
fU,NV) = flg,(V) es abierto en f(U,). Como f(U,) es abierto en Y,
entonces se tiene que f(U,NV') es abierto en Y, ademés teniamos que v € V
y v e U, porloquey= f(v)e f(U,NV) C f(V), lo que implica que f(V)
es abierto en Y, por lo que f es una funcién abierta. (]

Corolario 13.0.6. Toda proyeccion cubriente es una funcion abierta.

Ejemplo 13.0.5. Observemos que no todo homeomorfismo local es una pro-
yeccién cubriente. En efecto, sea f : (0,2) — S!' dada por

f (t) — 627rit

entonces f es un homeomorfismo local, pero no es cubriente ya que 1 € S!
no tiene vecindades admisibles, pues si U; es una vecindad 1 distinta de S
entonces p~!(U;) tiene al menos tres componentes conexas, por otro lado,
existe un € < 1/2 distinto de cero tal que U] = {e*™ | t € (—¢,e)} C U; es
una vecindad de 1, sea V. la componente conexa de p~'(U;) que contiene a
e, entonces p~ ' (U7) N Ve = ply, (U7) = (0, ¢), por lo que ply. (ply,! (U7)) # U7,
por lo tanto p|y. no es biyeccién sobre Uy, entonces no es homeomorfismo.

El ejemplo anterior también nos dice que no siempre la restriccién de un
mapeo cubriente es cubriente. La siguiente proposicién nos dice en qué tipo
de conjuntos la restricciéon de un mapeo cubriente es cubriente.
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0,2)

>

Proposicion 13.0.7. Seap: X — X una proyeccion cubriente y sea A C X
un subconjunto localmente conexo. Si A es una componente conexa de p~'(A),
entonces la restriccion:

plg: A=A
es una proyeccion cubriente.

DEMOSTRACION. Sea a € A, entonces a tiene una vecindad U admisible,

por lo tanto:
= |_| U,
icl
donde U; NU; = @ si© # j y cada U; es homeomorfo a U por medio de
plu,, tenemos también que p~H(UNA) = | ],.,(U;Np~'(A)) donde, para cada
' ) UiNp~ 1 (A) = UN A es un homeomorfismo.

Como A es localmente conexo, para cada a € AN U podemos encontrar
una vecindad conexa V de A tal que a € V C (ANU), entonces p~ 1 (V) =
Lic; Vi C€ Ui, Uinp™ ' (A) € p~'(A), puesto que cada V; es homeomorfo por
medio de p|y; a V, tenemos que cada V; es conexo, por lo tanto, si V; NA #+ O,
como V; es conexo y A es una componente de conexidad, sucede que V; C A
por lo quep|gl( )=p {(V)NA= l;jc;Vidonde J={j€l|V;C A}. De

aqui que p| A — A es cubriente. O

Teorema 13.0.8. 57 X es conexoy p: X — X esuna proyeccion cubriente,
entonces |p~(z)| = |p~*(y)| para todo par de puntos x,y € X,.

DEMOSTRACION. Sea z € X, denotamos por

A={yeX|lp ="}
Notemos que A # & pues x € A. Afirmamos que A es un conjunto

abierto y cerrado. En efecto, si y € A, como p es cubriente, entonces y tiene
una vecindad U, admisible, por lo que:



282 13. ESPACIOS CUBRIENTES

(U, = |_| Vi
iel
Donde V; es homeomorfo a U, por medio de p|y, para cada i € I. Es
claro que si z € Uy, entonces la fibra de z, p~'(2), tiene cardinalidad |I|,
pues cada V; tiene exactamente un elemento de la fibra de z. Como tenemos
exactamente |I| vecindades, se sigue que |p~1(2)| = |I| = [p~*(v)| = [p~(2)]
de aqui que y € U, C A. Por lo tanto, A es abierto en X.

De manera anédloga X \ A es abierto. Efectivamente, si w € X \ A entonces
lp~H(w)| # |p~(z)|. Sea v, una vecindad admisible de w; entonces, por el
mismo argumento que en el caso pasado, tenemos que para todo v € V,,,
lp~t(v)| = [p~(w)]. Por lo tanto w € V,, C X \ A, de aqui se sigue que A es
cerrado. Como X es conexo y A # & es abierto y cerrado, concluimos que
A=X. O

Definicion 13.0.9. Sea X un espacio conezo y p : X — X una proyeccion
cubriente, definimos al nimero de hojas de X sobre X como la cardinali-
dad de p~(x), donde x es algin elemento de X .

13.1. Levantamiento de Funciones

Problema de levantamiento: Sean X, X y A tres espacios topoldgicos
VP X — X una funcién continua y suprayectiva. Supongamos que tene-
mos una funcién continua f : A — X. jSerd posible encontrar una funcion
continua f: A= X que haga conmutar al siguiente diagrama (es decir, que
pof=1f)

X

e
P
A—f>X

Esta pregunta puede tener o no una respuesta afirmativa. Cuando exista
tal funcion f, diremos que esta funcién es un levantamiento de f.

En esta seccién responderemos esta pregunta en el caso en el que la fun-
cion p es un mapeo cubriente.

Recordemos que los casos en los que f es una trayectoria o una homotopia,
la respuesta es afirmativa. Estas afirmaciones fueron demostradas previamen-
te, aqui las mencionamos como un recoradatorio:

Teorema 13.1.1. (Levantamiento de trayectorias) Sea p : X — X
un proyeccion cubriente, xyg € X y To € p_(x0), entonces toda trayectoria
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f:I — X con f(0) = xg tiene un tinico levantamiento fv: I — X tal que

J?(O) = Zo.

Teorema 13.1.2. (Levantamiento de homotopias) Sea p : X — X
un proyeccion cubriente, xog € X y Ty € p~ (o), entonces toda homotopz’a,
F:IxI— X con F(0,0) =z tiene un inico levantamiento F : I x I — X

tal que F(0,0) = Zo. Si F es homotopia relativa a {0,1}, entonces F también
lo es.

Teorema 13.1.3. (Monodromia). Sea p : X = X una proyeccion cu-
briente, xo,x1 € X, To € p~*(xg), f y g dos trayectorias en X entre zo ¥y
xry, Yy sean f y g los levantamientos de [ y g, respectivamente, tales que:
fv(O) = g(0) = Zo. Si f y g son homotdpicas como trayectorias, entonces
también f y § lo son. En particular, f( )=9(1).

Corolario 13.1.4. Sip: X = X es una proyeccion cubriente, T € X yr=
p(T), entonces el homomorfismo inducido por p, py : 77()?,5) — (X, x), es
un monomorfismo de grupos y la imagen de p, es el subgrupo de (X, x) que
consta de las clases de homotopia de los lazos en (X, x), cuyos levantamientos
en 7(X, %) son lazos.

DEMOSTRACION. Sea Jp un lazo en (X, %) tal que [7] € Ker(p, ), entonces
P«[70] = [ex], es decir, p o4y ~ e, donde e, es el lazo constante x = p(Z) en
X.

Como los levantamientos de trayectorias en un punto son tnicos, entonces el
unico levantamiento de e, en T es el lazo constante ez y el levantamiento de
p oo es vp. Consecuentemente, por el teorema de monodromia, tenemos que
[70] = [ez] que es la identidad en (X, T), por lo que p, es un monomorfismo.

Por otro lado, sea [8] € Im(p,), entonces existe un lazo & de (X,7) tal
que [B] = [po al, es decir 8 ~ p o a. Claramente, & es el levantamiento de
p o« en T, entonces, si denotamos por B al levantamiento de 3 en , por el
Teorema de Monodromia, los levantamientos a y B son homotoépicos como
trayectorias por lo que, como & es un lazo, entonces B es un lazo.

Ademas, si 8 es un lazo de X en z tal que su levantamiento E en I es un
lazo de X en Z, entonces p.([3]) = [5]. De aqui que Im(p,) es el subgrupo
de las clases de homotopia de los lazos de X en x cuyos levantamientos son
lazos. OJ

En general, no cualquier funciéon continua acepta un levantamiento. A
continuacion se presenta un ejemplo de esto.
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Ejemplo 13.1.1.
La funcién identidad:

Id: St — St

no tiene levantamiento respecto a la proyeccién exponencial p : R — S!. tal
que p(t) = >,

Pues, si suponemos que ¢ : S — R es un levantamiento de Id, ¢ tiene que
ser inyectiva, pues poy = Id lo es. Ademés, ¢ es cerrada, pues S! es compacto
y R es Hausdorff. De aqui que ¢ : S' — (S') C R es un homeomorfismo.

Como S! es un espacio compacto y conexo, entonces ¢(S') C R es un
intervalo cerrado, lo cual es una contradiccion, pues la circunferencia no es
homeomorfa a ningin intervalo de R

El ejemplo anterior nos muestra que, para resolver el problema del le-
vantamiento de funciones, las condiciones necesarias y suficientes que debe
cumplir una funcién para tener un levantamiento respecto a una proyeccion
cubriente, no necesariamente son triviales.

El siguiente teorema nos mostrara que el problema del levantamiento tiene
solucién en términos de los grupos fundamentales de los espacios en cuestion.
Este es el ejemplo tipico de los métodos que se utilizan en la topologia alge-
braica, donde se reducen problemas topoldgicos a problemas algebraicos mas
faciles de resolver.

Teorema 13.1.5. (Levantamiento de funciones)

Sean X un espacio localmente conexo por trayectorias, p: X — X una
proyeccion cubriente, A un espacio conexo y localmente conexo por trayecto-
rias y [ A — X wuna funcion continua, entonces, dados los puntosay € A,
29 € X yxp € X tales que f(ag) = zo = p(xp), existe un levantamiento

f:A— X tal que f(ag) = T si y sélo si:
fo(m(A, a0)) C pu(m(X, %)
En tal caso, el levantamiento f es unico.

DEMOSTRACION. (=) Sea f un levantamiento de f, entonces tenemos

quef*:(pof)*:p*of*
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(X, %)

.

7(A, ag) —L> 7(X, z0)
Por lo que f.(m(A, ap)) = p.(f.((A, ag))) C pi(n(X, 7).

(<) Supongamos que fi(m(A,ap)) C pu(w(X, %), demostraremos que
existe un levantamiento fde f.Seaa € A, como A es conexo por trayectorias
existe una trayectoria o : ag ~ a, por lo que f o« es una trayectoria en X
que comienza en zy. Por el teorema de levantamiento de trayectorias, existe
un tnico levantamiento o de f o v tal que @(0) = xy. Definimos:

fla) :=a(1)

Veamos que f(a) no depende de la trayectoria a. Sea § : ag ~ a una
tayectoria que une ag con a, y sea [ el levantamiento de la curva f o 8 que
comienza en Ty. Queremos probar que a(1) = (1)

Observemos que « * 3 es un lazo en (A, ag). Por hipétesis tenemos que
[f(axp)] € p(m(X, 7)), entonces por el Corolario (13.1.4), el levantamiento
de f(a* () es un lazo en (X, zy). Notemos también que f(a * B) = (foa)x

(f o). Sea w el levantamiento de f(a * ), tenemos que

(33) pow=(foa)x(fop)

Sean w; y ws, dos trayectorias en X, tales que w; (1) = w(t/2) y wa(t) =
w(1/2 +t/2) para todo t € [0, 1], entonces w = wy * wy. Para cada t € [0, 1],
tenemos que t/2 € [0,1/2], por lo tanto

pow(t) =pouw(t/2)
— (foa)* (FoB)(t/2) por (33)
= fow(2t/2)
= foalt)

De aqui que w; es el levantamiento de f o« en (X, zg), como & es tam-

bién levantamiento de fo« en ()? , o), por la unicidad de los levantamientos
tenemos que w; = @, en particular w(1/2) = wi(1) = a(1).

De manera dnaloga ws es el levantamiento de f o 5. En efecto,
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pows(t) =pow(l/2+1t/2)
~ (foa)« (FoA(1/2+ /2) por (33)
= (foB)(2(1/2+1/2) - 1)
= (foB)(t)

pues 1/2 +t/2 € [1/2,1].

Luego, powy(t) = powsy(l — 1) = (foB)(1 —1t) = fop(t). Asi w; es
levantamiento de f o 8 que comienza en x,, por lo que B = Wy de aqui que
5(1) = (1) = w(0) = w(1/2) = wi(1) = a(1), por lo que la funcién
f: A= X estd bien definida. Ademas, para toda a € A, pof( ) =poa(l) =
foa(l)= f(a)y f(ao) = Zgy. Sélo falta demostrar que f es continua.

Sea a € A, entonces, sean O una vecindad del punto f(a) en )?, a: I — A
una trayectoria entre ag y a y a el levantamiento de f o« que comienza en
xo, tenemos que f(a) = a(l). Como por hipdtesis X es localmente conexo
por trayectorias, concideremos a U una vecindad conexa por trayectorias de
f(a) que esté contenida en p(O) y que ademds sea una vecindad admisible

de f(a); como po f(a) = f(a), entonces f(a) € p~*(f(a)).

Sea Vj la componente de p~1(U) que contiene a f(a), tenemos que Vo C O,
va que p(Vp) = U C p(O). Asi, la restriccién py := ply, : Vo — U es un ho-
meomorfismo. Sea W C f~1(U) una vecindad de a abierta y conexa por
trayectorias, afirmamos que f(W) C V5 C O.

Siy € W, entonces existe una trayectoria v contenida en W que une al
punto a con el punto y. Ademds, la imagen de f o estd contenida en U,
por lo que la trayectoria 6 = py* o f o estd bien definida y es un levan-

tamiento de f oy que parte de f(a), por lo que & * 0 es el levantamiento
de f o (a*7) que parte de 7y y que acaba en §(1) € Vp. Por definicién,

f(y) =ax*06(1) =4(1) € Vo C O. Por lo tanto, f(W) C Vp C O. De aqui se
sigue que f es continua.

Para la unicidad, supongamos que ]7 y g son dos levantamientos de f
tales que f(ao) = §(ag) = . Si a € A, sca o una trayectoria que va desde
ap hasta a, entonces, comopOfoa =pogoa=foay foa( ) = f(ag)
2o = §(ag) = §oa(0), tenemos que foa y §oa son ambos levantamientos de
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la trayectoria f o« con inicio en zg, por lo tanto fo a = goa. En particular,
fla) = foa(l)=goa(l) =g(a). De aqui que necesariamente f = g.
OJ

13.2. Clasificacién de espacios cubrientes

Definicién 13.2.1. Sean p; : X1 — X y ps : Xo — X dos proyecciones
cubrientes. A una funcion continua h : X7 — Xy se le llama morfismo
entre espacios cubrientes si pyoh = p;.

Si ademds h es un homeomorfismo, entonces h es un tsomorfismo de
espacios cubrientes.

Desde el punto de vista de la teoria de espacios cubrientes, a dos espa-
cios cubrientes sobre una misma base se les considera idénticos si existe un
isomorfismo entre ellos.

El siguinte teorema nos dira cuando dos espacios cubrientes son isomorfos.

Teorema 13.2.2. Sean X un espacio localmente conexo por trayectorias, X,
y Xo dos espacios conexos y localmente conexos por trayectorias, p1 : X1 — X
y po : Xo — X dos proyecciones cubrientes y v1 € Xi, xo € Xy tales
que p1(x1) = pa(x2), entonces existe un isomorfismo h : X1 — Xo tal que
h(z1) = xo si y sélo si

pl*(W(Xl, xl)) = D2« (W(Xm Iz))

DEMOSTRACION. (=) Si existe tal homeomorfismo tal que ps o h = py
entonces, pa, © hy = p1.. Ademas, h, es un isomorfismo de grupos por lo que

Pre(m( X1, 1)) = pau(hu(m( X1, 21))) = pou(m( X2, 72)) -

(<) Por el Teorema (13.1.5) (Levantamiento de Funciones), existe un
levantamiento de la funcion py : Xo — X, pues p; es una proyeccion cu-
briente y ocurre que po.(m(Xa,22)) C p1«(m(Xy,21)). Sea h : Xo — X el
levantamiento de pq, entonces p; o h = py y h(z3) = x1, por lo tanto, h es un
morfismo de espacios cubrientes.

En forma inversa, como pp.(m(X1, 1)) C pa.(m(X2, z2)), existe un mor-
fismo cubriente k : X7 — X, tal que k(x1) =22 y poo k = py.

Consideremos la funcion koh : X; — X;. Esta funcion es un levantamien-
to de p1, ya que pyo(koh) = (pyok)oh = pyoh = py, ademds (koh)(x1) = .
Por otro lado, la funcién identidad /dx, también es un levantamiento de py,
pues p; = p; o Idy, y también cumple que Idx,(z1) = (x1), entonces por la
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parte del Teorema 13.1.5, que afirma que hay unicidad en los levantamien-
tos, ko h = Idy,. De forma anéloga obtenemos que h o k = Idx, con lo que
aseguramos que h y k son isomorfismos entre espacios cubrientes. [

Proposiciéon 13.2.3. Sean X un espacio conexo por trayectorias, p : X —
X wuna proyeccién cubriente, v € X y a,b € p~'(z), entonces p*(ﬂ()?,a)) y
p(m(X, b)) son subgrupos conjugados de w(X, z).

Mas aiin, siw € p~'(x), entonces todo subgrupo conjugado de p,(m(X, w))
es igual al subgrupo p,(7(X,2)) para algin z € p~(x).

DEMOSTRACION. Sea « una trayectoria que una a los puntos a y b, en-
tonces la funcién

T, (X, a) — 7(X,b)
tal que
Lo([f]) = [ax B xa]

es un isomorfismo de grupos.

Consideremos al lazo p o « en (X, z) que define el isomorfismo

o :m(X,zx) = 7(X, 2)

dado por

o)) :=lpoalhllpoal ™.

Veamos que si [v] € p*(ﬂ()N(,a)), entonces v = p o 3 para algin 3 €
(X, a). Luego,
e([]) = v op.([8])

=[poallpofllpoal™
(34) =[poaxpof*poaq]

= [po(axfxa)

= ps o Ta([B])
y el siguiente diagrama conmuta:

(X, a) —==71(X,b)

lp* @ jp*
(X, z) —7(X,x)

Por lo tanto, [po a] p.(n(X,a)) [poa]™t = p.(r(X,b)).
Para demostrar la segunda afirmacién, supongamos que

H =[] p.(n(X,a)) ]
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para algun [v] € 7(X, z).

Sea 7 el levantamiento de v que comienza en a y sea b = (1), entonces
de la primera parte de la proposicién se sigue que p,(7(X,b)) = H.
OJ

Teorema 13.2.4. Sean X un espacio localmente conexo por trayectorias, X,
y Xo dos espacios conexos y localmente conexos por trayectorias, p1 : X1 — X
y p2 : Xo — X dos proyecciones cubrientes y x1 € X1, 19 € Xo yx € X
tales que p1(x1) = x = po(x2), entonces existe un isomorfismo h : X1 — Xy
sty s6lo si pr(m(X1,21)) y poue(m( X2, 22)) son conjugados.

DEMOSTRACION. (=) Si h : X; — X, es un isomorfismo de espacios
cubrientes entonces, sea y, = h(xp), por el Teorema 13.2.2, tenemos que
Pox(m(Xo,y2)) = pra(m(X1,21)); por la proposicén (13.2.3), como yo, 3 €
Py (z) (pues py = pa o h), entonces pa,(m(Xa, 2)) ¥ pou(7(Xa, 1)) son conju-
gados por lo tanto, los grupos po.(m(Xa, x2)) v p1.«(7 (X1, 1)) son conjugados.

(<) Silos grupos po. (m(Xa, x2)) v p1«(m (X1, 21)) son conjugados entonces,
por la Proposicién 13.2.3, existe z € p; *(z) tal que

P2x(m(Xa, 72)) = pra(m(X1, 2))
Pero por el Teorema 13.2.2, existe un isomorfismo cubriente h : X; — Xo
tal que h(zy) = z. -

Definicién 13.2.5. (Cubriente Universal) Sea X un espacio topoldgico y
p: X=X una proyeccion cubriente, si X es simplemente conexo, entonces
decimos que X es un espacio cubriente universal de X .

Note que cualesquiera dos espacios cubrientes universales de X son iso-
morfos y siempre existe un morfismo de un espacio universal a cualquier otro
espacio cubriente.

Definicién 13.2.6. Un espacio X se llama semilocalmente simplemen-
te conexo si para todo x € X, existe una vecindad U de x tal que el homeo-
morfismo:

iU, z) = (X, 2)

inducida por la inclusion i : U — X es trivial.

Teorema 13.2.7. El espacio x tiene un espacio cubriente universal si y
solo si, X es conexo por trayectorias, localmente conexo por trayectorias y
semilocalmente simplemente conexo.
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13.3. El Grupo de Deslizamientos

Definicién 13.3.1. Sip: X = X es una proyeccion cubriente, entonces un
deslizamiento es un homeomorfismo h : X — X tal que po h = p.

En otras palabras, un deslizamiento es un isomorfismo de un espacio
cubriente en si mismo. Otro nombre que se utiliza para los deslizamientos en
la literatura matematica es el de Trasformacion Cubriente.

Es evidente que el conjunto de todos los deslizamientos de p : XX , al
que denotaremos D(p), constituye un grupo con respecto a la composicién de
funciones. Més adelante probaremos que el grupo D(p) esta completamente

determinado por el grupo (X, z) y su subgrupo p.(7(X,)).

De la definicion se sigue que si h : X — X es un deslizamiento yaeE
p~!(z), entonces h(a) € p~'(z), es decir, la fibra de un punto x € X es
invariante bajo deslizamientos. El deslizamiento h permuta elementos de la
fibra.

Una pregunta que surge naturalmente es: dados dos puntos a,b € p~!(z),

jexistird un deslizamiento h : X — X tal que h(a) = b? Resulta que este
deslizamiento no siempre existe, mas adelante veremos un ejemplo de ello.

Definicién 13.3.2. Decimos que una proyeccion cubriente p : X = X es
normal, si para cada v € X y cualesquiera dos puntos a,b € p~1(x), existe
un deslizamiento h € D(p) tal que h(a) = .

Teorema 13.3.3. Sean X un espacio localmente conexo por trayectorias,
X un espacio conexo y localmente conexo por trayectorias, p : X — X una
proyeccion cubriente, xg € X y Ty € p~(xg), entonces:

i): p: X = X es normal si y sélo si p.(7(X,Zo)) es un subgrupo normal
de (X, o).
ii): D(p) es isomorfo a % donde N(p,(7(X, %)) es el nor-

malizador de p,(7(X, %))
DEMOSTRACION. i) Por definicién p, (m(X, Zy)) es normal si y sélo si
o] po(m(X, %)) [a] " = pu(w(X, 7))

para todo [a] € (X, z). Sea & el levantamiento de & en X con origen en
y sea 27 = a(1), entonces por la Proposicién 13.2.3,

[a]p. (m(X, 5))[a] ™ = pu(n(X, 7))
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Asi p*(w()?, Tp)) es normal si y sélo si
(35) p(m(X, %)) = pu(m(X, 7))

Para cualquier = € X que sea el fin de algtin levantamiento a de un lazo
a. Pero como X es conexo por trayectorias, si £ € X entonces, sea [ una
trayectoria entre Io y , entonces [ es levantamiento del lazo po 3y T es el
fin del lazo 3. Por lo tanto p.(7(X, Zo)) es un subgrupo normal si y sélo si la
igualdad (35) se da para cualquier T € p~'(xg). Por el Teorema 13.2.2, esto
ocurre si y s6lo si existe un isomorfismo (que en este caso es un deslizamiento)
(I X — X tal que (1) = Tp para cualesquiera Ty, ; € p~'(xg) si y s6lo
si p es una proyeccién normal.

ii) Definimos una funcién:

i N(p.(m(X, %)) = D(p)
de la siguiente manera: Sea [a] € N (p.(m(X,y))), entonces por lo men-
cionado anteriormente

p-(n(X, %)) = [o] p.(r(X, %)) [a] " = pu(n (X, 01))
donde z; = a(1) con a el levantamiento de . Como vimos anteriormente, la
igualdad (35) implica la existencia de un tnico deslizamiento u € D(p) tal

que (o) = 1. Definimos ¢([a]) = p. Por la unicidad del deslizamiento p y
por el Teorema de Levantamiento de Trayectorias ¢ esta bien definida.

Verifiquemos que ¢ es un morfismo de grupos:

_ Sean [o], [8] € N(p.(n(X,20))), ¢([8]) = vy ¢([a]) = p, consideremos
By «a los levantamientos respectivos de 3 y « cuyo punto de inicio es z,
definimos g7 = B(1) = v(xo). Veamos que &(1) = p(xo) = p(5(0)), luego, el
lazo « % 3 se levanta en la trayectoria & * (u o E), ya que

poax(pof)=(poa)x(popocp)

(36) =ax(pof)
=ax*xf

pues como p es un deslizamiento, pou = p. Asi ax (po 5) es el levantamiento

de ax 3 que comienza en el punto zy y termina en el punto p(5(1)) = u(y1) =
pu(v(zo)) = pov(xgy). Por definicién o([a][5]) es el tnico deslizamiento de

p que manda el punto 7, al término del levantamiento ax 3 = @ * (u o f3),
que es el punto p o v(xy), por lo tanto po vy ¢([a][5]) son deslizamientos
que coinciden en el punto xy, por la unicidad de deslizamientos, ¢([a][f]) =
pov=p(la])op([f]). De aqui que ¢ es un homomorfismo de grupos.

Ahora veamos ¢ que es suprayectivo:
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Si h € D(p), sean T = h(xg), a una trayectoria que une a Ty con T y
a = p o a entonces, por el Teorema 13.2.2,

p(m(X,50)) = pu(w(X, 7)) = [o] pu(n(X, 5))[a] !
de donde o € N (p,(7(X, p)), luego, p(c) = h por lo que ¢ es suprayectiva.

Veamos ahora que el Nucleo de ¢ es p, (7(X, Zp)):

Ker(p) = {[a] € N(p.(w(X,%))) | ¢([a]) = Idz}
(37) = {[a] € N(p.(7(X,%))) | El levantamiento de a es un lazo}

= p.(n(X, %))

la dltima igualdad se debe al Corolario 13.1.4. Por El Primer Teorema de
Isomorfismos, concluimos que D(p) es isomorfo a %.
]

Corolario 13.3.4. Sip es una proyeccion normal, entonces D(p) es isomor-
Jo am(X, x0)/p.(m(X, To)).

Corolario 13.3.5. Si p es una proyeccion normal y X es simplemente co-
nezxo, entonces D(p) es isomorfo a m(X, xg).

13.4. Acciones de Grupos

Definicién 13.4.1. Sean X un conjunto y (G, e,*) un grupo, decimos que
G actia sobre X si existe una funcion

a:GxX —-X

(donde, por lo general, denotamos como gx a (g, ))
tal que cumple las siguientes condiciones:

i): ex = x, para todo v € X .
ii): (g * h)x = g(hx), para todo x € X y todo par g,h € G

A la terna (G, X,a) se le llama G—grupo y a la afirmacin “G actia
sobre X con a” se le denota por G g X.

A weces, si la accion a estd dada o no es relevante, se dice simplemente
que X es un G—grupo y a la afirmacion “G actia sobre X7 se denota como

G X.

St X es un espacio topologico y la accion a : G x X — X es conti-
nua dotando a G con la topologia discreta, entonces decimos que X es un
G—espacio.
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Note que si X es un G—espacio entonces, para todo g € G, g : X — X
dada por: g(z) := gx, es un homeomorfismo.

Definicién 13.4.2. Sea X un espacio topologico y G un grupo tal que G v,
X, para todo x € X, definimos los siguinetes conjuntos:

i): G(z) :={gx | g € G} C X se le llamama la orbita de x.
ii): G, :={9g € G | gr =2} <G le llamamos el estabilizador de x

Decimos que la accion « es libre si G, = {e}, para todo x € X. Si G
actia sobre X con una accion libre, decimos también que X es un G—grupo
(0 G—espacio) libre.

Se queda como ejercicio al lector verificar que, para todo x € X, G, es
un subgrupo de Gy que la relacién ~, donde x ~ y si y sélo si y € G(x), es
una relacon de equivalecia.

Definicién 13.4.3. 5i X es un G—espacio, entonces denotamos al conjunto
de orbitas como:

X/G:={G(z) | v € X}
Si dotamos a X/G con la topologia cociente, entonces lo llamaremos el
espacto de orbitas de X o simplemente espacio orbital.

Definicién 13.4.4. Sea X un G-espacio con «, decimos que la accion «
es propia, si para cada r € X ewmiste una vecindad V de x tal que, para
cualesquiera g,h € G con g # h, se tiene que gV NhV = &, donde

gV ={gy |yeV}

en este caso, decimos que V' es una vecindad pequena.
St G actia sobre X con una accion propia, decimos que X es un
G—espacio propio.

Observe que toda accién propia es libre: En efecto, sea x € X y V una
vecindad pequena de x, tenemos que si g € GG, entonces gr € gV. Ademas,
si g # e, como V es pequena, gV NV = & por lo que gz # x.

En la literatura matemadtica, a las acciones propias tambiés se les llama
acciones propiamente discontinuas.

A continuacién daremos las condiciones necesarias y suficientes para que
la proyeccién orbital p : X — X/G tal que p(x) = G(x) sea cubriente, pero
antes necesitamos algunos resultados preliminares.

Lema 13.4.5. Sea X un G—espacio, entonces la proyeccion orbital p - X —
X/G es una funcion abierta.
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DEMOSTRACION. Sea V un subconjunto abierto de X, veamos que
p (V) =U{gV | g € G}, pues si = € p~*(p(V)), entonces G(x) € p(V),
es decir G(z) = G(v) para algin v € V| en particular x = gv para algin
g € G, luego x € gV C {9V | g € G}.

Siz e |J{gV | g € G} entonces x = gv para algin v € V' y g € G, luego
p(z) = G(gv) = G(v) € p(V), por lo tanto x € p~(p(V)).

Como para todo g € G, g : X — X es un homeomorfismo, entonces gV’
es abierto en X para todo g € G, de donde p~!(p(V)) es abierto en X. Por
lo tanto, p(V') es abierto en X/G y p es una funcién abierta. O

Teorema 13.4.6. Sea X un G—espacio propio, entonces la proyeccion or-
bital p: X — X/G es una proyeccion cubriente.

DEMOSTRACION. Siz € X y V es una vecindad pequenia de x entonces,

como p es un funcién continua y abierta, p(V') es una vecindad del punto
G(z) € X/G y ademas,

(V) =J gV
geG
pero como V es pequena, si g # h, gV N hV = @& por lo que UgeG gV
es una unién disjunta de abiertos. Ademads, la funcién pl,v @ gV — p(V)
es continua, abierta y biyectiva, pues para todo v € V, G(gv) = G(v) y si
gu # gw, entonces v # w, luego G(v) # G(w). Pues si v = gw para alguna
g € G, entonces VN gV # &, lo que contradice que la accién sea propia.
Por lo tanto plyv : gV — p(V) es un homeomorfismo y p es una proyeccién
cubriente. O

Teorema 13.4.7. Sean G un grupo finito y X un espacio de Hausdorff, si
X es un G—espacio libre, entonces también es propio.

DEMOSTRACION. Como G es un grupo finito, digamos que G' = {go, g1,
., gn}, entonces si x € X, note que para cualesquiera g, h € G, si g # h
entonces gr # hx, pues en caso contrario, h~'gx = x contradiciendo que la
accion sea libre. De aqui que, como X es de Hausdorff, existen vecindades
Uy, Uy, ...,U, de los puntos ggx, g1z, ..., g,x respectivamente, tales que U; N
U; = @ para todo i # j, entonces la interseccién

V.= (n]gllU'Z
i=0

es una vecindad de z tal que ¢;V = g; Ni_, g; ‘Ui = N, 9;9; 'U: C U;, por
lo tanto, si ¢ # j, entonces ¢;V N g,V C U; NU; = &. Asi, V es la vecindad
pequena de x y por lo tanto la accién de G sobre X es propia. O
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Teorema 13.4.8. Sea X un G-espacio libre, entonces la proyeccion orbital
p: X — X/G es cubriente si y solo si X es un G—espacio propio.

DEMOSTRACION. En el Teorema 13.4.6 ya probamos que si X es un G—
espacio propio, entonces p es proyeccion cubriente.

Supongamos que p : X — X/G es cubriente. Si x € X, sea U una
vecindad de p(z) tal que
p ' U) = i
iel
y tal que la restriccién ply; : V; — U es un homeomorfismo, como p(z) € U,
existe una tunica vecindad V; tal que x € V;.
Afirmamos que V; es una vecindad pequena de z. Sean g,h € G con
g # h,siy € gV; N AV, entonces y = gv y y = hw donde v,w € V;, por
lo tanto, v = g~ thw y g7'h # e. Ademds, p(w) = p(g~'hw) = p(v) pero
como ply;, : V; = U es un homeomorfismo, en particular es inyectiva entonces
v = w, por lo que v = g~ thv lo cual es una contradiccién ya que X es libre.
De aqui que gV; N hV; = @ vy V; es una vecindad pequena de x O

Teorema 13.4.9. Sea X un G-espacio propio, conexo y localmente conexo
por trayectorias, entonces:

i): La proyeccion orbital p : X — X/G es una proyeccion cubriente
normal.

ii): G es isomorfo al grupo de deslizamientos de p: X — X/G

iii): G es isomorfo al cociente 7(X/G)/p.(m(X))

DEMOSTRACION. Por los Teoremas 13.4.6 y 13.3.3, es suficiente probar
que G es isomorfo a D(p) y que p es una proyeccién normal.

Definamos ¢ : G — D(p) tal que ¢(g)(z) := g(z) = gz.

Veamos que ¢(g) es un deslizamiento: Si g € G entonces, para todo
x € X, tenemos que p o p(g)(z) = p(gx) = p(x), por lo que po ¢(g) = p. Es
facil ver que (g) es biyeccién. Asi, para todo g € G, p(g) € D(p).

Verifiquemos que ¢ es un isomorfismo de grupos: Sean g,h € Gy x € X,
entonces p(g*h)(x) = gx h(x) = g(h(z)) = go h(z), por lo tanto p(g*h) =
©(g) o p(h) de donde ¢ es un homomorfismo.

Notemos que ¢ es un monomorfismo, pues como la accién es propia, por
lo mencionado anteriormente, para todo par g,h € G, si g # h entonces,
para todo x € X, gr # hx. Para probar que ¢ es un epimorfismo, sea
h € D(p) tal que h(z1) = 3, con 1,29 € X, como p o h = p, entonces
G(z1) = G(zq), por lo tanto existe g € G tal que gr; = x. De aqui que
©(g) y h son dos levantamientos de p que coinciden en zq, por el Teorema
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13.1.5 ¢(g) = h. De aqui que ¢ es un isomorfismo. Ademsds, si p(z1) = p(z2),
entonces G(z1) = G(x3), por lo que existe g € G tal que gz, = x2, de donde
©(g)(x1) = 3, como p(g) € D(p), tenemos que p es normal. O

Corolario 13.4.10. Sean X un G—espacio propio, simplemente conexo y
localmente conexo por trayectorias y p : X — X/G la proyeccion orbital,
entonces m(X/Q) es isomorfo a G.

Teorema 13.4.11. Seap: X — X una proyeccion cubriente, si X es conezo
y localmente conexo por trayectorias, entonces D(p) nvg X, donde v : D(p) X
X — X es tal que a(h,x) = h(Z). En este caso, la accion « es propia.

DEMOSTRACION. Por como se definié «, es claro que si g,h € D(p),
entonces g o h(Z) = g(hz), ademds, para todo = € X, Id(T) = 7.

Veamos que la accion es propia. Sean a € X y U una vecindad admisible
del punto p(a) € X, como X es localente conexo por trayectorias (y por lo
tanto también lo es X'), podemos suponer que U es conexa por trayectorias,
entonces

p () =] Vi

el

donde los V; son las componentes de conexas por trayectorias de p~1(U). Sea
Vi la componente que contiene al punto a, afirmamos que Vj es la vecindad
pequena de a. En efecto, si h,g € D(p) con h # g entonces h(a) # g(a) pues
si dos deslizamientos coinciden en un punto, entonces son iguales.

Tenemos entonces que h(Vy) N g(Vi) = @ pues, como ph(a) = p(a) =
p o g(a), entonces h(a) € V; y gla) € V; con i # j. tenemos que h(V}) es
conexo, pues Vi lo es, ademés h(V;) N'V; # &, pero como V; es componente
de conexidad, tenemos que h(Vj) C V;. Analogamente, g(Vi) C V;. Luego,
h(Vi) Ng(Vk) C ViNV; = @. De donde la accién es propia. O

Note que si p : X — X es una proyeccién cubriente y D(p) My, X con
a como en el teorema anterior, entonces para toda g € D(p) se cumple que

pog=p,es decir, para toda T € X, p(T) = p(gx).

De aqui concliumos que p : X — X es constante en las fibras de la proyec-
ci6n orbital 7 : X — X /D(p). Por lo tanto, por el Teorema de Transgrecion,
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existe p’ : )?/D(p) — X tal que p' o = p:

X
X
5w 5 X

Eso nos lleva al siguiente Teorema:

Teorema 13.4.12. Sean X es conexo y localmente conexo por trayectorias
yp: X — X es una proyeccion cubriente normal, entonces la funcion p
X/D(p) — X del diagrama anterior es un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Tenemos que p es una funcion abierta (Proposicién
13.0.5). Luego, si U es un subconjunto abierto de X /D(p), entonces p'(U) =
p(r~1(U)) es abierto, por lo que p’ es una funcién abierta.

Por otro lado, como p = p’om es suprayectiva, entonces p’ lo es. Ademas, si

7(#), 7(7) € X/D(p) son tales que p/(r(7)) = p/((7)), entonces p(F) = p(7),
pero como p es normal, tenemos que existe g € D(p) tal que T = g(y), es decir,
7(Z) = w(y), por lo que p’ también es inyectiva. De aqui que p’ es biyectiva,
por lo tanto, como p’ continua y abierta, entonces es un homeomorfismo.

O

Ejemplos

Ejemplo 13.4.1. La banda de Mdbius.
Sea X =R x [0,1] C C, G =7Z Sea ¢ : X — X definida por la férmula
Pz)=Z+1+i¢pt=z2—1+1

Definimos la accién G ~ X por la férmula n* z = ¢"(2) G =72
El espacio de 6rbitas X/Z es homeomorfo a la banda de Mdobius M2. Por
lo tanto 7(M?) = 7(X/Z) = Z el grupo que actiia propiamente en X.
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Ejercicio: Verificar que la accién descrita en el ejemplo anterior, Z ~ X
es propia.

Ejemplo 13.4.2. El espacio proyectivo RP". |

Sea Zs m S™ la accién antipodal. Entonces RP™ es homeomorfo a S™/Z,.
Consecuentemente, 7(RP™) = Zy paran > 2.

RP! = S! entonces 7(RP!) = Z

Ejemplo 13.4.3. El espacio de lentes (lenticular).

Sea S* = {(z1, 22) € C?: ||(21,20)|| = 1}, para cada par p,q de nimeros
enteros primos relativos, definimos la funcién h : S* — S?, como h(zy, 23) =
(2162771'/]37 Z2627riq/p)'

La funcién h induce una accién propia de Z, en S* dada por:
Z, ~S? n*x = h"(z)

Definimos L(p, q) = S*/Z, por lo tanto 7(L(p, q)) = Z,. Al espacio L(p, q)
se le conoce como el espacio lenticular o espacio lente.

Ejemplo 13.4.4. Superficie de Riemann. |

Sean p y ¢q las funciones definidas de la siguiente forma:

X x (0, 00) —= S x (0, 00) —= C \ {0}

(.’II, t) (e2rria:’ t) teQﬂiJ}
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La funcién h := ¢ o p es una proyeccién cubriente de infinitas hojas sobre el
plano complejo agujerado.

=4

Ejemplo 13.4.5. El toro T?2.

Sea G =7Z®Z, X =R?
Sea la accién G ~ X definida por la férmula:

(n,m) * (x,y) = (x + n,y +m)

Esta accién es propia y R?/Z @ Z es homeomorfo a T?. Por lo tanto, 7(T?) =
7 ® 7
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